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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 85 (1960), Praha 

O ROZKLADU SINGULÁRNÍCH LINEÁRNÍCH TRANSFORMACÍ 

VÁCLAV HAVEL, Brno 

(Došlo dne 18. září 1959) 

Prof. dr. Jiřímu Klapkovi k šedesátinám 

Článek obsahuje algebraické i geometrické podmínky k tornu, aby 
existoval rozklad dané singulární lineární transformace n-rozměrného 
eukleidovského prostoru v podobnost (shodnost) a projekci. 

1. Předmětem vyšetřování bude nejprve n-rozměrný (reálný eukleidovský) 
prostor É. Dokážeme větu, která zobecňuje, resp. prohlubuje dřívější výsledky 
E. STIEFELA, H. HADWIGERA a H. NAUMANNA; viz [2], str. 213—214, [3], str. 97 
a [6], str. 78. 

Věta 1. Nechť 21 je soustava vektorů ax = OAl9 . . , , ( , , = OAn9 vytvářejících 
v E m-rovinu; 2 ^ m < n. Označme gl9 ...9gn podle velikosti uspořádaná charak
teristická čísla Gramový matice soustavy 2L Soustavu 21 lze pokládat za paralelní 
průmět určité soustavy nenulových vektorů navzájem kolmých a stejně dlouhých 
tehdy a jen tehdy, je-li splněna tato podmínka: Jsou-li čísla gn->m+i> --^Qm ne
nulová, pak se navzájem rovnají. O ortogonální průmět jde přitom právě v tom 
případě, když vhcka nenulová charakteristická čísla se navzájem rovnají. 

Podotkněme, že Gramová matice dané soustavy vektorů xo19 . . ., tt>n je tvaru 

XD2tOl9 t02W29 to2ton 

tonto1} mntp2, . . . , n>nron 

kde xOitVj znamená vnitřní (skalární) součin vektorů xoi9 to3-. 

Charakteristická čísla této Gramový matice jsou kořeny Xl9 

tt>itt>! — X, rfljtPa, ..., tOjpn 

tv2tol9 to2to2 — X, . . . , to2ton __ 

Xn rovnice 

tonxol9 tonto2, . . ., tonton — X 

K účelům d ů k a z u rozdělme tvrzení věty 1 na dvě části: 
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a) Nechť n ^ 2m— 1, Pak soustava 31 je v E vždy paralelním průmětem 
soustavy nenulových vektorů navzájem kolmých a stejně dlouhých. 

b) Nechť n < 2m — 1. Pak soustava 2Í je v E paralelním průmětem soustavy 
nenulových vektorů navzájem kolmých a stejně dlouhých právě tehdy, když 
platí relace 

(1) ffi .= - - • ^ ffn-m = ffn-m+l = - • • = ffm > ffm+l = . . . = £ „ = 0 . 

Tvrzení o ortogonální projekci je ovšem pro oba případy spoleěné: O ortogo
nální projekci běží právě v případě 

(2) g1 = . . . = gm < ffm+i = . . . = gn = 0 . 

Nechť 51 je pevná soustava vektorů ax = 0Al9 ..., an = OAni vytvářejících 
v E m-rovinu A, přičemž 2 ^ m < n. K zjednodušení formulace nazveme 
e-reperem kteroukoliv soustavu vektorů 0E1} ..., OEn navzájem kolmých, 
majících společnou délku e > 0. V E zvolme pravoúhlý souřadnicový systém 
o počátku O a označme v něm aitV ..., aUn složky vektoru <tť; i = 1, ..., n. 

A) Nechť soustava % je v E paralelním průmětem e-reperu <ž = {e1?..., en} 
při směru promítání S. Zvolme jiný e-reper S' = {e£, ... , en}. Potom platí 
rovnice 

*'i = ř u e i + • • • + řf,nen (i = 1, . . ., w) , 

kde matice T = ||čM-|| Tytého řádu je ortogonální. 
Nechť soustava 21' tvořená n vektory a^ = (ail} ..., ain) je paralelním prů

mětem e-reperu € ' při promítání směrem S do A. Potom platí rovnice 

«í = *z,i<*i + - - - + *<.»<*» (• = 1, ..., n) , 

anebo v maticovém zápisu A' = TA, kde A = |K-,/[|, A' = IK-Jj. Označme r tu 
ortogonální transformaci prostoru E, při níž je vektoru ti přiřazen vektor ts pro 
všechna i = 1, ..., n; obdobně označme r tu afinní transformaci m-roviny A, 
při níž je vektoru 0̂  přiřazen vektor ař' pro každé i = 1, ..., n. Jako závěr 
vyslovíme pak 

Tvrzení 1. Je4i soustava 5Í paralelním průmětem e-reperu 2 při promítání 
směrem S a ýe-Zi r ortogonální transformace (neměnící počátek O), pak soustava r% 
je paralelním průmětem e-reperu TĚ rovněž při směru promítání S. 

B) Gramová matice soustavy 31, tj. matice AA* = \\OÍOJ\\ je symetrická a lze 
ji tedy uvést na diagonální tvar prostřednictvím vhodné ortogonální matice M 
řádu %-tého:1) 

M(AA*) M* = (MA)(MA)* . 

Označme dále 2t soustavu řádkových vektorů ax, ..., a» matice A = MA> Bez 
omezení obecnosti předpokládejme, že jde o takové pořadí, při němž |cti| ^ 

x) Hvězdičkou značíme matici transponovanou. 
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__ .. • .ž |an |. Z diagonálního tvaru matice A pak vyplývá, že vektory <t15 ..., <xn 

jsou navzájem kolmé a právě posledních n -— mz nich je nulových. 
Dokážeme 

Tvrzení 2. Je-li n 2_ 2m — 1, pak existuje soustava vektorů ex = 0_?1? ..., 
ěTO = OEm navzájem kolmých a stejně dlouhých, které jsou v E kolmými prů
měty soustavy vektorů ~ál9 ...9am při projekci do m-roviny OEx... Em» 

Důkaz. Mějme soustavu vektorů \ = (d, 0,..., 0), e2 = (0, d9 0,..., 0),..., 
eTO = (0, ..., 0, d9 0, ..., 0), kde 0 < d < \am\. Položme a, = (0, ..., 0, d, 0,..., 

71*— 1 J — l *»—/ 

0? ^3,1? • • •} djin0m)9 b3- = (d$tl9 . . . , & 2 , n _ m ) ; 7 = 1 , . . . , m . 

Je-li w __ 2m, pak lze vždy sestrojit navzájem kolmé vektory í>1? ..., bm tak, 
že á2 + í>i = tfí> ..., d2 + bm = am. Vyplývá to z toho, že počet m vektorů 6, 
není větší než počet n — m jejich složek. Je-li n == 2m — 1, pak zvolme d = 
== \am\, vektor bm prohlašme za nulový a sestrojme vektory bl9..., bm^t tak, aby 
d* -f b\ = čil, • ••> d* + £>m-i ^ ~&m-i> Takové vektory lze vždy sestrojit, neboť 
jejich počet m —- 1 rovná se počtu jejich složek. Soustava al9 ..., am je shodná se 
soustavou al9 ..., am a její kolmou projekcí do m-roviny prvních m souřadnico
vých os je právě soustava el9 *.., cm. Odtud důkaz. 

C) Na važme na předchozí odstavec a doplňme vektory Íl9..., em v d!-reper 
•f = {é1? ..., cn}. Pak soustava % je paralelním průmětem reperu W při určitém 
směru promítání S, takže podle tvrzení 1 je též soustava $1 paralelním průmě
tem některého á-reperu při témže směru promítání S. 

Je známo, že charakteristická čísla Gramový matice AA* rovnají se charakte
ristickým číslům Gramový matice AA* (matice A je definována v části B)), t j . 
číslům a?,..., a*. Platí-li a* = . . . = am9 lze položit tt = al9..., e» = am 

a vektory e1? ..., em doplnit v |ax|-reper. Protože soustava 21 je ortogonálním 
průmětem tohoto reperu (směr S je nyní kolmý k A), je podle tvrzení 1 též 
soustava 21 ortogonálním průmětem určitého |<x-J-reperu. Mají-h aspoň dva 
z vektorů ~ál9..., am různé délky, pak směr S již nemůže být kolmý k A. Část a) 
věty 1 je tím dokázána. 

D) Nechť platí podmínka n < 2m — 1. Reper €' z části A) zvolme speciálně 
tak, aby jeho prvních n — m vektorů bylo kolmých k A; tyto vektory označme 
nl9 ..., nn_m. Zbývající vektory z S' leží pak v A a náleží též soustavě W ===" 
= T3I (viz část A)). Označme tedy t)1? ..., t)n_w prvních n —- m vektorů z 2Í*̂  
Pak směr promítání S je současně rovnoběžný s vektory nx — t)l9 ..., nm — t)m. 
Speciálně pro směr S kolmý k A jsou vektory tyl9..., t)w nulové. Položme 
ai,m+i = ... = aUn = 0 a užijme označení zavedené v části A). Budeme vy
šetřovat matice Á = | |ať t í | |, Á' = (K^l; i = 1, ..., n; , = 1, ..., m. Jest .A' = 

\P TA a matici A' lze psát ve tvaru A' = s tímto významem matic P, B : I* 
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je matice, jejíž řádkové vektory vzniknou z t)l5 ..., í)w_m vynecháním posledních 
n — m složek. B je matice, jejíž řádkové vektory vzniknou z posledních m 
vektorů soustavy W vynecháním posledních n — m složek; řádkové vektory 
matice B jsou navzájem kolmé a mají společnou délku e. Platí tedy BB* = 
= B*B = e2J, kde J je diagonální jednotková matice m-tého řádu. Dále platí 
relace (TÁ)*(TÁ) = Á*T*TÁ = Á*Á = P*P + B*B, a z toho dále Á*Á = P*P + 
+ ež/ 

Charakteristická čísla matice Á*Á vzniknou tedy z charakteristických čísel 
matice P*P vždy přičtením čísla e2. Seřaďme charakteristická čísla matice 
P*P podle velikosti; pak prvních n — m z nich je nenulových a zbývající jsou 
nulové.2) Tedy charakteristická čísla matice Á*Á jsou 

0, + C2 ^ . . . ^ C n _ m + 6 2 ^ 6 2 = . . . = 6 2 . 

Avšak nenulová charakteristická čísla matic A*A, AA* se po řadě rovnají, takže 
pro charakteristická čísla gx ^ ... ^ gn matice AA* platí relace (1), jak bylo 
dokázat. Jde-li o promítání ortogonální, pak vektory yl9 ..., %„m jsou nulové 
a platí C-, = ... = cn__m == 0, takže platí relace (2). Nejde-li o promítání orto
gonální, pak relace (2) neplatí. 

Protože charakteristická čísla Gramový matice AA* nejsou závislá na volbě 
pravoúhlého souřadnicového systému v E, nebyla ani volba aiym+1 = ... -= 
= ain = 0 na úkor obecnosti. 

E) Nechť platí n < 2ra — 1. Pro charakteristická čísla Gramový matice 
dané soustavy % nechť je splněna podmínka (1). Podle B) stanovíme soustavu 
vektorů ax, ..., an. Při vhodném pořadí platí pak gx = a1} ..., gn = a«» takže 
relaci (1) lze přepsat do tvaru 

|<*ll ž ... ^ kn-ml ^ kn-m+ll = ... = |am | > |a m + 1 | -=. . .== |«J = 0 . 

Položme ~tn^m+1 = aw„w + 1, ..., ěm = am a společnou délku těchto vektorů 
označme d. Užijme větu 1, kde za n, m položíme hodnoty 2n — 2ra, n — m. 
Potom plyne v případě n — m > 1 tento závěr (který je pro n — m = 1 snadno 
patrný): V (2n — 2m)-rovině R kolmé současně k vektorům ěn_w+1, ..., ew lze 
sestrojit soustavu vektorů ěx, ..., ěn_m navzájem kolmých a o společné délced 
tak, že při směru S (určeném v R (n — m)-rovinou současně kolmou k vektorům 
«i> • - •» ^n-m) se vektory éx, ..., lm promítají do vektorů ~al9 ..., an„m. Pak soustava 
% je při směru S průmětem cř-reperu <S = {e1} ..., in}. Je-li navíc splněna pod
mínka \ax\ = ...== | a j , pak směr S je kolmý k A; jinak nikoliv. Část b) věty 1 
je dokázána. 

2.* Následující větu lze snadno dokázat jako bezprostřední důsledek věty 1: 
2) Jsou-li M, N matice téhož řádu, pak maticím MN, NM náleží po řadě táž charakte

ristická čísla. Doplníme tedy P nulovými sloupci na matici P řádu m a užijeme známého 
faktu, že charakteristická čísla Gramový matice PP* jsou nezáporná. 
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Věta 2. Afinní transformaci <x prostoru E na m-rovinu A c E (2 ^ m < n) lze 
rozložit v podobnost a paralelní projekci tehdy a jen tehdy, jestliže při libovolném 
vyberu vektorů tv>t,..., tvn navzájem kolmých, nenulových a stejně dlouhých splňuji 
charakteristická čísla gx SÍ ... ^ gn Gramový matice soustavy octv1} ...,ocvon 

podmínku z vety 1. O projekci kolmou jde přitom právě v případe, kdy všecka ne
nulová charakteristická čísla se navzájem rovnají. 

F) Nechť (x je afinní transformace prostoru E na m-rovinu A c E, přičemž 
2 5g m < n. Zvolme v A (m — 1)-rozměrnou sféru k a stanovme jí příslušnou 
válcovou nadplochu ČX"""1 .̂ Dále zvolme v A bod B a stanovme k němu příslušnou 
(n — m)-rovinu C = oc~1B. Nakonec zvolme m-rovinu R kolmou k C. Pak 
h = R n a^k je (m — l)~rozměrný elipsoid v R. Nalezneme nutnou i postaču
jící podmínku k tomu, aby elipsoid h byl v E ortogonálním průmětem (m — 1)-
rozměrné sféry k (ležící v některé m-rovině K). Protože parciální zobrazení aK 

je pak podobností, je z toho vidět, že jde též o nutnou a postačující podmínku 
k tomu, aby existoval žádaný rozklad transformace <x. Nejprve odvodíme po
mocnou větu. 

Věta 3. Nechť je dán (m — l)-rozměrný elipsoid a nechť r1? ..., tm je soustava 
jeho hlavních poloměrů,3) přičemž 

(3) |*x| = ... = |r.| > |*.+1| 5: ... ^ K\ (1 á »£m) . 

Tento elipsoid lze pokládat za ortogonální průmět určité (m — l)-rozměrné sféry 
tehdy a jen tehdy, když platí podmínka 

(4) n ^2m — s . 
/ - - nTJ JT1 mTJ 

Důkaz. Položme *, = (0, ..., 07 |t5-|, 0, ..., 0), e, = (0, ..., 0̂  (r^/O, ..., 0,̂  
Ki> • • •> hi,n-m), f)s = (Ki> • • •> Kn-mY> ? = 1, •.., ™- Vektory e1 ?..., tm jsou 
navzájem kolmé a mají společnou délku |r-J tehdy a jen tehdy, když vektory 
$1- ...,&» jsou navzájem kolmé, přičemž xf + M = *i> • • -> *m + §l> = *m- Avšak 
existence vektorů §ls ..., fjw závisí právě na počtu m — s nenulových z nich 
a počtu n — m složek: Vektory 1)l9 ..., í)m existují právě tehdy, když m — s <* 
^ n — m. Odtud důkaz. 

K větě 3 připojíme ještě větu, jejíž důkaz je zcela analogický. 

Věta 3'. Nechť je dán (m — l)-rozměmý elipsoid s hlavními poloměry t1 ? ..., xm* 
přičemž 

|tx| ^ . . . >\tm„t\> | W m | = ... = | U (l^t£m). 

Podmínka n ^ 2m — t je pak nutná i stačí k tomu, aby existovala (m — 1)-
rozměrná sféra, která je ortogonálním průmětem daného elipsoidu. 

Větu 3' však potřebovat nebudeme. Vrátíme se k větě 3; z ní a z F) plyne 
tento důležitý výsledek: 

3) Hlavní poloměry (jakožto vektory) jsou sdružené a navzájem kolmé. 
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Věta 4. Nechť a je afinní transformace prostoru E na m-rovinu A c E , 
přičemž 2 ^m < n; nechť V, resp. v jsou úplné vzory bodu, resp. (m — 1)-
rozměmé sféry z A; (m —- l)-rozmérný elipsoid, který je průnikem nadplochy v 
s m-rovinou R kolmou k V, nechť má hlavni poloměry tv ...', *w, uspořádané 
tak ze platí (3). Rozklad transformace oc v podobnost a paralelní projekci 
existuje potom pravé tehdy, platí-li podmínka (4). 

3. Obraťme pozornost k rozšířenému ^-rozměrnému prostoru E+ D E. Mějme 
dánu neafinní lineární transformaci X prostoru E+ na vlastní m-rovinu A c E + ; 
2 izLm <n. Označme S singulární (n — m —- l)-rovinu vzhledem k X. Dále 
definujme nadrovinu N jako úplný vzor nevlastní (m — l)-roviny B c A při X. 
Nalezneme nutnou a postačující podmínku k tomu, aby se transformace X dala 
rozložit v centrální projekci a shodnost. 

G) Případ m = n — 1 vede k jednoduchému závěru. Nadrovina N má pak 
tuto vlastnost: Je-li L libovolná vlastní nadrovina neprocházející bodem S, pak 
parciální zobrazení XL nadroviny L na A je afinní transformací právě tehdy, 
když nadroviny L, N jsou rovnoběžné. Probíhá-li L=f= N nadroviny rovnoběžné 
s N, pak se parciální zobrazení XL od sebe liší pouze homotetiemi o středu S. 
Z toho již vyplývá věta, kterou nyní vyslovíme. 

Věta 5a. Nechť X je neafinní lineární transformace prostoru E+ na vlastní nad
rovinu A c E + . Tuto transformaci lze rozložit v centrální projekci a shodnost tehdy 
a jen tehdy, platí-li podmínka: 1. Existuje nadrovina L, která indukuje afinní par
ciální zobrazení XL. 

Lze ukázat, že podmínku 1 lze vyjádřit ještě dvěma dalšími způsoby: 
2. Transformace X převádí absolutní polaritu prostoru E+ ve sférickou anti-
polaritu m-roviny A. 3. Převádí-li transformace X dvojici perspektivních 
(n — l)-simplexů {A^l, {JBJI opět ve dvojici perspektivních (n -— l)~simplexů 
{A^yi, {J5̂ }i a jsou-li {(7t-}i, {DJi úběžníkové simplexy s vrcholy C€€A{B(, 
resp. D\ € AfBl, pak simplexy {OJÍ, {-Djí jsou podobné.4) 

Pro n = 3 stanovil podmínku 2 L. HOFMANN a podmínku 3 E. A. MČEDLI-
ŠVILI; viz [1], str. 40 a [4], str. 167-168. 

H) Nechť m < n — 1. Pak má nadrovina N tuto vlastnost: Jé-li L libovolná 
vlastní m-rovina disjunktní s S, pak parciální zobrazení XL je afinní právě 
tehdy, když L je rovnoběžno s N. Speciálně vedou k podobnostem XL nej
výš ty m-roviny L, které jsou rovnoběžné s N (a ovšem disjunktní s N). 
Zvolme tedy kteroukoliv (m — l)-rozměrnou sféru k v A a kteroukoliv nad
rovinu M =j= N rovnoběžnou s N. Položme v = X~xk n M; útvar v je válcovou 
varietou, je to lineární obal nevlastní (n — m — 2)-roviny $' = S n M s libo
volným z (m — l)-rozměrných elipsoidů v M, jemuž odpovídá v transformaci X 
sféra k. Konečně zvolme v M některou m-rovinu R kolmou v M k S a oznaěme h 

4) J d e o simplexy s vlastními vrcholy, perspektivní podle vlastního středu. Úběžníkem 
rozumí se vzor anebo obraz nevlastního bodu při X. 
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(m — l)-rozměrný elipsoid splňující podmínky h c R, Xh = k. Nechť tl9 ..., tm 

jsou hlavní poloměry elipsoidu h uspořádané tak, že platí (3). Podle věty 3a 
(kde n nahradíme hodnotou n — 1) je h v M kolmým průmětem některé 
(m — l)-rozměrné sféry v M tehdy a jen tehdy, platí-li podmínka 

(5) n — 1 ^ 2m — s . 

Existují-li podobnosti XL, pak existuje mezi nimi též shodnost; získáme ji při 
vhodné volbě ňadro viny M. Z našich úvah vyplývá tento výsledek: 

Věta 5b. Nechť X je neafinní lineami transformace prostoru E+ na vlastní 
m-r ovinu A cE + ; 2 <==m <n —• 1. Pak transformaci X lze rozložit v centrální 
projekci a shodnost právě tehdy, platí-li (5); význam hodnoty s je stanoven v před
chozím. 

I. Případ m < n —- 1 vyšetříme ještě druhým způsobem. Zvolme ortogo
nální zobrazení co převádějící m-rovinu A v m-rovinu A' ležící v ňadro vině 
M =j= N rovnoběžné s N. Parciální zobrazení (Xto)M = X' je afinní transformací 
nadroviny M na m-rovinu A' se singulární nevlastní (n — m — 2)-rovinou 
S' = S n M , Žádaný rozklad transformace X ve shodnost a centrální projekci 
existuje pak právě tehdy, lze-li transformaci X' rozložit v podobnost a paralelní 
projekci. Platí tedy tato věta: 

Věta 5b'. Nechť X je neafinní lineární transformace prostoru E+ na m-rovinu 
A c E+; 2 ^ m < n — 1. Je-li t»1? ..., ruw__x libovolná soustava nenulových 
vektorů navzájem kolmých a stejně dlouhých v nadrovině M a jsou-li gx ^ 
]"> ... í> gn_1 charakteristická čísla Gramový matice soustavy A'%,.... /Tttv^, 
pak transformaci X lze rozložit ve shodnost a centrální projekci právě, tehdy', 
když platí tato podmínka: Jsou-li čísla gn-.m,..., gm nenulová,, pak se navzájem 
rovnají. Význam M a X' stanoven před zněním věty. 

4. Afinní transformaci prostoru E na přímku a lze vždy rozložit v podobnost 
a paralelní projekci. Rovněž tak neafinní lineární transformaci prostoru E+ na 
vlastní přímku lze vždy rozložit ve shodnost a centrální projekci. Jednoduchý 
důkaz obou tvrzení zde neuvádíme. 

Problematiku tohoto článku lze rozšířit na pseudoeukleidovské prostory, 

v nichž je definována metrika q(Xy Y) .= / Y Si(x{ — y^; X = (xls.... xn), 
Y = (Vi> •• •> y»)> «< = ± l;.viz např. [5]. 

Na závěr uveďme neřešený problém rozkladu nesingulární afinní transforma
ce prostoru E v podobnost a afinní m-transformaci. resp. problém rozkladu ne
singulární afinní lineární transformace prostoru E+ ve shodnost a lineární 
m-transformaci.5) Dosud je známo řešení pouze pro speciální hodnoty m. 

5) Lineární m-transformace má dva maximální podprostory samodružných bodů, a to 
m-rovinu a (n — m—1)-rovinu; u afinní m-transformace je zmíněná (n — m—1)-
rovina nevlastní. * 

# 4 5 



Literatura 

[1] L. Hof mann: Die achsonometrischen Sätze von Krappa und Pohlke's Satz im nicht-
euklidschen Räume . Sitzber. Ak. Wiss. Wien, Math.-nat. KL, I Ia , 135 (1926), 33—60. 

[2] E. Stiefel: Zum Satz vonPohlke. Comm. Math. Helv. 10 (1937/38), 208—225. 
[3] H. Hadwiger: Über ausgezeichnete Vektorsterne und reguläre Polytope. Comm. Math. 

Helv. 13 (1940—41), 90—107. 
[4] E. A. Muedjiuweujiu: npoeKTHBHHe ocHOBaHHH HanepTaTeJiBHoi reoMeTpHH. Tpy^w 

Fpy3. noJiHT. HHCT. TÖHJIHCH 19 (1949), 115—190. 
[5] I?. Steinbeck: Note on the theorem of Hadwiger. Pac. Journ. of Math. 6 (1956), 

775—777. 
[6] H. Naumann: Über Vektorsterne und Parallelprojektionen regulärer Polytope. Math. 

Zeitschr. 67 (1957), 75—82. 

Резюме 

О РАЗЛОЖЕНИИ ОСОБЕННЫХ ЛИНЕЙНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

ВАЦЛАВ ГАВЕЛ (УАскиг Ноте!), Брно 

В статье доказываются следующие теоремы для 9г-мерного евклидова 
пространства: 

Аффинное преобразование ос данного пространства на его т-плоскостъ 
можно разложить на подобие и параллельное проектирование если и толь
ко если для любого выбора п векторов ш», перпендикулярных друг другу 
и одинаковой (ненулевой) длины, характеристические числа дг ^ . . . 2> дп 

матрицы Грама системы ат* выполняют следующее условие: Если 
значения дп„т+1, . . ., дт — ненулевые, то они равны между собой. Притом 
с ортогональным проектированием мы имеем дело тогда и только тогд а7 

если все ненулевые характеристические числа равны между собой. 
Пусть ос-аффинное преобразование данного пространства на его т~ 

-плоскость, пусть притом V, соотв. ^-полные прообразы точки, соотв. 
(т — \)-мерной сферы из данной т-плоскости; пусть (т — I)-мерный 
эллипсоид .являющийся пересечением гиперповерхности V с т-плоскостъю И, 
перпендикулярной к V, имеет главные радиусы х$\ \хг\ = . . . = \х8\ > 
> |**-ы1 г^ ••• *~ \Хт\> 1 ^ 5 ^ т. Тогда разложение преобразования ос 
на подобие и параллельное проектирование существует если и только 
если п ^ 2т — 5. 

На основании этих результатов далее выводятся также необходимые 
и достаточные условия того, чтобы данное особенное линейное преобра
зование расширенного пространства можно было разложить на тождество 
и проектирование-

Проблематика статьи непосредственно примыкает к некоторым пробле
мам московского геометрического семинара проф. Н. Ф. Ч е т в е р у х и н а . 
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Zusammenfassung 

ÜBER DIE ZERLEGUNG DER SINGULÄREN LINEAREN 
TRANSFORMATIONEN 

VACLAV HAVEL, Brno 

In diesem Artikel werden folgende Sätze für den n-dimensionalen euklidi
schen Raum bewiesen: 

Eine (singulare) Affinität oc des gegebenen Raumes auf seine m-Ebene lässt sich 
gerade dann in eine Ähnlichkeit und Parallelprojektion zerlegen, wenn ein be
liebiges n-Bein von gleichlangen orthogonalen Vektoren w* folgende Bedingung er
füllt: Sind gx ^ ... ^ gn die Eigenwerte der Gramschen Matrix von octol9 ..., otxon 

und sind gn-m+i> • • •> 9m von Null verschieden, so ist gn-m+i = • • • = ffm* Um die 
Orthogonalprojektion handelt es sich dabei gerade im Falle der Gleichheit aller 
nichtverschwinden Eigenwerte, 

Es sei oc eine (singulare) Affinität des gegebenen Raumes auf seine m-Ebene, 
dabei seien V bzw. v volle Urbilde eines Punktes bzw. einer (m — l)-dimensicmalen 
Sphäre aus der gegebenen m-Ebene; endlich seien tt, ...,tm mit |r-J = ... = \x8\ > 
> \x8+i\ ^ ••• ^ \xm\ (1 gs s ^ m) die Halbachsen eines solchen (m — lydimen-
sionalen Ellipsoides, das als Durchschnitt von v mit einer m-Ebene R _J_ V ensteht. 
Dann kann man oc in eine Ähnlichkeit und Parallelprojektion gerade im Falle 
n ^ 2m — s zerlegen. % 

Auf Grund dieser Resultate sind weiter auch die notwendigen und hinreichen
den Bedingungen für die Existenz einer entsprechenden Zerlegung (auf Ähn
lichkeit und Projektion) der gegebenen singulären Kollineation des n-dimen-
sionalen projektiven Raumes gewonnen. 

Der Gegenstand des Artikles hängt eng mit einigen Problemen des geometri
schen Seminars von Prof. N. F. Öetverachin (Moskva) zusammen. 
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