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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 86 (1961), Praha 

0 JEDNEJ CHINČINOVEJ VETE 

TIBOR SALÁT, Bratislava 

(Došlo dne 12. srpna 1959) 

A. CHINČIN dokázal r. 1924 zaujímavú vetu (pozři [1]), týkajúcu sa tzv. spo
četných (transfimtných) pravděpodobností. Táto veta malá hlboké aplikácie 
v aritmetike kontinua. V tomto Článku ukážeme jej použitie na studium roz-
delenia znamienok v istom type absolutné konvergentných radov a zostříme 
tým výsledok práce [2]. 

00 

ívTech Y, an (1) značí v celom tomto článku rad s kladnými členmi, nech (1) konver-
JI»-I 

guje a má súčet A (teda A > 0). Nech 
00 

<*« > ^« = ! > » + * ( n = 1,2,3,. . .) . 
fc=l 

Označme znakom TV množinu všetkých tých x, ktoré možno vyjadriť vo tvare 
00 

x = Z g.A.> e„ = 1 alebo - 1 (/z = 1, 2 , . . . ) . 
w - l 

Potom Wje perfektná množina a pre jej Lebesgueovu mieru | W\ platí 

\W\ lim2"" ,"1Rя. 
л-+oo 

V práci [2] je dokázaná nasledujúca veta o rozdělení znamienok v radoch Y zn
am 

en = 1 alebo - 1 (n = 1,2,...). n==1 

Nech \W\ > 0. Nechf(ny x) značí počet čísel 1 v konecnej postupnosti eu s2, s3,..., e„ 
00 

{přitom X — YJ £ A ) > potom pre skoro vsetky xs W(y zmysle Lebesgueovej miery) platí 

lim sup 

f(n, x) - -

< 1 . 
„-.co ' ^Jn log log « 

V tomto článku ukážeme, že pre skoro vsetky x e W je dokonca 

n\ 
Л л > x ) -

lim sup 
"-+00 -Уnloglogi 

1 

N/2 
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Napřed popíšeme strukturu množiny W. Vynecháním intervalu A \ = (— ax + Rl9 

ax — Rx) z intervalu < — A9 Aí> dostaneme množinu Jx pozostávájúcu z dvoch inter-
valov. 

i\ = < - A9 - ax + Rxy , i\ = <ai - Rl9 A> , 

každý z nich má dlžku 2RX. Vynecháním intervalu 

^2 = (- ax~ a2 + Rl9 - ax + a2 - R2) 

z intervalu i\ dostaneme dva intervaly i\9 i\ patriace k J2 a to: 

i\ = < - A9 - ax - a2 + K2> > z2 ==<--- ax + a2 ~- i*2> - fli + J?i> • 

Podobné vynecháním intervalu A\ = (ax — a2 + J?2, ax + a2 — P2) z intervalu i\ 
dostaneme dva intervaly i\9 i2 množiny J2, 

A = <<*i ™ Ru ax~ a2 + R2y , i% = <ai + a2 - P2> A> . 

Teda J2 pozostáva zo štyroch intervalov i\ (k = 1, 2, 3,4). Každý z intervalov i\ 
(k = 1, 2, 3, 4) má dlžku 2R2. Interval A\ nazýváme styčným intervalom (množiny 
W) prvého poradia, A2 (k = 1, 2) nazýváme styčnými intervalmi druhého poradia. 

V konštrukcii možno pokračovat' ďalej. Nechsme už zostrojih množinu Jn pozostá
vájúcu z 2n intervalov in(m= 1,2,..., 2n), každý z nich má dlžku 2Rn. Teda 

i\ = < - A, - ax - a2- ... - an + Rn}.,. 
ti = (~ ax - a2 - ... - an_! + an - Pn, - aA - ... - <*„_! + an + Rn} , 

C = <ěifli + ... + e„a„ - Rn, exax + ... + snan + Rn} , ... 
(sk = 1 alebo — 1 pre k = 1, 2, ..., n). 

Pre každý interval ř™ je charakteristické, že všetky čísla xeW9 ktoré patria do in9 
00 

májů vo svojich rozvojoch x = YfiA n a prvých n miestach tie isté faktory sk ako Iavý 
i 

(a tiež pravý) koncový bod intervalu in. Stručné hovoříme, že interval 

in = (sxax + ... + snan - Rn9 sxax + ... + snan + Rn} 

patří k postupnosti si9 s29 ...,e„a naopak. 
AkpíšemeA™+1 = (s1a1 + ... + snan - an+1 + Rn+Í9 sxax + ... + snan + an+x-

- Rn+X)9 1 á rn á 2W a vynecháme pri danom n z každého intervalu in interval 
An+Í9 dostaneme 2n+1 intervalov i*+1 tvoriacich množinu Jn+1. 

Přitom je Ff = H «I« a pre stručnosť označujeme znakom /„ množinu {in9 in9..., in } 
n=í 
2* 

ako aj množinu \J in (nemóže dójsť k nedorozumeniu). 
m = l 

Pri pevnom n je teda < - A9 A> zjednotením 2" intervalov množiny Jn a styčných 
intervalov Al

k9 1 = k á «> 1 S / ú 2*"1. 
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Položme Xn = { - 1, 1} (n = 1, 2, 3,...) a na množině všetkých podmnožin množi
ny Xn definujme mieru \in tak, aby 

i"« = ( { - 1}) = ^«({1}) = 1 ( n = 1,2,3,...). 

Utvořme nekonečný kartézský súčin X množin Xn, 

Jí. = = JL± X Jí2 X . . . X Jín X . . . 

a nech \x značí (nekonečný) súčin mier fin, 

Ji = jii x fX2 x . . . x jin x . . . , 

li je, ako je známe (pozři [3], str. 332 — 339) miera definovaná na istom cr-aditívnom 
tělese S podmnožin množiny X. Nech // značí zúplnenie miery jx, p! je teda úplná 
miera definovaná na istom cr-aditívnom tělese S' z> S podmnožin množiny X. 

Z definície \i a \x' ihneď vyplývá (pozři [3], str. 332-- 339 a [4]), že JX' splňuje všetky 
axiomy spočetnej pravděpodobnosti. 

Označme při T > 0 

ni 

Nt = E rj;rje X, lim sup 

v(n, rj) -

є <1 - т, 1 + т> 

- log log n 

kde v(n, rj) značí počet čísel 1 v postupnosti (konečnej) rju rj2,...,?/., (rj = {^/Jf=-i). 
Podlá Chinčinovej vety je jx'(Nx) > 1 — T. Napřed uvedieme niekolko pomocných 
viet. 

Lemma 1. Nech rjeX. Potom Ji({rj}) = 0. 

D ókaz. rj = (rju rj2,..., rjn,...), kde rjne Xn (n = 1, 2, 3,...). Položme pre každé 
1 1 = 1 , 2 , . . . 

Fn = {rji} x{l2}
 x •-• X K } x * ( % 

kdeX ( n = Xrt+1xXn+2x ... Potom {FJ^Li je klesajúca postupnost'/í-meratelných 
00 

množin v X (pozři [3], str. 334) a {rj} = 0 Fm preto 

K M ) = Hrn^i7,,) = lim ;- = 0. 
n-> oo n->co Z 

P o z n á m k a . Podlá predošlej vety je tiež f*'({rj}) = 0 pre každé rj e X. 
V ďalšom definujeme zobrazenie T množiny X na množinu W takto: Pre r\ é X, 

00 

*7 = Oh> >72> >l3> ••> ^ •••) klademe T(rj) =-= £ ' W r 
n = l 

Dóležitú úlohu v dokaze výsledku tejto práce bude mať nasledujúca pomocná 
veta: 
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Lemma 2. Nech | W | = 1. Nech M cz W, M meratelná (L). Potom množina 

T-t{M) = ET(n)eM 
tjeX 

je ii'-meratelná v X a platí //(T^^M)) = \M\. 

D ókaz. Dokaž uskutočníme vo viacerých krokoch. Napřed zavedieme pre struc-
nosť toto označenie: Ak I c < — A, „4>, potom K* = K n W. 

a) Nech M = zj* (/** = (/*)*), nech z* patří k postupnosti gl5 e2,..., sn, potom 
zrejme 

T„í(i«*) = {s1}x{e2}x... x{en] x X<» 

a n^T-iQ!;*)) = — (pozři [3], str. 338) a tiež, ako lahko videť, |i"J*| = - j , teda 

tvrdenie lemmy v tomto případe platí. 

b) Nech M = /*, kde /je nějaký interval, / c < — A!, Aí>. 

Móžeme už zrejme předpokládat', že oba koncové body intervalu / sú z W. Ďalej 
vzhladom na lemmu 1 móžeme předpokládat, že lavý (pravý) koncový bod intervalu / 
nie je Iavým (pravým) koncovým bodom nějakého styčného intervalu množiny WSLŽQJ 

je otvorený interval. Eahko možno nahliadnuf, že pre taký interval je už /* spočetným 
zjednotením množin i**, teda 

/*= u ir a r_. (/*)=-= u r_.(0-

Každý zo sčítancov vpravo patří podlá a) do S', teda aj celá pravá strana je //-mera
telná množina v X a podlá a) 

H'(T_1(J*))= Y. íi'(r-i(0) = I iiri = i/*i-
in**cJ* i n **c/* 

Teda aj v tomto případe platí tvrdenie lemmy. 

c) Nech Fez W, nech Fje uzavretá (na priamke) množina. Položme / = <MinF.> 
Max F>, potom Fez J&J— Fje otvorená množina na priamke, preto / — F = K)Jn> 

n 

vpravo máme zjednotenie dizjunktného spočetného systému otvorených intervalový 
/„' cz < — A, A}. Ďalej je zřejmé, že 

W n (/ - F) = /* - F = U<C . 
n 

Potom podlá b) platí 
T-1(J*-F) = UT.1(fn*)eS' 

n 

a taktiež podlá b) je 

IÍXT.^J* - F)) = 5>'(r-i(0) = BKl = l-I* - I7! • 
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£>alej z F = "/* - (/* - F) dostáváme T.t(F) = T_t(J*) - T-±(J* - F), pravá 
strana (a teda aj Iavá strana) patří podlá b) a podlá predošlého do S' a 

//CMF)) = v'(T-t(j*)) - ^ ( M / * - iO) = i'*i - l'* - F\ = 1*1 • 
d) Nech M je meratelná (L), M c W. 

Predovšetkým položíme / = < — _4, _4>, potom A_f <= /. Z teorie Lebesguoevej miery 
je známe, že existuje postupnost navzájom dizjunktných množin N, Fi9 F2,..., F„,..., 
tak, že M = Nu Fx u F2>u ... u Fn u ..., Fž (j = 1, 2,...) sú uzavřete množiny a 
|N| = 0; podobné existuje postupnost' navzájom dizjunktných množin Q, Fí, F2,..., 
F;,..., tak, že/* - M= Qu Fí u F2 u ... u F^u ...,F;(z = 1, 2,...) sú uzavře
te množiny a |Q | = 0 . 

Zrejme 

<2) T^(M) = T.^N) u T.^FO u ... u T^(F„) u ..., 
T_X(J* - M) = T_,(Q) u T_x(E0 u ... u T_X(E;) u ... 

00 " . 

Položme Z = U (Fn u i^), potom podlá c) je 

r_,(Z) = U (T-^FJ.u L ^ e S ' 
n~l 

a' ' 

(3) rtM-O) - _ b'(r-x(^)) + /.'(r-,(í3)] = 
fc=- 1 

= f (|i_l + |i_l) = 1M| + |/* - M| = |J*| = /iXT-ií-ř*)), 
' . ' n = l 

a kedze /* = Z u (N u Q), je 

(4) TL1V/*) = T_X(Z) u T_ x(Nu Q) , 

a tak podlá predošlého a podlá c) je T_ t(N u Q) e 5" a podlá (3), (4) je /z'(T_ X(N u 
u Q)) = 0. Vzbladom na úplnosť miery pí je teda pí(T-±(N)) = //(T.^g)) = 0. 
Z toho a z (2) dostáváme tvrdenle lemmy okamžité. 

Pristúpime k dokazu vety, zostrujúcej výsledok práce [2]. Dókaz bude už lahkým 
dósledkom pomocných viet. 

00 

Veta. Nech ]T an < + co, an > 0, 
rt_i 

00 

an> Rn = Y,an+u (n= 1,2,3,...). 
k = l 

Označme znakom W množinu všetkých tých x, ktorě možno vyjádřit'vo tvare 
00 

* = X,£»a»> *n = 1 olebo - 1 (« = 1, 2, 3,...). 
n = i 

Fredpokladajme, že\W\ > 0 (|W"| značíLebesgueovu mieru množiny W). 
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Označme znakom f(n, x) počet čísel 1 v (konečnej) postupnosti 
co 

fil, 62> . . . , £n \X = ZJ 8nan) • 
» = 1 

Tvrdenie. Pre skoro všetky xe W (v zmysle Lebesgueovej miery)platí * 

\f((n,*)-n 

Hm sup' 
»-* ^w log log n ^ 2 

Poznámka. Podlá uvedenej vety platí pre skoro všetky xe W tento rozdělovači 
zákon pre znamienka: 

f(n9 x) = - + fi^ log log n) 

(<£(w) = Q(ý(ri))9 ý(n) > 0 značí, že 

lim sup LOW ^ c 9 o < c < + co). 
n-»oo . \j/(n) 

D 6kaz vety. Móžeme už předpokládat', že \W\ = 1, v opačnom případe by sme 

p r e š H k r a d u I ^ . 

Zvolme klesajúcu postupnost kladných čísel {Tfc}*, Tfc -» 0. Položme 

J \ Г = П l V kde NЧ = E 
k - 1 

v(л, f/) -

rj; t]eX, lim sup 
n-»oo i n 

є <1 - т ь 1 + т*> 

log log л 

Zrejme 

N= £ f\;r\eX, Hmsup 
v(и, rj) -

= 1 

- log log n 
2 

a podlá Chinčinovej vety 

n'(N) = W W = lim (1 - xk) = 1, 
Ä-+QO 

tedy [i'(N) == 1. Ak teraz klademe 

r 
M = E x;xeW, lim sup 

f(n, x) - -

n-»oo /П 

= 1 

loglogи 
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potom zrejme N = T-X(M) a podlá lemmy 2 je 

| M | = ^ - i W ) = ^ W = i 
Tým je dokaž vety skončený. 
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Р е з ю м е 

ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ ХИНЧИНА 

ТИБОР ШАЛАТ (Т1Ьог ЗаШ), Братислава 

Результатом настоящей работы является следующая теорема, доказатель
ство которой основывается на одном результате А. Хинчина (см. [1]): 

СО 00 

Теорема. Пусть ]Г ап < + со, ап > О, ап > Кп == ]>] ап+к (п = 1, 2, 3,...). 
л=1 к=1 

Обозначим через У? множество всех тех х, которые допускают представление 
<еида 

00 

х = Х епап > е = 1 или — 1 (п = 1, 2, 3,...) . 
11=1 

Допустим, что \Щ > О (| Щ обозначает меру Лебега множества IV). 

Обозначим через/(п, х) количество чисел 1 в (конечной) последовательности 
00 

еи е2, ..., еп (х = %епап). 
п~1 

Утверждение: Почти для всех х еУУ (в смысле меры Лебега) имеет 
место 

lím sup 

f(n, x) 
2 1 

п~* °° ^/п 1о§ 1о§ п у 2 

Эта теорема представляет усиление одного из более ранних результатов 
автора (см. [2]). 
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Zusammenfassung 

ÜBER EINEN SATZ VON A. CHINÖIN 

TIBOR SALÄT, Bratislava 

Das Ergebnis dieser Arbeit ist folgender Satz, dessen Beweis auf einem Ergebnis 
von A. CHINCIN beruht (siehe [1]) 

00 

Satz. Es sei ]T an < 4- oo, an > 0, 
i » = - i 

00 

*» > Rn = E an+k (n = 1, 2, 3, . ..) . 
* = 1 

Es bedeute W die Menge aller derjenigen x, welche die Form 
oo 

x = £ e„flP„ , *n = 1 öder - 1 (« = 1, 2, ...) 
n = l 

haben. 

Setzen wir voraus, dass \W\ > 0 wt (|W| bedeutet das Lebesguesche Mass der Men
ge W). 

Bezeichnen wir mitf(n, x) die Anzahl der Zahlen 1 in der (endlichen) Folge sl9 e2, ..., 
00 

. . . ,6n (X = X>nan). 
« = 1 

Behauptung. Für fast alle x e W(im Sinne des Lebesgueschen Masses) gilt 

limsup 

f(n, x) - ~ 

»-*00 y/ n log log n Jl 

Dieser Satz ist die Verschärfung eines früheren Ergebnisses des Verfassers (siehe 
[2]). 
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