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éasopis pro p&stovini matematiky, ro&. 86 (1961), Praha

OBOBIIEHME ®YHKIIUN XOPIOAHA

0. M. ®OMEHKO, Kpacaoxap (CCCP)
(TTocrymano B pemakuero 19/VII 1960 r.)

BBOIOHTCS TEOPESTAKO-9HCIOBAS d)ymcxmir Jy(n, k), 0606maromas H3BECTHYIO
dysxmro XKopnaHa, ¥ H3y4arOTCH e CBOMCTBA.

~ Xopnas BBET B TEODHIO THCEN (YHKIHIO Ji(n), obobumaromyro QyHKIHIIO
Diinepa ¢(n), : ‘

) 7() =1 ,(1 —pi)

(3mecs ¥ nanee GykBBI OGBIMHO O3HAYAIOT IENHIE IIONOXHTENBHBIC UHCTA; p —
IPOCTOE; CIIy9ad, KOTHA GYKBHI O3HAYAIOT He OBS3aTENBHO IEible MONOXHUTETEHBIE
YECNa SACHBI HENOCPEICTBEHHO MM OroBaphBaioTcsi 0c060). HeTpynHo moxasats,
uto ompenenenve (1) dyrxmmu J,(n) MOXHO 3aMeHHTb MeHee (GOPMAJILHEIM OIpPE-
nemeaueM. Ilyctb (a, b,c, ..., d) O3HauaeT OOmwmit HanGONBUIME HENUTENb THCENT

a, b,c,...,d. PaccMorpum cuctemy n* umcer
(2 (1L1,...,L,n, 21,...,1,n),..., (mn,...,nn).
Nl \ ;
h qucen h aucen h qacen

Omnpenenmm dysxmaro J,(n) Kak 9uciI0 ducen B cucteme (2), pasHsIx 1. SIcHO, 9TO
npu h = 1 mveem

Ji(n) = ¢(n).

Ms1 He GyneM ceif9ac JOKa3bIBATh SKBHBAJEHTHOCTH JBYX ONpENENeHHi (hyHKIHH
Jopnana, u60 3Ta SKBHBAJICHTHOCTb CIIEyeT U3 PACCMATPUBACMBIX HIDKE PE3Yilb-
TaT0B. B. A. I'oyGe 0606mmn ¢yHkmmio ¢(n) B apyrom Hanpasierud. ITycTh
(k,) =1, 0 < I £ k. Torma dyrxuus B. A. Toxy6esa ¢(n, k) ompenensieTcss xax
YHCIIO HATYPalbHBIX TACEN, MEHBIIMX Kkn, ¢ n B3amMHO HOPOCTHIX ¥ HAXOZISLIHXCS
B aprmeTHeckol mporpeccur kx + L. C ¢(n, k) Teco cBszama bymkmas B. A.
Tomy6esa pu(n, k), o6obmaromas pyrknuro Mébuyca u(n),

3) n(m k) =< 2(;3%;35;(’? o 2,
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' Slcro, uto ¢(n, 1) = ¢(n), u(n, 1) = p(n). B BacTosmer paboTe Mbl BBOMMM DYHK-
mio Jy(n, k), ABIsIOmylocs 06obmenneM Xak (yHKIMH }Kopnaﬁa Jy(n), Tax
u gyrkmmn B. A. TomyGesa <p(n, k). Paccmotpum cucteMy n” gucen (nomepKHeM
410 k — (PUKCHPOBaHHOe HaTypambHoe yucio H (k, [) = 1)

(@) LL.,..Ln), (k+1L1..,Ln),..,
— | Sy — .
h uncen h gmcen
(k(n = 1)+ Lk(n = 1) + I,..., k(n — 1) + L n).
h qucen

Onpegeniv dbysxmmo J #(n, k) xax 4ncio wucen B cucreme (4), pasasix 1. SIcHO, 9TO
Ji(n, k) = o(n, k), Ju(n, 1) = Jy(n). Hamam mis Jy(n, k). BEIpaxenye, IIOI.[O6HOC
(1). Ham moHamo6sTCst ABE JTEMMBL.

Jemma 1. IIycmo O(m) — myavmuniuxamusnasn gynxyus. Tozoa

®) zudred= Tl (1 -e()
d\m pP\m,pk

(ecau m deaumcs muwe Ha npocmbvle wucaa, desswue k, a maxce eciu m =1, mo
npasas uacms 5Mo20 pageHcmea Cuumaemcs pasHoi 1). ‘

J0Ka3aTeqbCTBO OYEBHIHO, €CIH BOCIOIB30BATHCS MyJIbTHILTAKATHBHOCTEIO
dyrxmaz y(m, k).

YacTHEIe cityyan:

a)
(6) P wd, k) =

/ 0, ece m memdTCs Ha IPOCTOE, He HNelIsuee k;

1 €CIM m JOCIUTCA JHIIb Ha HpOCTI:Ie AcAmme k a TaK)KC

ecna m = 1.
6) T (1 L\ ecn m e k;
-=) IelaTcs Ba IPOCThie, He nendmme k;
My ud, k) _ <p\m,p)(k P
dAm d* 1, eciu m HEeUTCS JIUOIb Ha IPOCTHIE, HeJAmue k, a TaxKe ecmrr
m= 1.

Jlemma 2. ITycmov yeavim noaoxmcumesvHolm 8 = §q, O, ..., 0,, OMeeualom ar0bvie
_ sewyecmeennvie usu Komniaexcuvle f = f1,frs ..oy fne T020a, 0603HaQUAA cumeosom
S’ cymmy 3Hauenuil f, omeeuaowux 3HaueHUAM 8, KOMopble 0eAAMCA AUULb HA NPOC-
mie, deaaupue k (croda 6xodam u & = 1), a cumeosom S, cymmy sHauenuil f, omeeua-
Iowux 3HQueHuAm O, kpamuvim d, 6ydem umems

SN LY

20e d npobezaem éce yevie NOAOHCUMENLHBIE YUCAA, JeAAUUE XOMb OOHO FHAUEHUE .
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Jloka3aTeasrCTBO aHAJOTHYHO JOKA3aTENbCTBY IJISL YaCTHOIO ciy4as k = |
([1], cTp, 29, § 3) & cocromT B crexyromeM. Bauny (6) umeem

| S =fi X U@ R + o T ud )+ o+ S T u(d K.
d\dy d\52 d\ém

Cobupas BMeCTe WIeHBI ¢ OEEM X TeM Xe d i BHIHOCS 1Ipu aToM u(d, k) 3a ckobku, -
B CKOOKax moiyuuMm S;.

Teopema 1.
0
n
® T ) = 7 1) 5.

HOoxaszatenscTso. [Ipumenum semmy 2. Ompenenam umena & u f. ycrms
xaxnoe x; (i=1,2,...,h) npoberaer umcma psma Lk +I,...k(n — 1)+ 1L
Kaxno#t cucTeMe 3HAYEHHHA X;, X, ..., X; HPHBENEM B COOTBETCTBHE YHCIO § =
= (X1, X35 -+ X, ) H 9HCHO f = 1. S’ 0OpaTHICK B YACIO 3HAYCHHH J, PABHBIX 1,
TO-6CTB, B J,(, k), 2 S; o6paTrTCcs B WCIO 3HaYeHMil & = (X,, X3, ..., Xy, B), KpaT-
HBIX d. Ho (X, Xy, ..., X;, n) KpaTHO d, b ecnda d — penurens n. Ilycrs d\n.
S, TOTIa €CTb YACIO ACEN (Xy, X2, -+., Xy), KPATHHIX d. B cuiy (3) MoxkHO orpany-
anthes cydaeM (d, k) = 1, Ho Torma S, = (n/d)".

Cnencrane.

1

— ol
o) N Ik =TI (1 - —;)
P\ntptk p
(zmpaBas wacte 3amenseTcs n”, ecE n HeNHTCS JMIOB Ha IpOCTHIE, Aejsume k, a
Taxxe ecld n = 1).

Teopema 2. ITycms {(s) — 0zema-@dynkyua Pumana. Toz20a

(10) L C(SC(“)”) =5 508 (Ress k4 1).
1 —— s n=1 n
R( p’)
Jloxa3aTexbCcTBO. of_‘, Julm k) _ H(l + Ju(. k) + TP, k) + ) =
= n® A [/pa pzs

o . 1-p™" _ 1 (s — h)

;\Ik 1-p pl:rlkl - H(l __1:> )

: p\k p

Bcmygae h = 1, k = 1(10) mepexomut B w3secTHyI0 dopmyiy ([2], cTp. 11, hopmyna
(12)). '
Insa naneHeimero HaM MoHaXOOHMTCS HECKOJBKO HOBHIX 06o03HaveHH k. Bo3p-

MEM HATYpPaJILHOE YHUCIIO @ ¥ €r0 KaHOHHYECKOE Pas3IOKEHHE H p**. Umeem
p\a

[Ipr= 11 p*. Il P*=ar.a;.
p\a p\a,p\k p\a,p tk
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TaxuMm o6Gpaszom,

3 r o o
a = P, a= .

. P\&p\k p\a,ptk
Jlerxo BHIETH, 9TO a; = 1, €CNH HET TaKUX NMPOCTHIX YHCEN p, KOTOpBIE GBI OTHO-
BpeMeHHO JenrnK a ¥ k (B gactaocTH, ecu k = 1). Cumsox o,(a) o3Hagaer cymmy
r-bIX cTeneHed memuresiel 9ucna a, rae r — BEIIECTBEHHOE YUCIIO.

Teopema 3.
(11) a% Ji(d, k) = o_(ay) a*.
HoxaszarensctBo. » Jy(d, k)= [[ (1 + Ju(p, k) + ... + J,(p™, k).
d\a p\a,p\k "
CTL (1 G K)o 5 R) = (e @) = 2L o Gy e,
p\a,ptk (ak)

B yacTHOM ciydae k = 1, b = 1 momyasM m3BecTHYIO DOPMYIY ([1], ctp. 30, d).

Cohopmynupyem Temeph JeMMy, HOKasaTeNbCTBO KOTOPOM MOXHO HAHTH XOTS
6nt B [3] (3anmava 33, oren VII).

Jlemma 3. ITycmp ay, a,, ..., @, — NPOU3GOAbHBL U

Toz0a

.A.1 Al A.3 A1 ave A(3’") = a14;...4,.

.............................

Al A(".z) A(n,3) A(n,4)... An
B atom ompenenuTesne obuymit dneMerT ¢; = A,, toe v = (i, ) (i,j = 1,2,..., n).

Teopema 4.

(13) o-u((1, D) (1, 1" o-4((1, 2 (1, 2 ... a-4((L, m)e) (1, )’
o-i((2 D) (2, 1) 0-4((2, 2)) (22" ... 0-4(2 ) (2 )| _

..................................................

o—a(( 1)) (m 1 0-s(m D)) (1,20 . 7-a(m, )

= Jh(l, k) Jh(2, k) PN Jh(n, k) .
HoxkazatenscTBo. Ilpumeram emMmy 3 B TeopeMy 3, mpuaeM

ag; = Jh(d, k) ’ A(g, ) = U—h((i» ])k) (i>j)h .
Ipe k = 1 ToxmecTBo (13) IIEPEXOJUT B TOXKMAECTBO, MONyvenHoe B paGore [4],
mp¥ k = 1, h = 1 — B 3HameHWTOE TOXHECTBO CMHTA.
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Teopema 5. ITycmv h = 2. Tozoa

n 1 nh+1
4 k) =

(14) X, Jm k) (- )(h+ 1)§(h+1)+c"n ’
p\k ph+1

npuuem npu n > ng, kKoe ny 00CMAMOYHO 8€AUKO,

-2 <Gl < 2e(h).
Jloxa3zaTeabCcTBO. ’

n

m‘:"& Ty(m, k) = Z Y ”(d k) Z w(d, k) <1" + 2+ L+ [g]h> =

m=1 d\m

“het 1421”(‘1 k);zo<h er 1) [d]m e

2:: (h +‘l) ‘ g ud, k)[g]h+1—i’

rae B, = 1, B; — i-oe uucno Bepryum, (h + 1) — 6MHOMEATBHBIN K02 HIHEEHT,
: i

OpHYeEM MBI BOCIIOJIb30BaJIACh M3BECTHBIM COOTHOILUEBHEM

1h+2h+m+nh=__1__ ) <h+ I)Binhﬂ—i_
i i

CmMBoi [«] o3HauaeT HamGombIee meoe, He IpeBocxofsmee «, {o} = a — [«]
SlcHO Temepb, ¥TO (I-Ia.HOMHHIvI paBercTso By = o)

; Iom, ) = —— ;u(d,‘k)[:g] . z ud, k)[ ] + O 1nn) =
P AL (" )z Eren (G- ) o an -

L HeR(5 -1
mrﬁm Sl {"Df o).

p\k

NmeeMm

o426

dh

Teopema moxasaHa.
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3amevanue. dus caydas h = 1 umen C,n* 3aMeHsieTCS OCTATOYHBIM WICHOM
O(nlnn). B ormmume oT ciaydast b 2 2 NOPANOK 3TOTO OCTATOYHOTO WIEHA, BEPO-
SITHO, MOXET OBITH HECKOJIPKO YJIYYINEH, €CIHM BOCIIOMB30BATHCA PE3YJIbTATAMH
A. 3. Bampdrma [S] u H. M. Kopo6osa [6].
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Vytah
ZOBECNENI JORDANOVY FUNKCE

O. M. FoMeNKO, Krasnodar (SSSR)

V této praci se zavadi a vySetfuje teoreticko-&iselna funkce J,(n, k), ktera je zobec-
nénim znadmé funkce Jordanovy.

Necht k, I, n, h jsou pfirozena d&isla, pfiCemZ (k, )=1, 0 <1< k; symbol
(a,b, ¢, ..., d), kde jsou a, b, ¢, ..., d pfirozena Cisla, zna&i nejv&tiiho spole¢ného
délitele Cisel a, b, c, ..., d. UvaZujme soustavu &isel
(LL.oLn), (k+1L,1L...Ln),..,(k(n—1)+ Lk(n — 1)+ 1, ...k(n + 1)+ I,n).
R — N ——

h Cisel h Cisel h &isel

Ur&ime funkci Jy(n, k) jako podet &isel této soustavy, rovaych 1. V praci je doka-

Zano, Ze
Tu(m k) = n* T (1 - };) .
p\n,ptk p

Funkce Jordanova se dostane z funkce Jy(n, k) pro k = 1.V préci se vySetfuji vlast-
nosti uvedené funkce, zvlasté zobecnéni zndmé determinantové identity Smithovy

(véta 4) a uréeni asymptotického chovani soudtu . J,(m, k) — (véta 5).
m=1
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Résumé
GENERALISATION DE LA FONCTION DE JORDAN
O. M. FoMmenko, Krasnodar (URSS)

Dans ce travail, on introduit et étudie une fonction, J,(n, k) qui est généralisation de
la fonction bien connue de Jordan de la théorie des nombres.

Soient k, I, n, h des nombres naturels avec (k, l) =1, 0< 1l £k, le symbole
(a,b,c, ..., d) désignant le plus grand commun diviseur des nombres naturels
a, b,c, ..., d. Considérons le systétme de n" nombres

(l, L..,1 n),(k +1L1...,1, n),.,.,(k(n - 1) + 1, k(n -_ 1) +1,..., k( — 1) + 1, n).
h nombres h nombres h nofnbres

La fonction J,(n, k) sera définie par le nombre des nombres de ce systéme égaux
a un. Dans le présent travail, on démontre que

Jun, k) =n" TI (1 - ']:i.)
p\n,ptk 4

On obtient la fonction de Jordan 2 partir de la fonction J,(n, k) en y posant
k = 1. Dans ce travail, on étudie les propriétés de cette fonction; nous en signalons en
particulier une généralisation de I'identité bien connue de Smith (théordme 4) et le

comportement asymptotique de la somme Y J,(m, k) (théoréme 5).
m=1
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