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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 86 (1961), Praha 

K JEDNOMU PROBLÉMU O POVRCHU KONVEXNÍ PLOCHY 

JOSEF KRÁL, Praha 

CDošlo dne 20. ledna 1960) 

V této poznámce je dokázáno, že povrch konvexní plochy S (ve smyslu de
finice uvedené v [2]) je roven supremu plošných integrálů drahého druhu 
z jednotkových spojitých vektorových funkcí na S. Tím je řešen problém 
č. 191 z „Nové skotské knihy", vepsaný akád. E. ČECHEM. 

Konvexním tělesem rozumíme uzavřenou konvexní množinu v trojrozměrném 
euklidovském prostoru E3, která má neprázdný vnitřek. V dalším bude K stále pevné 
konvexní těleso. Symbolem K3 označíme množinu všech bodů \xl9 x 2 ] e E2, pro něž 
je množina A ^ ^ = ^ ^ g ^ ^ ^ ^ e K0} *) 

neprázdná a shora omezená. Množina K3 je zřejmě otevřená. (Může být ovšem prázd
ná nebo splynout s E2) Na K3 definujeme funkci/3 předpisem 

/ 3(x 1 ? x2)
%= sup A3(xu x2) . 

Symbolem K3 označíme množinu všech [xu x2] e E29 pro něž je A3(xu x2) neprázdná 
a zdola omezená. Dále položíme pro [xl9 x 2] e K3 * 

f3(xl9 x2) = M A3(xl9 x2) . 

Je-li nyní g funkce, jejíž definiční obor obsahuje hranici H množiny K, pak definu
jeme 

'#. ,) - j * . *» ř (x„ H» *. *. - fa ** /*u **)) d». íx,, 
£3 lis 

pokud existují Lebesgueovy integrály na pravé straně a pokuď má smysl jejich rozdíl; 
pro jiná g nebude symbol P3(K, g) definován. 
, Podobným způsobem definujeme symboly K\ Ki9f\fi9 Př(K, g) také pro i =* 1, 2. 
Je4i v = [vl5 v2, v3] vektorová funkce2) definovaná na nějaké množině obsahující iř, 
pak položíme 3 

p i j ; , ») = £?,.(*:, t>ř) 
ž = l 

-1) K° značí vnitřek množiny K v E3.
 { 

2 ) V dalším půjde stále jen o trojrozměrné vektorové funkce. 
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••••ЙЩ 

za p ř e đ p o k k đ u ^ ^ p.(K, v.) a žfe .rûá šmysl jejich součet 
ĄKf v) j e p ï o ì n ӯ í n t e g r ^ d ^ drahu z vektorové funkce u přes hranici H t lesa K. 

P o z n á ш k a І . Funkce/ 3 je spojitá na K3 a zobrazení 

[xu x2] -» [xu x2yf\xlУ x2)~] = F3(xь x 2) 

jб ҺoшшшprfM tránsfo F3(K3). Množina F3(K3) щa ; ľ; 
i ťedjf ђ?þf.FŕҖ v K3 na'borèlovske!t 
; p<r4m:вo^ "; "';;*<;> 

Omačme symbolem L vnejší dvojròzm rnou Lebesgueovu míru v E 2 a definujme na 
systému všech podmnožin шnozíny H vùejší míru Q 3 předpiseш 

• ^^vf;;;; : ' Y Q 3 ^ - . L ( ^ 3 ) ^ 1 ( i ^ , M c Я . 

Z p ř b d c ^ v H jsoti Q3-měřitelné 
„a:& V & Ì ^ Jaшecnou Q3-míru. Кaždá spojità л 
•^ІгЦSi^ J e 4 i dále tf fonkcC % 
jejШйeíîшодíöfø .* . . 

•Л" 

••",; ?';;' •'';; '*'• r í^ f t^ •.̂ '-''4*-.* MÍ2'--. 
* , . . , l . v . :̂ , , ^- •• ^vf^'5."> / v ••*-•_'--; - *r ~< . . , - _ . . . '• «.. 

pl^tí co do existence i co do hodnoty., s'.i;:; -:-: - [• -.** ^ -v •;-/, •.., . * <':>. 

Vycházejíce od transformace'" V. ;̂ - •• ;<* f • •' ; '-*"• ^ . * - •- •;.... 

tó§**&^ •'• • • • • < • " • £ i 
(tónofaíf -JKS ;-**;tój!?^a1* ̂ ?(^)? tónštruůjménáJ^ai^ogícfcy vnější míru Q 3 . Táto.'?.; 
i í n i & j i ^ ^ M ^ a njícy -

C ^ Q Í ' tató pro t ' f f l lá^ ^' |efiníce sjrobola P^K,^ snadno plyne, že p r o každŠi/rj 
funkci &jfóPt- •defiiu&ií obó*r)6bsaríuré množinu H, platí, ' 

' r^1';:'jyv.;;^^ . , ; ,••>.. ;••* 

• • ' ": 'V..;^^^#''Jář:dQ t
nf f fdQ í ' . 

co áo) existence I do do hodnoty. (To mámená, Že P^K; #) je definováno, právě když g i 
^esougasnSO 1-! Gr1-Q^ntelná,! když exisťují integrály vpravo a má smysljejich rozdíl; ].\ 
potom platí tívederó rovnost.) , n f; *'•. ;j 

BrotoŽe (borelovské) množiny'F !(K% Fx{Kf) jsou di^unktní a Q\H r F%K*)) = . : ! 
» é «=? Q | ( i í — F^Ki)), jsou míry Q ř, Q f (pokud je obe uvažujeme na systému bore- \ 
lóvskfch podmnožin v H) navzájem smguláini r: • . :• - < . > . > = 

218 ' * ' • -



Poznámka 2. Jestliže g je funkce na E3 mající spojité parciální derivace prvního 
řádu a kompaktní nosič, pak PÍVK, g) existuje a 

Çдg(x) PІK,g)=[ÔJWåx 

к 

(Důkaz tohoto faktu je možno přenechat čtenáři. Podotýkáme, že množina H — 
— (F^K*) U Fř(Kž)) má nulový průmět do i-tě souřadné roviny.) 

Je-li tedy v vektorová funkce s kompaktním nosičem, jejíž složky mají na F3 spojité 
parciální derivace prvního řádu, pak 

P(K,v) = div г?(x) dx , 

Poznámka 3. V dalším bude stále x° pevně zvolený bod z vnitřku konvexního 
A 

tělesa K. Symbolem H označíme množinu těch bodů z H, v nichž má konvexní těleso 
K aspoň dvě různé opěrné roviny. Na H definujeme vektorovou funkci vK = v tak, že 
položíme 

( v X - X0 A 

V ) = l oi p r o x e H 

|x - x°\ 
a pro xeH — H označíme symbolem v(x) jednotkový vektor, jenž je kolmý k (jediné) 
opěrné rovině tělesa K v bodě x a směřuje do poloprostoru neobsahujícího K. 

Symbolem QH = Q budeme značit vnější povrchovou míru na systému podmnožin 
množiny H definovanou ve smyslu teorie konvexních ploch. Konstrukce této vnější 
niíry je popsána v kap. X monografie [2]. Q je Garathéodoryho vnější měrou, takže 
všechny borelovské podmnožiny v H jsou Q^jpšntelné. Úplnou míru (na systému 
všech Q-měřitelných podmnožin v H) odvozenou z vnější míry Q budeme rovněž 
značit symbolem Q. Všechny kompaktní poflm^žhfy v H mají konečnou Q-naíru. 

Nechť C je kompaktní podmnožina v H; zvolme kcJnvexní těleso K tak, že C c R°* 
Položíme-li K0 = K n K a označíme-H symbolem QHo příslušnou vnější povrchovou 
míru na hranici tělesa K0, pak QH & QHQ splývají na systému podmnožin množinŷ «€L 

(Uvedená fakta jsou vesměs bezprostředními důsledky definice vnější povrchové 
míry na konvexní ploše; viz kap. X výše zmíněné nlonografie.) 

Lemma 1. Předpokládejme, že konvexní těleso K je kompaktní, a označme sym
bolem E kulovou plochu o středu v boděx0 a poloměru 1. Pro xeEpoložme 

r(x) =- sup {a; a e Eu x° 4- a(x - x°) e K} , 
i>(x) = x° + r(x)(x-.x°). 

Pak vektorová funkce v(\j/(x)) je QE-měřitelná na E,3) zobrazení \{/ a funkce r jsou 
3 ) Tzn., že její složky jsou Q^-měřitelnými funkcemi. 
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na E spojité a jwo každmi ^v^mmm funkci v, jejíž složky mají na £3 spojité par? 
ciální derivace prvního řádu, platí i 

(1) P(K> v) = (V r ^ í u ~ #(*))• <+{*)) d(M*) • 
](x -x°).v(f(x)) 

E 

Důkaz. Sestrojme posloupnost konvexních polyedrů Kn <= K tak, 4@ Kn <= Kn+1 

(íi = l , 2 , . , . ) a U ř B =-» K0.1) Polyedry Kn tedy s rostoucím n konvergují4) ke kon-
n 

vexnímu tělesu K. Předpokládejme hned, že bod x° leží uvnitř všech polyedrů Kn, 
a položme pro xeE 

rn(x) = sup {a; a e Eí9 x° + <x(x — x°) e Kn] , 

>A„(x) = x° + r„(x) (x - x°) . 
A 

Nechť Hn je hranice polyedru KM a buď #„ sjednocení všech hran téhož polyedru. 
Definujme na Hn vektorovou funkci vn tak, že položíme 

vn(x) == \lz~\x) - x° pro x e Hn 

a pro xeHn — Hn označíme jako vn(x) jednotkový vektor mířící ven z Kn a kolmý 
ke stěně polyedru K„, která obsahuje bod x. Za tohoto označení máme 

P ^ ^ = í? V-^^ 
J(x-x°).vn(\l/(x)) 

E 

(Ověření této rovnosti přenecháváme čtenáři; podotýkáme jeny že na E splývá QE 

s obvyklou povrchovou mírou.) Protože 

limP(Kw, v) = lim div v(x) dx = divv(x) dx = P(K, v)s 

Kn K 

stačí k důkazu rovnosti (1) zjistit, že 

V ^ i ? o t ( X t , , XN ^ " W • V"(^*)) d Q - ( * ) " 
. J(x-x°).vn(^„(x)) 

/ , • • • * • • • , 

Zvolme r0 > 0 tak, že koule B o středu x° a poloměru r 0 je obsažena uvnitř všech 
polýeáf& K*. Dále buď rx > 0 tak voleno, že všechny množiny Kn jsou ot^aŽeny 

4 ) Jde o konvergenci obvyklou v teorii konvexních těles; viz např". [2], str. 383. 
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v kouli o středu x° a poloměru fv Protože žádná opěrná rovina k tělesu Kn neprotíná 
kouli B, zjistíme jednoduchým výpočtem, že 

(x-x°).v n (^ n (x)) = -^, x e £ , n = l , 2 , . . . 

Dále je pro všechna x e £ a všechna n 

Odtud je vidět, že funkce 

(3) _ _ m _ ^ W ) . 4 W l ) ) (»=,,,,...) 
jsou stejně omezené na E. Funkce r a zobrazení \J/ jsou zřejmě spojité na E. Pro 
xeE platí 

lim rn(x) = r(x) , lim ^„(x) = \j/(x) . 
w-+oo l i - * oo 

Položme ^ 
Nw = ^ ( H » ) (n = 1, 2,...) , N0 = i T * $ ) , N = U N* . 

fc=d 

Podle věty 3* z [2], str. 324,. je Q^N0 = 0. Zřejmě také Q£Nn = 0 pro všechna n, 
takže Q^N = 0. Z věty 1 na str. 384 v [2] snadno plyne, že pro xeE — N (tj. pro 
Qrskoro všechna x e E) platí 

limvn(\(/n(x))==v(\l/(x)). 
n-*-oo 

Vidíme, že vektorová funkce v(\j/(x)) je QE-rněřitelná a že (stejně omezená) posloup
nost funkcí (3) konverguje QE-skoro všude na E k funkci 

^ L — # ( x ) ) . . v ( ý ( x ) ) . 
( x - x ° ) . v ( # c ) ) 

Odtud plyne podle známé věty o limitním přechodu za integračním znamením vztah 
(2), čímž je naše lemma dokázáno. 

Lemma 2. Vektorová funkce v (viz lemma 1) je Q-měřitelná na H a pro každou 
spojitou vektorovou funkci v s kompaktním nosičem na H platí 

(4) P(K,v) = v. v dQ 

Důkaz. Vzhledem k poznámce 3 můžeme předpokládat, že K je kompaktní. 
Podržme označení z lemmatu 1. Zobrazení \f/ je homeomorfní transformace sféry E na 
množinu H; převádí tedy borelovské podmnožiny v E na borelovské podmnožiny 
v H a naopak. Pro každou: borelovskou množinu M c E platí 

(5) Q *<-*) - í- C w ^ d Q *W 
}(x - x°) . v(ý(x)) 
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Rovnej [2}, stf. 324—32§), Qdtedt kladno plyne, že pro každou Q^-měřitelnou mno-^ 
ÍMB M cz E je mnoiina f(M) Q-měřitelná a že opět platí (5). Protože funkce v(^(x)) 
je Q^měřitelná na E, je v(x) Q-měřitelná na FT. 

Je-li nyní v vektorová funkce s kompaktním nosičem na £ 3 , jejíž složky mají spojité 
parciální derivace prvního řádu, pak podle lemmatu 1 platí 

* * • v ) = \( r**\,r \iv^x))'vWx))dQ*(x)' 
J(x - x°) . v(^(x)) 
E " 

Odtud a z (5) plyne (4). Je-li konečně v libovolná spojitá vektorová funkce na (kom
paktní) množině H, pak existuje posloupnost vn vektorových funkcí na E3 tak, že 
tf -* v stejnoměrně na H a že složky funkce vn mají na F3 spojité parciální derivace 
prvního řádu. Z rovnosti 

я 

.V đQ 

dostaneme (4) limitním přechodem. 

Lemma 3. Buď Q systém všech Q-měřitelných podmnožin množiny H a zvolme 
index i e <1, 3>. Pak každá množina z Q je současně Q-měřitelná i Q-měřitelná. 
Uvažujeme-li míry Q\ Q ř na systému £l, pak jsou obě absolutně spojité vzhledem ke 
Q a platí 

dQ ř
 + dQ, _ 5 . 

d o " 1 " ' d Q " " 0 

zde vř značí i-tou složku vektorové funkce v (viz lemma í). 

Důkaz. Buď g spojitá funkce s kompaktním nosičem na JEL Definujeme-U na H 
vektorovou funkci v = [vt9 v2i v3~] tak, že položíme vt = g, Vj * 0 pro j # z, pak 
máme podle lemmatu 2 

Př(K,#)-=P(K,t;) = f i ; . v d Q = f g . v . d Q . 

Uvědomíme-li si, že 

dostáváme 

PiK,g)= f-dQ»- f-dQ,, 

i-)"'"•;'.'' v ;'^'f ;M^^íi-^-tó^\ 

*)• ҺЛfЫémåiшiece>pйeme, jafcoofcvyИfc,/* -a.шax {f,Щ,f~ = (— Л + -
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Rovnost (6) platí, jak snadno nahlédneme, také pro každou omezenou hořelovsky 
měřitelnou funkci g s kompaktním nosičem na H. Odtud a ze vzájemné singularity 
měr Qř, Qř, uvažovaných na systému borelovských podmnožin v H (viz pozn. 1), 
plyne, že každá Q-nulová borelovská množina obsažená v H je současně (Q* + Qř)-
nulovou množinou. Tedy každá množina z £2 je současně Q ̂ měřitelná i Qrměřitelná. 
Odtud dále plyne, že vztah (6) platí pro každou omezenou Q-měřitelnou funkci g 
s kompaktním nosičem na íř. 

Zvolme na okamžik pevně kompaktní množinu C c H a označme symbolem 
£lc systém všech podmnožin ž & obsažených v C Míry Q*, Qh Q uvažované na £ic 

jsou úplně konečné a funkce vf je na C £l-integrovatelná. Definujeme-li na Q,c zobec
něnou míru ?i předpisem 

d P ^ v . d Q , 

pak ze vztahu (6) a ze vzájemné singularity měr Q\ Qř je patrno, že Qř je positivní a Qf 

je negativní variací zobecněné míry Př na £lc. Máme tedy na měřitelríém prostoru 
(Cy Qc) vztahy 

d Q ^ v f dQ, ÚQ^vJdQ 

(porovnej [3], cvič. 5, § 29, kap. Vf, str. 1Ž4). Protože íř je sjednocením spočetně 
mnoha kompaktních množin, dostáváme odtud ihned naše tvrzení. 

Poznámka 4. Z lemmatu 3 ze vztahu vf + vf -= }vj ^ 1 plyne nerovnost 

(7) Qf + A á Q • 

Poznámka 5. Protože 

(8) L dQ' = fv, . vt dQ = fcf)2 dQ ž 0, 
H • ,.; z. •••,•; • %•• ' 

(9) ív»dQ f '= j v i . v r d Q = - | ( v r ) 2 d Q á O , 

je symbol P.(X, Vj) definován (porovnej pozn. I) a 

plK,Vi)=hvtyáQ + {(v7y :~Ҳ2 dQ = 
я 

v? dQ ^ 0 . 

Odtud je patrno, že existuje plošný integrál P(K, v) a 

P(K, v) = £ Pt(K, v,) = fv . v dQ = QH . 
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Je-li nyní* = JL%> vn t^ajl^-^fpftoá vektorová funkce na íř, pro niž 

(10) i | t > - v | d Q < oo, 

* ' •••'•' '• *>'•* ' • • • ' & • - • 

pak podle (7)-(10) platí 

Vi dQ* > - oo , \vt dQt < oo", 

H H 

Pi(K,vt) = ft;idQi - LdQ £ > - oo (i = 1,2, 3). 

3 

Vidíme, že plošný integrál P(K, v) = £ P(K, i;ř) je definován pro každou £l-měřitelnou 
i = l 

vektorovou funkci v na H, splňující vztah (10). 

Lemma 4. JSuďe > 0. Pak existuje spojitá vektorová funkce vnaH tak, že 

\v(x)\ = 1 pro všechna xeH s 

» 
[i? - v| dQ < e. 

Dik&z. Protože vektorová fpnkoe v Je Ověřitelná na JET, existuje podle Luzinovy 
věty ( p j , sir. 72) uzavřená množina F c H tak, že 

Q ( H - F ) < - f f i 

a že v je spojitá na F. Buď w taková spojitá vektorová funkce na H, že w(x) = v(x) pro 
všechna x e F a [w(x)| ^ 1 pro všechna xeH. (Existence takové vektorové funkce 
plyne snadno ze známé vety o rozšíření spojité funkce.) Protože zřejmě 

v(x) . (x - x°) > 0 

pro všechna xeH, je množina F = {x; x e H , w(x) . (x - x°) <T0} obšažesu* 

v H — F. Množina F je ovšem uzavřená. Sestrojme na H spojitou funkci g tak, aby 
bylo 

g(x) = 1 pro x e F, g(x) = 0 pro x e F, 

1 > g(x) «š> 0 pro x e H .* , 

DwtaÉpi© n p i na H vektorovou funkci ? předpisem 

v(x) = ( 1 ~ a(x)) w(x) •+ ^f(x)(x - x°). 
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Vektorová funkce v je spojitá na H, v(x) = V(x) pro xeF, 

l(x) . (x - x°) = (1 - g(x)) w(x): (x - x°) + g(x) \x - x°|2 

pro všechna xeH; speciálně tedy \v(x)\ > 0 pro xeH. Položíme-li konečně 

\v(x)\ 

pak v je spojitá jednotková vektorová funkce na H splývající s v na F. Dále je 

|v - v| dQ = 

H H-F 
i 

čímž je naše tvrzení dokázáno. 

|v - v| dQ á 2Q(H - F) < e, 

Poznámka 6. Pro M <=• H označíme symbolem %M charakteristickou funkci mno
žiny M. (Oborem funkce %M je množina JET.) Je-li v vektorová funkce na H, pak defi
nujeme 

PMÍK,v)^P(K,xM.v) 

za předpokladu, že je definován plošný integrál na pravé straně této rovnosti. 
(PM(K, v) je plošný integrál druhého druhu z vektorové funkce v přes množinu M.) 
Má-li smysl symbol P(K, v), pak má také smysl symbol PM(K, v) pro každou Q-měři-
telnou množinu M c H. 

Věta. Bud% systém všech spojitých jednotkových vektorových funkcí v na Zř, pro 
něž existuje plošný integrál P(K, v).6) Potom platí pro každou Q-měřitelnou množinu 
M cH 

supP^(K,4-^QM. 

Důkaz. Buď v = [vl9 v2, v3] e g. Pak máme podle lemmatu 3 

PM(K, v) = £ í L dQ1 - L dQ,) = 
M M 

= £(fvMQ - LT<ÍQ) = 
M • M 

= Z f^i dQ = L v dQ š. QM. 
M M 

6 ) Je-li K kompaktní, pak ovšem do § patří vůbec všechny jednotkové spojité vektorové 
funkce na H. 
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Zvolme nyní Mbovolně eMo a <^QÉÍn Podle lemmatu 4 existuje spojitá jednotko?! 
vektorová funkce v na H tak, že 

v|dQ <QM, 

ш 

a+hv--

m 

Jak je patrno z poznámky 5, patří v do systému g. Dále máme 

PM(K, v) = ít? . v dQ ^ fv . v dQ '-• 
M Af 

- pt? - v] dQ = QM - j|p - v) dQ > a 

Odtud je vidět, že 

sup Pм (K, v) = QM , 
vє 

Poznámka 7. Je-li S konvexní plocha obsažená v H (tj. souvislá množina otevře
ná v H), pak z předchozí věty dostáváme, že supremum plošných integrálů druhého 
druhu přes plochu S z vektorových funkcí patřících do § je rovno povrchu plochy 5. 
Tím je řešen problém č. 191 z [1] (E. ČECH, 24. V. 1952); faktor y/~Ď vystupující za 
integračním znamením ve formulaci zmíněného problému je však třeba vypustit. 

Idea, užít plošného integrálu druhého druhu k definici povrchové míry na hranici 
omezené lebesgueovsky měřitelné množiny v Em byla rozvinuta J. MAŘÍKEM v práci [4]. 
Z výše uvedených výsledků je patrno, že v případě omezenosti konvexního tělesa K 
splývá míra Q (uvažovaná na systému borelovských podmnožin v H) s povrchovou 
mírou na H ve smyslu práce [4]; vektorová funkce v je Q-skoro všude na H rovna 
normále v z [4]. 
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Резюме 

К ОДНОЙ ПРОБЛЕМЕ, КАСАЮЩЕЙСЯ ПЛОЩАДИ 
ВЫПУКЛОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

ИОСЕФ КРАЛ а. Кга1), Прага 

Пусть 5 — вьшуклая поверхность в трехмерном евклидовом пространстве. 
Символом О будем обозйачать поверхностную меру вд 5" в смысле определения, 
данного в гл. X монографии [2]. Далее, пусть Щ — система всех непрерывных 
векторных функций V = [р19 V2^V3}^ V* 4- ъ\ + ь\ = 1, для которых имеет 
смысл поверхностный интеграл Р(1?) второго рода от V по 5. (Разумеется, что 
в случае ограниченности поверхности 5 система § содержит вообще все не
прерывные единичные векторные функции на 5.) Для каждого 0-измеримого 
множества М с 5 и каждой функции V е ^ можно тоже определить поверхност
ный интеграл Рм(#) второго рода от V по М. При этих обозначениях справедл
иво равенство _ , - „ / ч 

* ОМ = аир Ру(р) . 
Vе$ 

Это утверждение можно тоже вывести из известных теорем теории площади 
поверхности. Здесь приводится простое доказательство, исьпользующее кроме 
теоремы Лузина лить основные свойства меры О, изложенные в монографии 
[2]. Этим решена проблема № 191 из „Новой шотландской книги", вписан
ная Э. Чехом (Е. СесЬ). 

З и т т а г у 

бЫ А РКО&ЬЕМ СОКСЕКШИа ТНЕ АКЕА ОР А СОТЧУЕХ 8ПШРАСЕ 

0̂8ЕР КкАь, РгаЬа 

Ь&18 Ье а сопуех зигГасе (ш ЕисШеап 3-зрасе) апё 1е1 из йепо1е Ьу О Ше зигСасе 
теазиге оп 5 ш *Ъе зеше оГЛе дейгяйоп §1уеп ш [2], сЬар. X. РигШег, 1е1 § Ье тЬе 
зузт-ет оГ а11 сопйпиоиз уес1ог-уа1иес1 гипст-юпз V = \уи V29я3] оп 5 шйх VI + 
•4- ь\ + |?| = 1, Гог ^УЫСЬ т.ке е̂1ег§1:газ8 зигХасе тт.е#га1 Р{р) о^V оуег 518 ауагкЫе. 
(ОГ соигзе, % сопгашз аИ сопйпиоиз ипг1>уес1.ог-уа1иес1 йтсйопз оп 5, тгЬепеуег 5 
18 Ъоипйед.) Рог еуегу (З-теазигаЫе зет. М с $ апё еуегу 1?б | йю ^{егзхха&з 
т^е^га! Рм(о) оГ V оуег М сац а1зо Ье ёейпеЫ апй \уе Ьауе 

ОМ = зирРм(1?). 

ТШз аззегйоп, \УШСГ1 соиЫ а1зо Ье 4ейу&$йгот кпочЛ гезиИй оС агеа Леогу, 18 
ргоуес! Ьеге 8ппр1у Ьу изш§ Еизш'з 1Ьеогегд ап<1 1Ье Ьазю ргорегйез о!* О езтаЪШЬей 
ш [2]. Й гергезеп18 а зо1ийоп оНЫ ргоЫет № 191 ш **ТЬе пелу ЗсоШзЬ Воок", 
тзспЬес! Ьу Е. СЕСН. 
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