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Časopis pro pěstování matematiky, roČ. 86 (1961), Praha 

>̂ ^ ЧЕМ ПЕРВОГО ^5 ь 

,.,* ^тдз;, АНТОН КОЦИГ (АпЮп КоЫ§), Братислава Л ^ - ; 

: , г ..,-> ^ (Поступило в редакцию 2/П1960 г.) .. : 

V ' ' . " • ' • • ' , " • ; . ; . * • " - ' • . ^ 

Работа ^освягдевга основам &-го порядка, причем основой Л-ого порядка 
1рафё <? разумеется миш,^ 6, содержащий все\ -
, > ф а й ^ ; ( ? ; жото]рйи; ^гл^ет^с^^язным! и после устранения менее чем к его 

Лрмде^ условие для суще- -
тттшя оедо^Ы:1нго порядка в данном^ конечном графе, и указывается также *, 
'%ШШ 'МЖ'дажоЖ^еда^ее; Указыва.ютсяСвозможности: использования получен-" *4 

ШОС Р&етйат0# ЩШ решении некоторых проблем, встречающихся при отыски- •-
•• ••$* -чг- ^ Ч - ! " 'Ы*и *.';?,**•*: *•• *.,'-?•«•*;".••:• *> «•*•«••' > -••**-,>.;»•« • ' • •. , , ! ^ , , 

' ВШШШШШЗГЙП^ , ;. ^,. , . л. *\ 

- ,•*•'̂ Г »' !-^?::Г-"Л^:^;'и^сщ/!| |^/^; : .̂ ;ч ' •;•.., г . _> . ,,\ 

# В настоящей работе:под графом всегда подразумевается конечный граф.*) 
Древде %е^юрвгс^^ работы, напомним не-: 
Й ю ф р ^ может, быть, ^мез|е^ 
1№<[кй.Ш^ # <^едеви&-Степень (^яэноащ между вершинами график 
'•одаедагжм образом?) * " * - -^^- *-4 •.>*•' - • - $&?• 

jfc Mьiтовopøkf Ҷ-Ф CB^HQCI^4IГУ^^ вepгrшнaми щ v гpaфa G имeeт cтeпşкь 
k тoгда iш ŢÚШKO ^oгдa* ęcли: в iгpąфe; G.^eетcя тaкoe мнoҗecгвo peбep Д çp^ 
j^җaщee J Ł p e б ^ r ^ 0 ^ ^ ^ ^ из гpaфa G вoзникдeт 
ipaф Gł

f ш кoтopOK í вepпгивьï гiлüдqcвязaзaьi;3^ecяи.жeиз гpąфa Gyдaлимпpo-

*) C oeщ>вным# пoнятдями тeopии гpaфoв мoжeт читaтeль пoзнaкoмитьcя пo книгe Д. 
Жmжm ffíi orøeдeÆ^̂ aия и ocиoвныe cвoйcrвa yнoтpeбляeмыx здecь пoнятий читaтeль 
Яdђnr A» wcжm^Щ paбoтҗ aвгopą,нaцpимepЩ |ЗJ, rø.: ^ ;. _,-;._ ," ; ;-,; H; 
' ^ Ä ' i m r 5 ø ^ i í Й « P l - . . ., _ •' \ ,„...,'.. • . . , . І* ,-., , ^ . ' . ' : ł ' . . . м ' . ' / ^ : 

^) l í t t гøвopйм, ^ 0 W-D-f-HЬi» Ф v в гpaфe Çr cвязaны (cooтв. нe cвязaны), ecли cyrдecтвyeтí ' 
ţccш».; m csвдccгвУ^ в гï^фe G iгyтьi кoвҗaми ,røгopoix>Jâг:да вepшины щ v, Bepm нa 
« вcorдa Gшoaнa cä^ c c o б o й « т-;n 
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извольных к — 1 ребер, то всегда возникнет граф, в котором вершины и, V 
связаны. То обстоятельство, что связность между вершинами и, V в графе О яв
ляется степени к, будем записывать следующим образом: ае(и, V) = к. 

II. Потому что вершина и всегда связана сама с собой, даже после того, 
когда мы устраним из графа 6 сколько угодно ребер, мы полагаем всегда 
а(и, и) = со. 

Щ. Если вершины ы/г в графе О не связаны, полагаем аа(и, V) = 0. Таким 
образом для каждой пары вершин графа О определено значение функции а0(и, V) 
которую назовем степенью связности между вершинами и, V. 

Понятие степени связности позволяет для произвольного натурального числа 
к определить бинарное отношение (к) на множестве вершин графа О следующим 
образом: вершины м, р е О находятся в графе О в отношении (к) (будем писать: 
и(к) V) именно тогда, если ав(и, V) 2> к. В работе [2] доказано, что отношение 
(к) является при любом натуральном к отношением эквивалентности. Поэтому 
для произвольного натурального к существует точно одно разбиение 11$ 
множества всех вершин графа С на классы вершин такое, что две вершины из 
О принадлежат одному и тому же классу разбиения 11^ именно тогда, когда 
они находятся в отношении (к). 

На множестве На всех ребер графа О определим функцию аа(к) следующим 
образом: если к — произвольное ребро из Н0, соединяющее4) вершины и, V, то 
а0(Н) = аа(и, V). Определим, далее, для произвольного натурального числа 
к множество Н0(к) так: ребро к из Н0 принадлежит множеству Не(к) точно 
тогда, когда ав(к) = к. 

В настоящей работе будем большей частью заниматься связными графами. 

Подграф Л графа О, несодержащий изолированных вершин, называется 
сечением в графе О (или сечением графа (ж), отделяющим вершины и, V если: 
1. вследствие удаления шсех ребер подграфа .& из графа О возникнет граф (?', 
в котором вершины и, V не связаны; 2. если удалим из графа О все ребра подгра
фа I? за исключением одного, совершенно произвольного, то из графа О воз
никнет всегда граф, в котором вершины и, V связаны. Если некоторое сечение 
I? графа С имеет к ребер, то мы говорим, что ^ есть сечение мощности к. 

Известно,5) что после удаления всех ребер некоторого сечения ^ из графа О 
точно одна из компонент графа О распадается на две компоненты, остальные 
компоненты не изменятся. Две компоненты, на которые распадается компонен
та графа О после удаления всех ребер сечения Я, называем „берегами сечения". 
Имеет место следующее: произвольное ребро сечения _& соединяет в графе 

4 ) Мы говорим, что ребро к соединяет вершины и Ф* V, если оно ивггдцентно верпгинам 

и, V. 
5 ) См. [3], стр. 10, лемма 1. 
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О вершины из различных берегов сечения Л; все ребра произвольного сеченвд 
принадлежат одному и тому же члену графа (У.6) 

Из определения степени связности между вершинами и, V вытекает следую
щее: если <г6(и, V) = к(и Ф V), то существует в О сечение мощности к, отделя
ющее вфшины и, V, и не существует в О сечение мощности меньше к, которое 
отдезшяо бы вершины и, V.1) 

В литературе^ посвященной теории графов, часто встречаемся с понятием 
остш графа* Основой связного графа О называется такой подграф 5 графа О, 
шторый (а) содержит все вершины из О; (Ъ) является связным; (с) не содержит 
никакой окружности. Известно (см., например, [1]), что основа связного графа 
является минимальным связным подграфом, содержащим все его вершины, 
т. е. не существует собственный подграф основы, который содержал бы все 
вершены основы и был бы связным. В нашей работе будем заниматься таким 
подграфом Сг* графа О, обладающим по крайней мере двумя вершинами, 
который имеет следующие свойства: (1) С* содержит все вершины из О; (2) 
С* является связным графом и после устранения меньше чем к произвольных 
ребер (к — данное натуральное число) останется всегда связным; (3) не су
ществует собственный подграф графа Ст*, который имел бы при данном свой
ства (1), (2). Подграф О* графа О, обладающий свойствами (1), (2), (3) назовем 
основой к~го порядка графа О. Согласно этому, до сих пор изучаемую основу 
графа С следует называть: основа первого порядка графа О. Изолированную 
вершину не считаем основой. 

Лемма 1. Пусть* к ~~ какое-то натуральное число и пусть О0 — связный 
граф, в котором сгСо(А) ^ к для всех ребер к из О0. Пусть в О0 существует по 
крайней мере одно ребро к0> для которого 0"<?о(Ао) > к, и пусть Ох представ
ляет собой граф, возникший из О0 в результате удаления ребра к0. Тогда: (ос) Ох 

является связным графом; ($) сг0х(к) 2̂  к для любого ребра к из О. 

6 ) Определение члена графа обычно связано с бинарным отношением О на множестве 
ребер графа С, определержим следующим образом: ребра кх> к2 из О находятся в отношении 
О, если 1^ = К2> или если существует в О окружность, содержащая оба ребра кх, к2. Из
вестно (см. [1], стр. 225), что отношение О является отношением эквивалентности. Поэтому 
множество всех ребер графа 6 можно разбить на классы ребер так, что два ребра принадлежат 
одному и тому же классу тогда и только тогда, если они находятся в отношении О. Членом 
графа является тогда такой подграф графа О, который содержит все ребра одного из классов 
упомянутого разбиения и только эти ребра, а помимо этого уже только вершины из (7, ин
цидентные с этими ребрами. Вершина графа О, принадлежащая больше чем одному члену 
графа, называется артикуляцией графа О. 

) Некоторые свойства сечений исследовались уже в работе [4]. Однако там определена 
лишь сечение связного графа. Отношение между сечением в любом графе и степенью связ
ности изучается подробнее в работе [3]. 
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Доказательство. Связность графа 0± очевидна. Предположим, что су
ществует такое ребро кх в Оъ чтоао^к^ < к. По предположению е^к]) ^ к9 

а так как Ог возникает вследствие удаления одного ребра из (?0, необходимо 
будет <ге1(Н^) =• ^ооО1!) ~~ Ь Из этого вытекает о-д^к^ = к — 1; <Го0{кх) = к. 
Поэтому существует сечение Я графа О0, содержащее к ребер и отделяющее 
вершины и19 V19 связанные в О0 ребром кх. Потому что <г01(кх) = к — 1, Л 
должно содержать и ребро к0. Вершины, которые соединены произвольным 
ребром сечения, принадлежат различным берегам сечения. Поэтому и вершины 
и09 V09 соединенные ребром к0, принадлежат различным берегам сечения #, 
следовательно, сечение Л отделяет и вершины и09 V0. Значит, <г0о(к0) ^ к9 что 
противоречит предположению (г6о(к0) > к. Итак, для всех к из Ох будет (г01{к) _ 
—• /с, что требовалось доказать. 

Теорема 1. Подграф О* графа О является основой к-го порядка графа О именно 
тогда, если (а) О* содержит все вершины из О; (Ь) О* является связным графом; 
(с) (Г0-(к) = к для всех к из О*. 

Доказательство. I. Пусть О* выполняет условия (а), (Ь), (с); тогда, оче
видно, выполняет и условия (1), (2); предположим, что не выполняет условия 
(3). Следовательно, существует собственный подграф О** графа С7*, выпол
няющий условия (1), (2), и существует ребро д из О*, не принадлежащее О**. 
Согласно (с), <г0*(д) = к и существует сечение &* графа О* мощности /с, содер
жащее ребро д. После удаления тех ребер из Л*, которые принадлежат О**, 
из графа О** возникнет несвязный граф. Таких ребер меньше к. Это противо
речит предположению, что О** удовлетворяет условию (2). Поэтому О* вы
полняет также и (3). 

П. Пусть О* выполняет (1), (2), (3). Тогда, очевидно, выполняет (а), (о). 
Если бы для некоторого ребра к на О* было <г&*{к) < к9 получим сразу же про
тиворечие с (2); если же было бы <га*(к) > к, то по лемме 1 существовал бы 
собственный подграф О** графа 0*9 который выполнял бы условия (1), (2), 
что противоречит (3). Следовательно, должно выполняться и условие (с). 

Теорема 2. В графе О существует основа к-го порядка именно тогда, если 
(Г) О является связным; (П) О содержит по крайней мере две вершины; (Ш) 
<г0(к) _• к для каждого ребра к из О. 

Доказательство. Необходимость приведенных условий очевидна. Если, 
наоборот, приведенные условия выполнены, то либо <г6(к) = к для каждого 
ребра к из О и, следовательно, О является искомой основой, либо существует 
такое ребро кх в 6, что <г0{кх) > к. По лемме 1 граф 019 полученный из О путем 
удаления ребра к19 выполняет опять-таки (I), (П), (Ш). Из конечности графа 
О вытекает, следовательно, существование искомой основы. 

Теорема 3. Если О* является основой к-го порядка графа 09 то О* содержит 
все ребра из Не(к). 
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Доказательство, Предположим, что существует ребро к из Н0(к), соеди
няющее вершины и, V и не принадлежащее О*. Так как оа(и, V) = к, существует 
сечение Я графа С мощности к, отделяющее вершины и, V и содержащее, оче
видно, ребро к. Но в таком случае достаточно из графа С?* удалить ребра сече-
шя 1ц принадлежащие и С* (которых меньше к), чтобы возник несвязный 
граф- Это противоречит предположению, что О* является основой к-то порядка 
(введу уедовад (2)), 

'Тёщтт, 4» Пусть О — произвольный граф, в котором имеется основа {к 4- 1) го 
порядка О*, и пусть к — произвольное ребро из О*. Существует по крайней мере 
одна основа к-го порядка, которая содержит ребро к. 

Доказательство. По предположению (Та*(к) = к 4- 1, и, следовательно, 
существует сечение И* графа О*, которое содержит ребро к и имеет мощность 
к + I. Пусть д — произвольное ребро из II*, не совпадающее с к. Обозначим 
через О* (соответственно С70) граф, который возникнет из О* (соотв. из О) 
вследствие удаления ребра д. Очевидно, <т0*(/) ^ к для каждого ребра / из 

о̂> и <?бо*(Щ = ^ Граф О* является связным и содержит по крайней мере две 
вершины. Поэтому существует основа к-то порядка О** графа О*, и по теореме 
3 О** содержит ребро к. Но основа Сг** является, очевидно, и основой к-го 
порядка графа С0 или же О. 

Справедливо следующее утверждение: Пусть О* является произвольной 
основой к-то порядка графа О, пусть О* — подграф некоторого графа (?', при
чем С — подграф графа О. Тогда О* есть основа к-то порядка графа О'. Если 
О является подграфом некоторого графа (?" и О" содержит те же вершины, как 
6, то Сг* служит основой 1с-го порядка графа О". Справедливость приведенных 
утверждений очевидна. Я не формулирую их в теоремы и думаю, что их дока
зательство не надо приводить. 

Некоторые теоремы, известные об основах первого порядка, не имеют 
места в случае основы А>го порядка, как только к > 1. Так, например, известно, 
что в любом связном графе О, который содержит по крайней мере две вершины, 
существуют по меньшей мере две различных основы первого порядка именно 
тогда, когда граф О содержит хоть одно ребро, не принадлежащее Н6(\). Для 
основы к-то порядка при к > 1 это, однако, не справедливо. Так, например, 
в связном графе О, изображенном на рис. 1 ребра кх, к2, къ, к4 принадлежат 
Н0(2), и существует ребро, не принадлежащее Н0(2) (к5 е На(3))9 но наперекор 
этому существует одна единственная основа второго порядка графа О. 

Из работы [3] (стр. 112, лемма 27) известно следующее: Пусть О содержит 
но к^йней мере одну основу первого порядка и пусть О' — произвольный 
ШЖР^Ф -графа О, не содержащий никакой окружности. Тогда существует 
осшою первого порядка графа О, подграфом которой служит граф О'. В графе 
С» щображенном на рис. \у существует основа второго порядка (этой основой 
служит ©«.ружноеть, содержащая ребра к19 к2, къ, к4). В качестве О' выберем 
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ребро к5 и йщидентные ему вершины. Тогда О' не будет содержать окружности. 
Наперекор этому не существует основы второго порядка графа О, подграфом 
которой был бы граф О. 

Теорема 5. Пусть С* — основа к-го порядка графа О и пусть Оь — произ
вольный член графа (?. Тогда: подграф С* графа (/, содержащий все те элементы 
из О*, которые принадлежат Оь и только эти элементы^ является основой 
к-го порядка графа Оь. 

Рис1. 

Доказательство. Из определения члена графа сразу же вытекает, что каж
дый путь, соединяющий вершины щ V, как только это произвольные вершины 
из Оь в графе Сг*? принадлежит О*. Поэтому из связности графа О* вытекает 
связность графа О*. Так как, далее, все ребра произвольного сечения графа 
О принадлежат одному и тому же члену графа, то произвольное сечение графа 
Оу отделяющее вершины и, г?, соединенные, произвольным ребром Н из Оь 

является также сечением графа 0> Это значит, что сг^Дй) = к. Следовательно, 
О* является основой к-то порядка члена С> 

Непосредственным следствием теоремы 5 являются следующие утвержде
ния: 

Любой член основы к-то порядка служит для самого себя основой к-то по
рядка. Если связный подграф О* графа О выполняет условие: О* содержит 
все вершины из О, и каждый член графа О* служит для самого себя основой 
к-то порядка, то О* является основой к-то порядка графа О. 

Обратим теперь внимание на графы с правильной связностью и на их от
ношение к основам к-то порядка. 

Мы говорим, что граф О имеет правильную связность к~ой степени, если две 
любых его вершины и Ф V удовлетворяют условию а0(и, V) = к. 

Веля граф О имеет правильную связность степени к, то он, очевидно, яв-
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ляется основой к-то порядка, но не наоборот. Так, например, на рисунке 2 изо
бражена основа второго порядка, которая не имеет правильной связности 
второй степени (ибо с0(и, ь) = 3). Очевидно, из соотношения <ха(и, у) = к 
для любых и + V вытекает с7с(к) = к для каждого ребра к из С, но не 
наоборот. 

В дальнейшем отметим важное свойство основ высшего порядка, которое 
позволяет, в определенном смысле, ограничиться изучением графов с правиль
ной связностью, которые получим, произведя определенное преобразование, 
и наоборот: позволяет построить основы к-то порядка при помощи графов 
с правильностью /с-ой степени. 

Прежде чем это сделать, надо ввести некоторые новые понятия. 
Пусть О — произвольный граф и пусть с7 = {С/1? С/2,..., {/„} — произвольное 

разбиение множества всех вершин графа О на классы вершин. Из графа О об
разуем граф О следующим образом: (1) граф содержит вершины ии ..., иъип; 
иг возникает идентификацией всех вершин класса ^^ е ТУ. (2) граф О содержит 
все те ребра из О, которые соединяют в графе О вершины, принадлежащие 
различным классам разбиения ^, и только эти ребра. Мы будем говорить, 
что граф О возникнет из графа О совпадением вершин по разбиению О, если 
граф О можно образовать из графа О при данном разбиении II описанным 
выше способом. 

Теорема 6. Пусть О — произвольный связный граф9 в котором для каждого 
ребра к ас(к) ^ к и Не(к) Ф 0. Совпадением вершин по разбиению ^(^ + ^) возник
нет из графа О граф С, который облаодет правильной связностью к-ой степени. 
Граф О содержит все ребра из Н6(к) и только эти ребра. 

Доказательство. Потому что множество Н0(к) по предположению не 
пусто, существует в С ребро, концевые вершины которого принадлежат различ
ным классам разбиения 1/<*+1> (таким ребром может, значит, служить любое 
из ребер множества Н0(к)). Отсюда вытекает: граф С имеет по меньшей мере 
две вершины., и произвольное ребро из Нс(к) принадлежит О. 

Пусть теперь д — произвольное ребро из О, не принадлежащее На(к). Кон
цевые вершины ии и2 этого ребра удовлетворяют, очевидно, условию <г0(и и и2) > 
> к или же их(к •+- 1) и2. Вершины ии и2 принадлежат одному и тому же классу 
разбиения 1/^+1), и д не принадлежит О. 

Надо уже доказать только то, что О имеет правильную связность /с-ой 
степени. Приступим к доказательству. Прежде всего: потому что О — связный 
граф, является связным и С Пусть м. Ф и,- — две произвольные вершины из 
О и пусть Л — произвольное сечение в графе О, отделяющее вершины иь и/, 
пусть его мощность равна т. Имеет место неравенство: т ^ к. Если бы, значит, 
было т < к, то после удаления всех т ребер сечения Л из графа О этот граф рас
пался бы не менее чем на две компоненты. Это однако невозможно, потому что 
в графе О существует основа /с-го порядка и, следовательно, не существует 
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в нeм ceчeниe мoщнocти мeньшeй fc. Из пpивeдeннoгo вытeкaeт: cG(ӣi9 uj) = fc. 
Пycть тeпepь UІ (cooтв. Uj) b тoт клacc из U%+1\ coвпaдeниeм вepшин кoтopoгo 
вoзникнeт вepшинa uř (cooтв. us); пycть vt (cooтв. v3) - пpoизвoльнaя вepшинa 
из Uf (cooтв. Uj). Пoтoмy чтo Ui Ф Uj9 бyдeт cG(vi9 v^) = fc, и в G cyщecтвyeт 
ceчeниe JR мoщнocти fc, oтдeляющee вepшины vi9 vj. Bce peбpa ceчeния JR пpи-
нaдлeжaт HG(k) и вcлeдcтвиe пpeдыдyщero и G. Oчeвиднo, чтo пpoизвoльный 
клacc из 17^+1) пpинaдлeжит вecь oднoмy бepeгy ceчeния i?. Пycть G0 — гpaф, 
кoтopый вoзникнeт из гpaфa G coвпaдeниeм вepшин пo paзбиeнию Uţ?+1). 
G0 имeeт в тoчнocти двe кoмпoнeнты и, ввидy пpeдыдyщeгo, и гpaф G0 имeeт 
двe кoмпoнeнты; пpи этoм вepшины ui9 uj пpинaдлeжaт paзличным кoмпoнeн-
тaм. Итaк, мнoжecтвo peбep из .R пpeдcтaвляeт coбoй мнoжecтвo peбep кaкoгo-
тo ceчeния rpaфa G мoщнocти fc, oтдeляющeгo вepшины ui9 Uj. Из этoгo вытe-
кaeт, чтo для пpoизвoльныx двyx paзличныx вepшин ui9 Uj из G cG(uь u3) = fc 
и чтo G имeeт пpaвильнyю cвязнocть fc-oй cтeпeни. Дoкaзaтeльcтвo зaкoнчeнo. 

Cлeдcтвиeм тeopeмы 6 (кoтopaя имeeт бoлee шиpoкoe знaчeниe) являeтcя 
cлeдyющaя тeopeмa oб ocнoвax fc-гo пopядкa: < 

Teopeмa 7. Tíycmъ гpaф G* яeляemcя ocнoeoй k-гo nopядкa (fc ^ 1) нeкomopoгo 
гpaфa G u nycmъ гpaф G* eoзнuкнem uз гpaфa G* coenaдeнueм eepшuн nopaзбueнuю 
UG

k?X)'9 moгòa гpaф G* uмeem npaeuлънyю ceязнocmъ k-oй cmeneнu u coдepжum 
ece peбpa uз G*. 

Дoкaзaтeльcтвo. Teopeмa вытeкaeт из тeopeмы 6. 

Лeммa 2. Пycmь G — npouзвoлъный гpaф9 кomopый uмeem npaeuлънyю cвяз-
нocmъ k-oй cmeneнu u нe coдepжum нuкaкoй apmuкyляцuu. Toгдa: нuкaкoй çoб-
cmвeнный noдгpaф гpaфa G нe uмeem npaвuлънoй ceязнocmu k-oй cmeneнu. 

Дoкaзaтeльcтвo. Пycть G' - пpoизвoльный coбcтвeнный пoдгpaф гpaфa 
G. Пycть u' Ф v' — двe пpoизвoльныe вepшины из G'. Oчeвиднo, aG>(u'9 v') ś 
ś <гG(u'9 v') = fc. B пpoтивopeчиe yтвepждeниюм лeммы пpeдпoлoжим, ЧTO 
гpaф G' имeeт пpaвильнyю cвязнocть fc-oй cтeпeни, т. e. чтo для двyx пpoиз-
вoльныx вepшин u' Ф v' GG*(u'9 v') = fc. Oчeвиднo, имeeт мecтo cлeдyющee: 
ecли h — peбpo из G, coeдиняющee в G двe вepшины uІ9 ul9 пpинaдлeжaщиe 
G'9 тo h пpинaдлeжит G' (ecли бы h нe пpинaдлeжадo G'9 тo былo бы <rG>(ul9 u2) < 
< fc, чтo нeвoзмoжнo). Пoтoмy чтo G' ecть coбcтвeнный пoдгpaф rpaфą G, вы-
тeкaeт из этoгo, чтo G' нe мoжeт coдepжaть вce вepшины из G (в oбpaтнoм 
cлyчae былo бы G' = G). Oбoзнaчим cимвoлaми U'9 cooтвeтcтвeннo, U мнoжecтвa 
вepшин гpaфoв C и G и пoлoжим U" = U — U'. Пoтoмy чтo G — cвязный гpaф, 
cyщecтвyeт peбpo g rpaфa G, oднa из кoнцeвыx вepшин кoтopoгo (oбoзнaчим 
ee чepeз u') пpинaдлeжит U\ a втopaя (oбoзнaчим чepeз u") пpинaдлeжит U". 
Пycть f - пpoизвoлънoe peбpo из G'9 инцидeнтнoe c вepшинoй u\ Oчeвиднo, 
чтo f Ф g, и тaк kaк пo пpeдпoлoжeнию G нe coдepжит apтикyляции, cyщecтвyeт 
в G oкpyжнocть K, coдepжaщaя peбpo f и peбpo g. Oпpeдeлeннaя чacть oкpyж-
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ности К является путем (обозначим его С), обладающим следующим свой» 
ством: соединяет две вершины из С (обозначим их через г/, м>'), и ни одно ш 
ребер пути С не принадлежит <?'. Произвольное сечение в графе С% определяю^ 
щее вершины */, и>', содержит по меньшей мере одно ребро из С и, кроме того, 
не меньше чем к ребер из О' (ибо а0>{у', у*') = к). Или же сг<?(./-.у/) ;> к + 1, 
и это противоречит предположению, что О имеет правильную связность к~о% 
степени. Предположение, что существует собственный подграф с правильно! 
связностью &-ой степени ведет к противоречию. Этим лемма доказана. 

Замечание 1. Лемма 2 может навести на мысль, что справедливо и следую
щее утверждение: ни в каком собственном подграфе связного графа О без 
артикуляции, все ребра которого принадлежат На(к), не существует основы 
к-го порядка. Это предположение не верно. Приведем пример для к = 2; 
в графе С, изображенном на рисунке 2, все ребра принадлежат Ие(2). Если да 
графа О удалим вершину м! и оба инцидентных с ней ребра, возникнет граф 
С0, в котором существует основа 2-го порядка (этой основой служит граф 
О0 сам). Притом (?0 является,, очевидно, собственным подграфом графа О, и.Ц\ 
не содержит никакой артикуляции: 

Пусть О — произвольный граф, в котором имеется хотя бы одна основа ,-с-го 
порядка и в котором множество Н0(к) не пусто. На множестве Н0(к) определш 
бинарное отношение бо следующим образом: ребра къ к2 из На(к) находятся 
в отношении б^ (будем писать к±0^к2) именно тогда, когда либо к% = к2$ либо 
когда существует сечение графа О мощности к, содержащее как ребро ки так 
и ребро к2. Отношение <2<?> очевидно, рефлексивно и симметрично. Далее опре
делим на множестве На(к), бинарное отношение 5^ следующим образом: 
ребра ди д2>ш Н$(к) находятся в отношении 8% (будем писать д18%д2) именно 
тогда, когда существует последовательность ребер къ к2,».., кт принадлежа
щих Н0(к), такая, что дх = к19 д2 = кп и для всех 1 = 1,2, . . . ,п - 1 будет 
к^0к1+1. Отношение 8% является не только рефлексивным и симметричньм, 
но и транзитивным, иначе говоря: отношение 5^ е с т ь отнощение эквивалеигг-
ности. Поэтому существует одно разбиение Ж& множества Н0(Щ на класш 
ребер такое, что два произвольных ребра из Я0(/с) принадлежат одному и тому 
же классу этого разбиения именно тогда, когда они находятся в отношений 
8%. Очевидно, что произвольный класс из К^ содержит не меньше чем к ребер. 
Справедливо следующее утверждение: 

Лемма 3. Пусть О — произвольный граф с правильной связностью к-ой сте
пени. Разбиение Л(^ является разбиением множества всех ребер графа О на 
классы ребер, принадлежащих тому же члену графа О. 

Доказательство очевидно. 

Лемма 4. Пусть О — произвольный граф, в котором существует хотя бы 
одна основа к-го порядка и в котором множество Н&(к) не пусто. Пусть О 
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гpaф, вoзнuкшuй uз гpaфa G nymeм coвnaдeнuя вepшuн no paзбueнuю UG \ 
Toгдa: paзбueнue Ŕ^ moждecmвeннo c paзбueнueм мнoжecmвa peбep гpaфa G нa 
клaccы peбep, npuнaдлeмcaщux oднoмy u moмy жe члeнy гpaфa G. 

Дoкaзaтeльcтвo. ГTo тeopeмe 6 гpaф G coдepжит вce peбpa мнoжecтвa 
HG(k) и тoлькo эти peбpa. Пycть gt =t= g2 - двa пpoизвoльныx peбpa, пpи-
нaдлeжaщиe oднoмy члeнy гpaфa G. Cyщecтвyeт, oчeвиднo, пocлeдoвaтeльнocтъ, 
peбep ht, hг,..., hn этoгo члeнa тaкaя, чтo ht = gt; hn = g2ъ чтo в гpaфe G 

Äißgйi. Һ2QЏЪ,...,ҺП^QЏП. 

Инaчe гpвopя: cyщecтвyют ceчeния Rtì2, R2t3,..., £,,_ttH гpaфa G мoщнocти kтaк, 
чтo ceчeниe -Rм + 1 coдepжит peбpa hь hІJrt. Mнoжecтвo peбep любoгo из этиx 
ceчeний oбpaзyeт, oчeвиднo, мнoжecтвo peбep нeкoтopoгo ceчeния гpaфa G, 
мoщнocть кoтopoгo тaкжe paвнa k и кoтopoe coдepжит cooтвeтcтвyющyю 
пapy peбep. Пoэтoмy и в rpaфe G cпpaвeдливo cлeдyющee: 

ҺQІҺ2, h2Q%hъ,...,hn„tQ
k

Ghn 

или жe gtSGg2, и peбpa gu g2 пpинaдлeжaт oднoмy и тoмy жe клaccy из "JŔţP. 
Пycть тeпepь fi,f2 — двa peбpa, пpинaдлeжaщиe oднoмy клaccy paзбиeния 
R(

G\ Torдa cyщecтвyeт пocлeдoвaтeльнocть eu e2,..., em peбep из HG(k) тaкaя, 
чтo et =ft;em=f2к нтo etQ

k

Ge2, e2QGeъ,..., em^tQ
k

Gem, т. e. cyщecтвyют ceчe-
ния Rtt2, K2,з> •••> Rm-г,m в гP^фe G мoщнocти k, пpичeм ceчéниe Ri9 i + 1 
coдepжит peбpa ei7 e í + 1- Пpoизвoльнoe peбpo тaкoгo ceчeния дoлжнo пpинaдлe-
жaть HG(k) и пo тeopeмe б тaкжe rpaфy G. Mнoжecтвo peбep ceчeния jRř, i + í 
пpeдcтaвляeт coбoй мнoжecтвo peбep кaкoгo-тo ceчeния JR'Í5 І 4- 1 гpaфa G, a 

. имeннo ceчeния, мoщнocтъ кoтopoгo paвнa тaкжe fc. Cлeдoвaтeльнo, ftSGf2. 
Извecтнo, чтo вce peбpa пpoизвoльнoгo ceчeния гpaфa пpинaдлeжaт oднoмy 
и тoмy жe члeнy rpaфa (cм. [3], cтp. 20); пoэтoмy вce peбpa ceчeний -R'iłí+1 (i = 
= 1,..., m — 1) пpинaдлeжaт oднoмy и тoмy жe члeнy гpaфa G. Пoтoмy чтo 
двa peбpa fuf2, пpинaдлeжaщиe paзличным члeнaм гpaфa G, нe мoryт нaxoдить-
cя в oтнoшeнии S|, выxeкaeт из вышe cкaзaннoгo cпpaвeдливocть лeммы. 

Лeммa 5. Пycmъ в гpaфe G cyщecmвyem no кpaйнeй мepe oòнa ocнoвa k-гo 
nopядкa u nycmъ мнoжecmвo HG(к), нe nycmo. Пycmъ H — npouзвoлъный клacc 
paзбueнuя Ќ$u nycmъ G0 — maкoй noòгpaф гpaфa G, в кomopoм cyщecmвyem 
xomя бы oòнa ocнoвa к-гo nopяòкa. Toгòa uмeem мecmo ymвepждeнue: ecлu 
G coдepжum кaкoe-нuбyòъ peбpo h uз H, mo G0 coòepжum вce peбpa uз Њ 

Дoкaзaтeльcтвo. Пycть rpaф G0 coдepжит peбpo h изЯ ипycть g - пpoиз-
вoльнoe peбpo из Я, нe coвпaдaющee c h. Пo пpeдпoлoжeнию ҺSGg, т. e. cyщe-
cтвyeт пocлeдoвaтeльнocть peбep fu fг>. -., f„, пpинaдаeжaщиx Я (пpичeмЛ = h, 
fn = g\ и шcлeдoвaтeльнocть RtìЪ R2tз, •-> Ä»-i,» ceчeний мoщнocти к гpaфa 
G тaк, чтo ceчeниe iî, ř + 1 (i « 1, 2,..., n - 1) coдepжит peбpa f£,fž+1. Ecли бы 
rpaф G0 нe coдepжaл peбpa f 2 , cyщecтвoвaлo бы в гpaфe G0 ceчeниe мoщнocти 
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меньшей к, содержащее ребро / х = й, и в графе О0 не могла бы существовать 
основа к-то порядка. Поэтому ребро / 2 из Я принадлежит О0. По той же при-
чше должны принадлежать О0 и ребра / 3 ,/ 4 , ...,/й. Или же: ребро # при
надлежит (?0' Ребро # было произвольным ребром из Я. Поэтому граф 00. 
содержит все ребра из Я. Этим лемма доказана. 

'Юеедема & Пусть граф О является для самого себя основой к-го порядка. 
Если ш Некотором подграфе О0 графа О существует основа к-го порядка (обо-
зташшм ее через (?*), то 00 = О0и О0 содержит или все ребра, или не содержит 
ни одного ребра любого из классов разбиения К%\ 

Доказательство очевидно. 

Замечание 2. Из замечания 1 уже видно, что основа С* из теоремы 8 не 
должна содержать ребра всех классов разбиения Я$\ 

Докажем следующую лемму, которая облегчает построение таких графов, 
которые служат самисебе основой к-то порядка. 

Лемма С Пусть О имеет точно две компоненты Ои 02, из которых каждая 
шляется сама себе основой к-го порядка. Пусть их (соотв. и2) — произвольная 
вершина из 01 (соотв. 02) и пусть ^ — разбиение множества всех вершин 
графи О на классы вершин, обладающее таким свойством: ^ содержит класс 
{ыи и2}, и остальные классы из ^ содержат по одной вершине из О. Тогда о графе 
Зг„ который возникает из графа О совпадением вершин по разбиению ̂  можно 
утверждать: граф С служит сам для себя основой к-го порядка. 

Доказательство. Очевидно, что вершины ии и2 из О при совпадении об
разуют такую вершину из О, которая является артикуляцией графа О. Любой 
член графа О является (до обозначения его вершин) также членом графа О и на
оборот. Поэтому: любой член графа О служит сам для себя основой к-то по
рядка. Граф О является, очевидно, связным и по теореме 5 и сам для себя осно
вой А>го порядка. Доказательство закончено. 

Лемма 6 позволяет построить такие основы к-то порядка, которые имеют 
произвольное, наперед заданное число членов, если только будем уметь 
построить основы к-то порядка, не содержащие никакой артикуляции. Самой 
простой основой к-то порядка без артикуляции является граф, который имеет две 
вершины и к ребер, из которых каждое соединяет эти две вершины. Другим 
шршщюм может служить граф с правильной связностью к-оя степени, не со
держащий артщсуляции. Вопросы о построении всех графов с правильной 
еетзйоетью подробно освещены в работе [3], так что мы уже имеем сведения, 
идатолшшщие строить очень много основ, обладающих требуемыми свойства
ми* Наиомншм еще раз, что не всякая основа к-то порядка имеет правильную 
ОМЕЗООСП». То, что мы до сих пор вывели, намечает путь, каким образом надо 
мрсцдацюватъ'* произвольную основу /с-го порядка на граф с правильной 
шшвоотъю, и перечисляет некоторые их основные свойства. 

298 



Укажем теперь возможности некоторого упрощения изучения свойств и по
строения основ к-то порядка, упомянутые в заключении предыдущего отдела. 
Прежде всего дадим определение некоторых новых понятий. Сечение К графа 
О назовем простым сечением графа С именно тогда, если будет существовать 
определенная вершина из С так, что все ребра из I? будут с ней инцидентны. 
Об основе к-то порядка С7* графа О будем говорить, что она проста, если: 
(1) не будет содержать никакой артикуляции; (2) каждое сечение мощности 
к графа С/* будет простым. 

РисЗ. 

Очевидно, что ни одна из основ первого порядка графа, содержащего больше 
двух вершин, не является простой. Самым простым примером простой основы 
/ого порядка является граф, содержащий в точности две вершины и к ребер. 
Другим очень простым примером простой основы к-то порядка является 
граф О*, построенный следующим образом: (а) О* содержит вершины ии 

и2, ,.., ип; V!; V2,..., ^ (где п _- к >̂ 1); (Ь) любая вершина из {их, и2,..., ип} 
соединена только одним ребром с любой вершиной из {о19 V2,..., Vк}, и никаких 
других ребер граф О* не содержит. Случай к = 2, п = 4, а также случай к = 3, 
п = 4, изображен на рисунке 3. 

Покажем, что произвольную основу к-то порядка, которая не является 
простой, можно определенным способом свести к основе, каждый член которой 
является простой основой к-то порядка. 

Бели О* — произвольная основа к-то порядка, в которой любое сечение 
мощности к просто, то произвольный член основы О* является, очевидно, 
простой основой к-то порядка. 

Пусть О — произвольный граф, .& — произвольное его сечение, т — мощ
ность сечения # и {кх, к2,..., кт} — множество его ребер. Пусть В', В" — берега 
сечения Я. Обозначим символом и\ (соотв. г/0 вершину из В' (соотв. В"), инци
дентную с ребром кг из Л. Из графа О образуем граф О* следующим образом: 
(1) удалим из О все ребра сечения .К; (2) прибавим новую вершину V; (3) приба-
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вим новые ребра п'и к'[ (г = 1, 2,..., п) так, что в графе С* ребро Ъ\ (соотв. й*) 
соединяет вершину V с вершиной *4 (соотв. щ); инцидентность остальных 
элементов из О сохраним и в О*. О графе О* будем говорить, что он возникает 
из графа О совмещением сечения К, если О* возникнет из графа О только что 
описанным способом. 

Очевщщо следующее: вершина V является артикуляцией графа О*; члену 
графт С, содержащему ребра из .К, соответствуют в графе (3* точно два члена 
(ж^общей вершиной является афтикуляция V); любой из остальных членов 
графа О является также членом графа О*. Произвольная вершина из О является 
артикуляцией в О* именно тогда, когда она является артикуляцией в О. 

Лешша 7. Если граф О* возникает совмещением непростого сечения мощности 
к основы к-го порядка графа С, то <?* является тоже основой к-го порядка 
и содержит меньше непростых сечений мощности к чем О. 

Доказательство. Пусть Л — произвольное непростое сечение мощности 
к основы к-то порядка О и пусть О* — граф, возникший совмещением сеченда 
.К. Пусть р — артикуляция из О*, которая возникла совмещением сечения Ж 
Любсю-содевие К* графа О*, не содержащее артикуляцию V, является тааде 
сеяепем в (У. Если в произвольном сечении Д*, содержащем артикуляцию 
с, заменим ребра, инцвдентнью V, соответствующими ребрами из Д, получим 
какое-то сечение Я' графа (г. Из этого вытекает сгв*(к) = сг6(к) для всех ребер 
к из С*, которые принадлежат и С Если # — ребро из О*, инцидентное с вер» 
шиаой ру то, очевидно, ст6(д) = &. Следовательно, О* есть основа к-то порядка. 

Каждому непростому сечению мощности к графа О* соответствует в выше 
описанном смысле некоторое непростое сечение графа О. Но в графе О имеется 
еще непростое сечение Я (которому в графе С* соответствуют два простых 
сечения мощности к, содержащие артикуляцию р). Потому что двум различным 
таким сечениям графа С* соответствуют необходимо два различных сечения 
графа О, О* содержит меньше непростых сечений мощности к, чем граф О. 

Совмещение сечения мощности к, которое не является простым, в графе, 
который представляет собой основу к-то порядка, можно повторить и несколь
ко раз за собой и таким образом можно строить дальнейшие и дальнейшие 
основы к-то порядка. Достаточно, правда, когда повторяем это столько раз, 
пока в последней найденной основе к-то порядка имеется сечение мощности 
&, которое не является простым. По лемме 7 число таких сечений при этом 
приеме все уменьшается, так что после конечного числа шагов получим всегда 
основу к-то порядка, каждый член которой является простой основой к-то 
порядка. 

Теорема 9. Пусть граф О* представляет собой простую основу к-го порядка 
(к > 1) и пусть граф С7* возникает из графа О* совпадением вершин по раз
биению С/^*+1); тогда: граф О* имеет правильную связность к-ой степени, 
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содержит все ребра из О* и произвольное его сечение мощности к просто; в (7* 
существует самое больше одна артикуляция. 

Доказательство. Теорема является следствием теоремы 7. 
Аналогично тому, как мы определили простую основу &-го порядка, можем 

определить простой граф с правильной связностью &-ой степени, а именно: 
граф с правильной связностью /с-ой степени является простым, если он не 
содержит артикуляции и если произвольное его сечение мощности к просто. 

Очевидно, что простой граф с правильной связностью первой степени вы
глядит следующим образом: содержит точно две вершины и одно ребро, кото
рое их соединяет. Если О — простой граф с правильной связностью второй 
степени, то О — или двухугольник, или треугольник. При к = 3 и простые гра
фы с правильной связностью /с-ой степени довольно сложны и при их изучении 
(основанием которого служит для нас работа [3], к которой настоящая работа 
примыкает) выведенные сведения облегчают наше положение. 

Из приведенного вытекает, что особенно значительного упрощения при 
изучении основ /с-го порядка можно достичь в случае к = 2 (кроме случая 
к = 1, который уже очень хорошо изучен). Этому случаю посвящены следую
щие леммы. 

Лемма 8. Пусть О — произвольная простая основа второго порядка, не сов-
падающая ни с двухуголъником, ни с треугольником. Совпадением вершин графа 
О по разбиению И^ возникает из графа О граф О, обладающий следующими 
свойствами: (1) любой его член является двухугольником; (2) каждое из его 
ребер инцидентно с определенной его вершиной, которая служит единственной 
артикуляцией графа О. 

Доказательство. По теореме 9 членом графа О может быть только двух-
% угольник или треугольник, и О содержит небольше одной артикуляции. До

кажем, что никакой из членов графа О не может быть треугольником. 
Пусть Н — произвольное ребро из О. По предположению И принадлежит 

Нв(2). Пусть и, V —: вершины, соединенные ребром к. Следовательно, сг0(и, V) = 
= 2, и существует сечение мощности 2, содержащее ребро Н. Пусть д — второе 
ребро этого сечения. Потому что в О существует только простые сечения мощ
ности 2, ребро д инцидентно по крайней мере одной из вершин и, V. Пусть оно 
инцидентно, например, вершине V. Произвольная окружность, содержащая 
ребро к, содержит и ребро д (см. [4], теорема 5), и потому что V не является 
артикуляцией (О, то есть — простая основа), не может быть вершина V инци
дентна, кроме ребер д, к, ни с каким другим ребром из О. Пусть и> — вторая 
концевая вершина ребра д. Утверждаем: вершина и а также >у, Является вер
шиной не меньше третьей степени. Если бы вершина и была вершиной второй 
степени, что значит, что кроме ребра к была бы инцидентной только 
с некоторым ребром /, то или множество {/, д} было бы множеством ребер 
некоторого сечения мощности 2, которое не является простым (а это невозмож-
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но в простой основе второго порядка), или / соединяло бы вершины и, и?. Но 
тогда либо вершина м> была бы артикуляцией графа О (а это исключено), 
либо О был бы треугольник (опять противоречие с предположением). Итак, 
вершина и является вершиной высшей степени, чем второй, и также вершина 
ш (по тем же причинам) является вершиной степени высшей чем второй. 

Пусть теперь м?х Ф м>2 — две произвольных вершины из О степени высшей, 
чем второй. Имеет место следующее: <те(м?19 м>2) > 0 или О является свда-
шим графом; <?о(у*и ^г) > 1 ш ш множество Н0(1) пусто. Предположим, что 
<*$#и **г) ^ 2, т. е. существует сечение _К мощности 2, отделяющее вершинщ 
щь щ. Сечение К просто, и оба его ребра (обозначим их через кг, Н2) инцидентны 
с некоторой вершиной из О (обозначим ее через и>3). Тогда или вершина щ 
является вершиной второй степени или м>3 инцидентна с дальнейшим ребром 
кг. Первый случай не возможен (так как один берег сечения & содержал бы 
лишь одну вершину м>3, в то время как юх Ф м!3 Ф и>2, потому что вершины 
*Ч- ̂ г являются вершинами степени высшей, чем второй). Во втором случае 
каждая окружность, содержащая ребро кх содержит и ребро к2, и не суще
ствует окружности, которая содержала бы ребра кг, к3. Но тогда и>3 является 
артикуляцией — противоречие с предположением, что О — простая основа 
второго порядка. Предаоложение <та(\у±9 м?2) = 2 приводит нас к противоречию. 
Поэтому с0(у*и ш2) > 2 для произвольных двух вершин ^ Ф и>2, которые обе 
имеют степень выше второй. Отсюда вытекает: все вершины из О, которые 
имеют степень выше второй, принадлежат одному и тому же разбиению 17^3). 
Очевидно, что в О нет ни изолированных вершин, ни вершин первой степени, 
ж что произвольная вершина второй степени является единственной вершиной 
некоторого класса из 11^]. Из приведенного уже очевидна справедливость тео-
решл-

Лемма 9. Пусть О — произвольная простая основа второго порядка, иная, чем * 
треугольник. Тогда О содержит четное число ребер, и любое ребро из О является 
ребром точно одного, и притом простого, сечения мощности 2. 

Доказательство. Лемма является следствием леммы 8. 
Под „разделением по-полам" некоторого ребра Н графа О, соединяющего 

вершины и, V разумеется следующее изменение графа О: путь и, к, V (с одним 
ребром к) заменим путем и, к!, м?, кп, V (где м> — новая „делящая по-полам" 
вершина), содержащим два новых ребра к\ к", причем инцидентность осталь
ных элементов из О остается без изменения. 

Т©@рша 10» Пусть (?' — произвольный связный граф без артикуляции, в кото-
р®м. множества Н$(1), Н0г(2) пусты и который содержит по меньшей мере две 
шшрттмы. Пусть О — тот граф, который возникает из О' вследствие разделе-
мтж шншлам всех его ребер. Тогда О есть простая основа второго порядка, 
и мгфёуш простую основу второго порядка, не совпадающую ни с двухугольником, 
ж с треугольником, можно построить описанным способом. 
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Доказательство. Что О является простой основой второго порядка, вы
текает из леммы 8. Пусть теперь О* — произвольная простая основа второго 
порядка, отличная от двухугольника и треугольника. Любое ребро из О* 
является ребром некоторого простого сечения мощности 2. Из этого вытекает, 
что любое ребро из О* инцидентно вершине второй степени. Но каждое ребро 
из О* инцидентно точно одной вершине второй степени (ибо в противном слу
чае существовало бы в (5* непростое сечение мощности 2 или О* был бы тре
угольником, что противоречит предположению), и вторая вершина, которой 
ребро инцидентно, является вершиной высшей степени, чем второй. 

Каждое сечение мощности 2 выглядит следующим образом: содержит две 
вершины из О* степени высшей, чем второй (напр. и, V) и вершину второй 
степени и?, соединенную ребром" с вершинами и, V. Значит, если каждое такое 
сечение заменим ребром, соединяющим вершины и, V, получим граф О', кото
рый (1) не содержит никакой вершины второй степени; (2) имеет по крайней 
мере две вершины; и в котором (3) а0>{К) > 2 для всех к е О'. Граф С?* возник
нет, очевидно, разделением по-полам всех ребер графа 0\ Этим теорема до
казана. 

Ради иллюстрации возможностей применения полученных сведений об 
основах к-то порядка, посвятим несколько замечаний оцененным графам и их 
основам. 

Пусть О — произвольный связный граф, Я — множество его ребер, и пусть 
б является отображением множества Я в множество положительных действи
тельных чисел. Число 5(к), где к е Я, назовем значением ребра к при оценке <5. 
Под значением подграфа О' графа С при оценке <5 будем разуметь сумму 

ё(е')= X**)-
НеО' 

Каснемся кратко задачи найти подграф О* оцененного графа О, который 
имеет следующие свойства: (1) О* содержит все вершины из О; (2) О* является 
связным графом и останется связным, если из него удалим меньше чем к 
(к — произвольно выбранное, фиксированное натуральное число) его произ
вольных ребер; (3) среди подграфов графа, которые имеют приведенные свой
ства, не существует такой подграф, который имел бы значение меньше й(0*). 

Подграф, обладающий свойствами (1), (2), (3), должен быть, очевидно, 
основой &-го порядка, и поэтому он существует только тогда, когда существует 
основа &-го порядка графа О. 

Задача найти в данном связном оцененом графе О подграф Сх* со свойствами 
(1), (2), (3) для случая к = 1 решена в работе [5]. В работе [6] выведены и усло
вия для существования одного единственного решения задачи. Но совсем 
ничего неизвестно о решении задачи при к > 1. Выведенные здесь результаты 
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позволяют найти в данном графе любую основу /с-го порядка графа О, и по
знакомиться и с условиями существования основы к-то порядка графа О. От
метим, что метода ведущий к цели в случае к = 1 и выведенный в работе [5], [6], 
не должен привести нас к цели в случае к > 1. Мы имеем в виду следующий 
метод: Пусть О — связный граф, в котором о каждом его ребре к справедливо 
неравенство (ГеО1) _ к. Из графа 01 — О удалим то из ребер, не принадлежа
щих Н0(к), которое имеет наибольшее значение — возникнет так граф 02. 
В общем случае: из графа С1 удалим то из ребер, не принадлежащих Нв.(к\ 
которое имеет наибольшее значение, чтобы возник таким образом граф (?{+1. 

Рис. 4. 

После конечного числа таких шагов получим (см. лемму 1) определенную осно
ву к-то порядка графа О. Эта основа не должна, однако, уже при к = 2 иметь 
свойство (3). Приведем конкретный пример: 

На рисунке 4а изображен связный граф О0 (число у отдельных ребер означает 
значение ребра), в котором сг0о(к) ^ 2 для любого ребра к из С0. Описанным 
методом мы получили бы основу второго порядка Ох (рисунок 4Ь), значение 
которой равно &(р1) = 21, в то время как основа 02 (рисунок 4с) имеет значение 
19, т. е. меньшее чем Ох. 

Затруднения, связанные с отыскиванием основы /с-го порядка, которая 
имела бы свойство (3), в данном оцененом графе О вытекают из все еще недо
статочного знания свойств* основ к-то порядка. Полученные нами сведения 
являются только скромным вкладом, служащим к устранению этого недо
статка. 

Из леммы 1 непосредственно вытекает следующее: если в данном связном 
графе С для каждого ребра й, (тв(к) ^ к и для определенного его ребра дсгв(д) > 
> к, то существует основа к-то порядка графа не содержащая д, в то время 
как каждое ребро из Нв(к) принадлежит каждой основе /с-го порядка графа О. 
Но при к > 1 может в О существовать и такое ребро /, не принадлежаюее 
никакой основе /с-го порядка графа (для случая к = 2 может примером такого 
ребра служить ребро к5 графа, изображенного на рисунке 1). 

Интересной и пока открытой является следующая проблема: 

Пусть к > 1 и пусть О — связный граф, в котором для каждого ребра 
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к (т0(Н) ^ к. Требуется найти множество всех тех ребер графа О которые не 
принадлежат никакой основе к-то порядка графа О. 

Решение этой задачи могло бы облегчить путь к нахождению основы к-то 
порядка графа О, которая имеет свойство (3), а именно так, что достаточно 
было бы ограничиться графом, который получим из графа О, устранив из него 
все вершины этого множества. 

Задачу о нахождении основы к-то порядка (к > 1) со свойством (3) в данном 
оцененом графе О можно с учетом практических приложений сформулировать 
следующим образом: пусть оцененый граф О изображает допустимые возмож
ности построения системы связи в следующем смысле: произвольная вершина 
из О представляет некоторый центр, ребро — прямую линию, соединяющую 
два центра; значение ребра пусть означает, например, расходы на построение 
этой линии. Если две вершины из О не соединены в О ребром, то пусть это зна
чит, что построение прямой соединяющей линии по каким-то причинам нельзя 
осуществить (высокие расходы, территориальные препятствия и т. под.). Задача 
состоит в следующем: надо в рамке данных возможностей, изображенных 
графом 6, найти такой вариант системы связи, чтобы на его построение пошли 
минимальные расходы и чтобы при этом система связи обладала следующими 
свойствами: любой центр с другым центром системы имеет или прямое 
соединение, или по крайней мере соединение посредством навязывающих на 
себя прямых линий (это во-первых) и во вторых: описанное свойство система 
связи не потеряет даже тогда, когда произвольные ее прямые линии в числе 
меньшем к из-за аварии или по каким-либо другим причинам выключены. 
Очевидно, что решить эту задачу равняется тому, найти основу к-то порядка 
графа О, обладающую свойством (3). 
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Resumé 

O KOSTRÁCH VYŠŠIEHO NEŽ PRVÉHO RÁDU 

ANTON KoTZiG, Bratislava 

Článok je rozvrhnutý do piatich kapitol. Úvodná prvá kapitola obsahuje definície 
pojmov autorom už predtým zavedených, ktoré sú potřebné pre ďalší výklad. Sú to: 
pojem řezu, oddelujúceho dvojicu uzlov, stupeň súvislosti medzi uzlami a isté roz
klady na množině uzlov a na množině hrán. Novozavedeným je pojem kostry k-teho 
rádu (veta 1) a je dokázaná existenčná veta (2). Vzťah kostry k-teho rádu k spomenu-
tému rozkladu na množině hrán, ďalej vzťah ku kostrám vyššieho než k-teho rádu 
vyjadrujú vety 3 a 4. Odvodzuje sa základná veta o zobecněných kostrách v grafoch 
s artikuláciami (5). V tretej kapitole sa využívajú prv autorom odvodené výsledky 
a študuj ú sa speciálně typy kostier. Odvodzuje sa predovšetkým základná veta 
o „redukcií" daného grafu na graf pravidelné súvislý (veta 6) a jej dósledky pre zobec
něné kostry (7). Záverom popisuje sa konstrukoia pravidelné súvislých zobecněných 
kostier. V štvrtej kapitole definuje sa špeciálny typ řežu tzv. jednoduchý rez (t. j . rez, 
v ktorom všetky hrany sú incidentné s tým istým uzlom) a pojem jednoduchej kostry. 
Uvádza sa konštrukcia, ako odstrániť všetky nejednoduché řezy. Podrobnejšie sa 
skúmajú najma kostry druhého rádu a je popísaná konštrukcia jednoduchých kostier 
druhého rádu. V poslednej (piatej) kapitole věnuje sa niekolko poznámok zobecně
nému Borůvkovmu problému, ktorý spočívá v úlohe nájsť v ohodnotenom grafe mini-
málnu kostru daného rádu. Okrem toho je postavený ďalší problém súvisiaci s híaefe 
ním minimálnych zobecněných kostier. 

Zusammenfawirng 

t)BE3^ tífiROSTE HČHERER ORDNUNG 

ANTON KOTZIG, Bratislava 

Die Arbeit bestefat aus funf Kapiteln. Das einleitende Kapitel enthált die Definitio-
nm einiger, schon friiher vom Verfasser eingefuhrten Begriffe, die fur die weitere Aus-
flhrung notwendig sind. Es sind die folgenden: der Begriff des Schnittes, der zwei 
Knotenpunkte voneinander trennt; Grád des Zusammenhanfees zwischen den 
Knotenpunkten, gewisse Zerlegungen der Knotenpunktmenge und der Kantenmenge 
eínes Graphen. Neu wird der Begriff des Gerústes k-ter Ordnung eingefuhrt (Satz 1) 
und anschliessend der entsprechende Existenzsatz bewiesen (Satz 2). Die Beziehung 
des Geristes k-ter Ordnung zur erwáhnten Zerlegung der Kantenmenge, sowie zu 
Geristen hoherer als k-ter Ordnung wird in den Sátzen 3 und 4 dargelegt. Es wird ein 
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grundlegender Satz über verallgemeinerte Gerüste in Graphen mit Artikulation abge
leitet (Satz 5). Im dritten Kapitel werden zunächst die vom Verfasser abgeleiteten 
Ergebnisse ausgenutzt und spezielle Typen von Gerüsten studiert. Vorerst wird der 
.grundlegende Satz über die „Reduktion" eines Graphen auf einen regelmässig zu
sammenhängenden Graph (Satz 6), sowie die Konsequenzen dessen für die allgemeinen 
Gerüste (Satz 7) abgeleitet. Abschliessend wird die Konstruktion regelmässig zu
sammenhängender Gerüste beschrieben. Im vierten Kapitel wird ein spezieller Typ 
eines Schnittes, der sogenannte einfache Schnitt (d. h. ein Schnitt, bei welchem alle 
Kanten mit demselben Knotenpukt inzident sind), sowie der Begriff des einfachen Ge
rüstes definiert. Es wird die Konstruktion angegeben, welche alle nicht einfache Schnitte 
entfernt. Einer eingehenden Untersuchung werden insbesonders die Gerüste zweiter 
Ordnung unterworfen und dann die Konstruktion einfacher Gerüste zweiter Ordnung 
angegeben. Das letzte (fünfte) Kapitel wird einigen Anmerkungen zu dem verallge
meinerten Borüvkaschen Problem gewidmet. Dieses Problem besteht in der Aufgabe, 
ein minimales Gerüst gegebener Ordnung in einem bewerteten Graphen zu finden. 
Ausserdem wird ein weiteres Problem aufgestellt, das mit dem Aufsuchen minimaler 
verallgemeinerter Gerüste zusammenhängt. 
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