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Casopis pro p&stovini matematiky, ro€. 86 (1961), Praha

K AXIOMATISACI TROJHODNOTOVE VYROKOVE LOGIKY

MIROSLAV MLEZIVA, Praha
(Doslo dne 4. &ervna 1960)

V ¢lanku je podédna axiomatisace funkéné viplného systému trojhodnotové
vyrokové logiky. Dva znamé Stupeckého systémy axiomu pracuji s tfemi pri-
mitivnimi funktory. Zde zkoumany systém ma pouze dva primitivni funktory.

Podatek vyzkumu vicehodnotovych logik spada do prvni &tvrtiny tohoto stoleti.
Prvni vysledky podali nezivisle na sobé& J. LukasiEwicz a E. Post [1]. Roku 1920
vytvofil Lukasiewicz (viz napf. [2]) maticové definovany systém trojhodnotové
logiky vyroki s primitivnimi funktory implikaci (C) a negaci (N), jak jsou definovany
v tabulce 1. Roku 1929 axiomatisoval tento Fukasiewicziiv systém M. WAJSBERG.
Nato ukazal J. SLUPECKI [3] 1936, Ze tento trojhodnotovy systém Fukasiewicziiv neni
funk&n& uplny (tj. jeho primitivnimi funktory nelze definovat viechny mozné funktory
trojhodnotové vyrokové logiky) a Ze se stane funk&n& Giplnym po pfipojeni jedno-
argumentového funktoru 7' (Tp nabyva hodnoty 2 nezavisle na hodnot& argumentu p)
k primitivnim funktorim C a N. Shipecki podal také axiomatisaci systému s funk-
tory C, N a T. V roce 1946 [4] publikoval dikaz dplnosti svého axiomatického
systému a podal dal§i funkéné& tplny systém trojhodnotové logiky vyroki a jeho axio-
matisaci. Tento druhy systém Stupeckého obsahuje primitivni funktory =, N, R,
které jsou definovany v tabulce 2. ProtoZe z axiomatisace tohoto systému vychazime
v dal§ich tvahach, uvedeme Stupeckého axiomy.

C|123|N =123 |N|R =123 |R

111233 11123132 11132
1122 21111111 11111

3j111 )1 31111113 3111
Tab. 1 ' Tab. 2 Tab. 3

V8echny vZdy-pravdivé formule (tj. nabyvajici podle tab. 2 pro viechny hodnoty
argumenti pouze hodnoty 1) systému s funktory =, R, N jsou odvoditelné z nésle-
dujicich deviti axiomi:

392




I'(p=g)=[lg=r)=(p=>r], - VI p=[Rg=R(p=4)],
II': (Np=p)=p, VII': RRp=p,
r': p=(Np=gq), VIII': p= RRp,
IV': Rp= Np, , _ IX': NRNp.

V:R(p=4q)=Rgq,
Pravidla zavéru jsou ve Stupeckého systému dvé: pravidlo odlouéeni

A,A=B
B

P’

a pravidlo substituce (formuli. za vyrokové proménné) formulované obvyklym zpd-
sobem.

V tomto &lanku bude podana axiomatisace systému vyrokové logiky, ktery je vy-
mezen tabulkou 3. Prvky systému jsou tedy viechny ty formule, utvofené z vyroko-
vych proménnych a funktori — a R, které nabyvaji podle tabulky 3 pro vSechny
hodnoty proménnych hodnoty 1.

Véta 1. Systém s primitivnimi funktory — a R je funkéné uplny.

Funk¢éni plnost prokdZeme prosté tim, Ze na zdkladg funktori — a R definujeme
funktory systému Stupeckého (R miZeme pominout, protoZe je v obou systémech
urden stejng), o nichZ je zndmo [4], Ze postaduji k definiénimu zavedeni vSech funktord
trojhodnotové vyrokové logiky: '

Definice 1. p =g =, p (P - q).

Definice 2. Np =, p — Rp.

Eliminace funktoru N bylo dosaZeno jednoduse zAménou hodnot 2 a 3 v tabulce
implikace Stupeckého systému (tab. 2).

Axiomatisaci tohoto systému provedeme metodou zprostfedkované axiomatisace,
opirajice se o to, Ze jiZ byl axiomatisovin systém ureny tabulkou 2. Pro dvou-
hodnotovou vyrokovou logiku s implikaci byla tato metoda podrobné vyloZena
v [5]- Zde je ta zvlaStnost, Ze implikace systému axiomatisovaného (systém s funktory
—, R) a systému, jehoZ axiomatisace je pfedpoklddéana (systém s funktory =, N, R),
se lisi.

Nejprve jesté definujeme pojem deduktivni ekvivalence formule jedné nebo vice
formulim (4, B, By, ..., B; jsou proménné formuli).

Definice 3. a) A je deduktivné ekvivalentni B(A ~ B) tehdy a jen tehdy, jsou-li odvo-
ditelné formule 4 - B, B— A; b) A je deduktivné ekvivalentni B,, B,, ..., B;
(A ~ By, By, ..., B;) tehdy a jen tehdy, jsou-li odvoditelné formule 4 — B, A — B,,
.o A> B, By > (B, > ...> (B, > 4)...).
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UvaZujme nyni tuto mnoZinu axiomi:
L[(p>q)-r]>[r->p) (-0l
II: R(p - q)i—} (Rq - r) s
II: p— {(g > Rq) > [(Rg - q9)~ R(p—-9)]},

IV: p > RRp, '
V:RRp—p.
Pravidly zavéru jsou zde: 1. pravidlo odloudeni P:
A, A—- B
B b

2. obvykle formulované pravidlo substituce.

Véta 2. MnoZina axiomit I-V je bezespornd.

Bezespornosti axiomi zde rozumime, ievjs(_)u odvoditelné jen ty z formuli, obsahu-
jicich pouze funktory — a R, které jsou vZdy-pravdivé podle tabulky 3.

Diikaz. 1. VSechny axiomy jsou podle tabulky 3 vZdy-pravdivymi formulemi.
2. Obvykle formulovanym pravidlem substituce nemtiZzeme ze vZdy-pravdivych for-
muli ziskat jiné formule, neZ zase vZdy-pravdivé. 3. Také pravidlo odlouéeni ,,pfenasi
vlastnost vidy-pravdivosti z pfedpokladl na zavér. Pfedpokladejme, Ze A a 4 - B
jsou pravdivé — tj. maji hodnotu 1. Pak miZeme psat misto antecedentu implikace
hodnotu 1 a tvrdit, Ze implikace 1 — B ma hodnotu 1. Tabulka 3 nam ukaZe, Ze
implikace, jejiZ prvni ¢len m4 hodnotu 1 ma sama hodnotu 1 pouze tehdy, ma-li
i druhy €len hodnotu 1. Tedy i B je pravdivé. Ze vZdy-pravdivych axiomi Ize pomoci
pravidel odvodit pouze vZdy-pravdivé formule. NemtiZe tedy nastat pfipad, abychom
odvodili n&jakou formuli a také jeji negaci.

' Véta 3. MnoZina axiomi I—-V Jje uplnd.

Uplnosti axiom# zde rozumime, e jsou odvoditelné viechny ty formule, obsahujici
pouze funktory — a R, které jsou vZdy-pravdivé podle tabulky 3.

Dikaz. Bude ukazéno, 7e¢ za pomoci definic jsou z axiomd I—V odvoditelné
viechny vZzdy-pravdivé formule Stupeckého systému (s funktory =, N,R) a Ze
viechny vZdy-pravdivé formule zde zkoumaného systému lze redukovat na odvodi-
telné formule Stupeckého systému.*)

Axiom I m4 tu vlastnost, Ze z ného miZeme odvodit v§echny ty ,,Cist&* implikativni
formule (tj. obsahujici pouze funktor implikace), které plati ve dvouhodnotové vyro-

*) MoZnosti ,,redukce’* mnoZiny formuli % na mnoZinu formuli B zde rozumime moZnost
ukdézat, ¥e viechny formule mnoZiny U Ize odvodit (poinoci danych pravidel) z formuli mnoZiny .
Je-li zndmo, Ze z axiomi jsou odvoditelné viechny formule mnoZiny 8 a Ze v§echny formule mno-
%iny ¥ miZeme v uvedeném smyslu ,,redukovat® na formule mnoZiny 9B, pak usuzujeme, Ze vie-
chny formule mnoziny 2 jsou odvoditelné z axiomd.
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kové logice [6]. Jsou tedy odvoditelné nasledujici formule: -

(p=>a)~>[a-r)~>(r-1],
(g->n-lp->9~>(->1],
fr->@-n]-[a~(p>n].
(p~a)~[r->(p-49].

RV ECERIEICET )R
[p=>a)>r]=(a-7),

-p—p,

.p=(g-0p),

9. [(p—>a)~prl-0p,
10.[p-(@->n]->[r~a)~>(p-7)],
1. [(p>4q)~4q]l-[a-r]-rl,

12.(p=>(p=9) = {p-(p= )~ {a~@-)->[g=(@->r)->(p~
= (p->r)l}}-

N H W N =

O 0 N O

Musime dale odvodit fadu formuli, obsahujicich funktor R. Pfi odvozovéani po-
uZijeme toho zkraceného zpthsobu zdpisu jednotlivych krokd odvozovani, ktery je
podobny zpisobu, zavedenému polskymi logiky. Objasnime tento zplisob z4pisu na
piiklad& odvozeni formule 22. V ¥Adku nad formuli 22 je vyjadfeno toto: Ve formuli 3
dosadime za proménnou p proménnou ¢, za g formuli 7 a za r formuli Rg — (Rq -
— r); z obdrZené formule pak podle pravidla P odlougime (,,0% je znak odloudeni)
formuli, ktera vznikne z formule 21 dosazenim formule 7 za proménnou p; dale od-
loucime jesté formuli 7; vysledkem je formule 22. Analogicky ¢teme zapisy zpisobu
odvozeni i v jinych pfipadech.

3q/g > Rq, r/[(Rg - q) > R(p - g)] x O 1I — 13.

13. (4> Rg)>{p—>[(Rg>q) > R(p- 9]},
6p/q, q/Rq, r/p - [(Rg > q) > R(p = ¢)] x 013 — 14.

14. Rq—*{p—»[(Rq—)q)—»R(p—»q)]}, )
2q/p > [(Rg = q) > R(p > q)], /(Rg - q) > [p » R(p - 9)],
p/Rq x O 3q/Rq — g, r/R(p— q) — 014 — 15.

15. Rq — {(Rq - q) - [p - R(p - q)]} ,
3p/Rq, q/Rq— g, r/[p > R(p > q) x 015 - 16.

16. (Rq — q) - {Rq - [p — R(p - q)]} R
6p/Rg, r/Rg —[p—>R(p—~q)] x 016 — 17.

17. g > {Rq—;[p—»R(p—»q)]},
2g/R(p - q), r/Rg >r x O — 18.

18. [p~>R(p-4q)] > [p—~(Rg~7)], _
2q/p = R(p — q), r/[p > (Rq - 1), p/Rg x O 18 — 19.
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19. {Rq — [p - R(p - q)]} - {Rq — [p - (Rq — r)]} ,
2q/Rq‘ >[p->R(p~ q)], r/Rg - [p - (Rg—r1)], pla x 019 - 017 - 20.
20. g > {Rg~>[p—>(Rg->n)]},
2g/Rg = [p -~ (Rg - 1)], r/p - [Rg — (Rq > )], p/a x O 3p/Ry, a/p,
r/Rgq ->r— 020 —21.
2. g->{p—> [Rq - (Rq - r)]} ,
3p/q, q/7, r/Rg > (Rg—>r) x 021 p/T— 07 — 22.
22. g > [Rg - (Rqg—1)],
2g/Rp - (Rp = q), r/Rp = q x O 5p/Rp — O 22q/p,r/q — 23.
23. p—>(Rp—q),
3g/Rp, rlqgx 023 — 24,
'24. Rp-(p—9q),
2q/Rp, r[p > g x 024 — 25.
25. (p>Rp)—=[p->(p~9)],
3p/p = Rp, q/p, r/[p—q x 025 — 26.
26. p—~[(p—>Rp)>(p~4d)].
2g/(p - Rp) = (p — g), r/p > [(p = Rp) = q] x O 3p/p — Rp, q/p,
r/g x 026 — 27.
2. p—={p~[(p— Rp)~ q]}
2q/(p — Rp) = g, r/(p — Rp) = [(p > Rp) = q] x O 4p/p - Rp — 28.
28. {p—>[(p>Rp)—>ql} > {p—{(p— Rp) > [(p— Rp) - 4]},
2q/p—>[(p > Rp)—4q], r/p > {(p > Rp) > [(p > Rp) > q]} x 028 —
—027-129.
29. p—>{p~{(p~ Rp) - [(p— Rp) ~ 4]},
9gq/Rp — 30.
30. [(p—va)—>p]—>p,
1p/(p = Rp) » [(p = Rp) = p], 49/(p = Rp) - p, r/p x O 5p/p - Rp,
q/p — 030 — 31. .
31. {(p~ Rp) = [(p~ Rp) > ]} = p,
4p/(p - Rp) > [(p—Rp)—p], q/p x 031 — 32
32. {(p—~ Rp) > [(p— Rp) = p]} = {{(p » Rp) > [(p - Rp) > p]} - 1},
29/(q — Rq) > [(Rq —» ) » R(p > 9)], /(Rg — g) -~ [(g > Rg) -
— R(p — q)] x O3p/qg - Rq, q/Rq — g, r/R(p - q) — OIII — 33.
33. p > {(Rg > q) > [(¢ > Rg) > R(p > q)]},
3q/Rq — g, r/(q—»Rq)—»R(p—»q) x 033 —34. .
34, (Rq - q) - {p— [(q - Rq) - R(p— q)]} ,
34g/p > q — 35.
35. [R(p—>a) > (p—>a)] > {p~>{[(p>29) > R(p > 9)] > R(p > (» > D)},
3p/R(p—~ q). g/Rq, 7/[p~>q x OTrjp—>q — 36.
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36.

37.

38.

Rq - [R(p = q) - (p—~9)],

29/R(p - q) > (p—q), rlp —> {[(p ~ q) - R(p -q)] - R(p -(p~ q))}

p/[Rg x 035 — 036 — 37.
Rg=>{p->{(p~9)~R(p—>q9)]—-R(p-(r-a)},
3p/Rq, q/p, r/[(p > q) > R(p = q)] > R(p » (p > q)) x 037 — 38.

p~{Rg~>{[(p~49)~> R(p—>4q)]->R(p—>(p- 9},
29/Rg - {[(p ~> q) > R(p — q)] > R(p ~ (p'~> 9))}

rl{Rq - [(p - q) = R(p - 9)]} = [Rg = R(p = (p = q))] x O 10p/Rg,

af(p>4q)~>R(p—a), r/R(p > (p—4q)) x 038 —39.

39.

40.

41.

42.

43.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

p~{{Rg>[(p—4q)~ R(p—q)]} > [Ra~R(p-(p~a)]}

10g/Rq — [(p—-»q)—»R(p——)q)], r/Rq —->R(p—+(p-—>q)) x 039 —40.
{r-{Rg~>[(p>9)>Rp~>a}} > {p~>[Re~>R(p~(r—a)I},

6p/Rq, r/p - [(g > Rq) > R(p > q)] x 034 —41.
g->{p-[(¢d~>Re)~>R(r~q]},

3p/g, q/p, r/(g > Rq) > R(p - q) x 041 — 42
p~{q-[(ad-Rg)—R(p~ 9]},

10r/(g > Rq) > R(p — q) x 042 — 43.
(r>q)~{r~[a~>Rg) - R(p~ 9]},

3p/p = q, q/p, r/(q-eRq)—»R(p—-»q) x 043 — 44.

.p~{pr-9)~-[(g~Rg)—=R(p -9},

2q/(p - q) > [(a = Rq) = R(p ~ q)].

r/(q = Rq) - [(p — 9) = R(p — q)] x O3p/p - q, q/9 = Ry,
r/R(p— q) — 044 — 45.
p~>{(@a~Rq)->[(p~ a9~ R(p~4q]},

2q/(q = Rq) = [(p— q) = R(p ~ 9)],

r/Rg = [(p = q) = R(p = g)] x O 6p/q, q/Rq,

r/(p—>q)—> R(p—q) x 045 —46.
p~>{Rg~>[(p~>a9)~>R(p~q]},

40 x 0 46 — 47.

p—[Rg->R(p~(p~ 9)],

24/Rq » R(p — (p — q))» ’

r/Rqg — [Rq » R(p = (p = 9))] x O 8p/Rq ~ R(p ~ (p — 9)),
q/Rq — O 47 — 48.

p—{Rg— {Rg— R(p—(p—a)}},

8p/48, q/p x 048 — 49 .
p—>{p—>{Rg~>[Rg—>R(p-(p-a)l}},

3p/R(p - (p — q)), 9/R(p = q), r/g x Ol g/p— g, rlg — 50.
R(p—»q)~[R(p—-(p—9)~-4],

2q/R(p — q), r/R(p — (p — q)).-> q, p/Rq — q x 050 — 51.
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51.

[(Rq = 2) = R(z — @] = {(Ra — @) = [R(p — (> ) = 4}

- 29/(Rg > g) = R(p = q), r/(Rg — q) = [R(p~ (P~ 9)) = 4],

52.

53.
54,
55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.
64.

65.

398

plqg = Rg x O51 — 52.

{(a = Rg) = [(Rg = q) > R(p ~ q)]} - {(¢ > Ra) » {(Rg ~ q) -

= [R(p = (p—~ 9) » 4q}}
2q/(q - Rq) - [(Rq — q) - R(p - q)]
rl(g - Rq) - {(Rg - q) - [R(p—»(p—» q)) > q]} X 052 — 0TI — 53
p—~{(a—>Rg) - {Rg—q)~[R(r~(p~4q)~4al}},
1p/R(p— q), q/(p > q)~>r, r/]g—>r x 024p/p — g, g/r — 0 6 — 54.
R(p—a)>(a-7), |
1p/R(p > (p—~4q)) af(p—>4q) > r.rlg—>rx O054g/p>qg—06—755.
R(p=(p—~aq)~>(@~r1),
1p/R(p-—~ q), 4/(p > q) = p, r/p x 0 24p/p > q, q/p — 09 — 56.
R(p—>gq)—p,,
1p/R(p - (p = q)), alp; -
r/(g > Rq) ~ {(Rg ~> q) > [R(p > (p > q)) ~ q] x 056g/p—>g — 053 — 57.
R(p—(p—9)~- {(ag~Ra)~ {(Rg~>4q)~ [R(p - (p—-9)~4ql}},
3p/R(p - (p - 9)), 9/a = Ry,
r/(Rq—->q) [R(p—)(p—»q))—-)q]x057—58.
(>R~ {R(p~(p-q)~{(Rg~>q)~>[R(p~(p—q)~4l}},
1p/R(p — (p = 9)), 9/9 > Rq,
r/R(p = (p —.9)) = {(Rg = q) = [R(p = (p = q)) = 4]} x O 55r/Rq —
—~058—59.
R(p=>(p—~q)~>{R(p-(p—>9)~{Ra~>q)~>[R(p~(p—a) - al}},"
S5p/R(p— (p— 9)), 4/(Rqg— q) > [R(p~ (p—q)) = q] x 059 — 60.
R(p = (p > q) > {(Rg >q) > [R(p ~ (p ~ 9)) > ]},
29/(Rq — q) = [R(p ~ (P > @) > g}, r/R(p > (p > 9)) > [(Ra > ) » 4],

p/R(p— (p—q)) x 03p/Rqg— g, q/R(p— (p—q)), r/g — 060 — 61.

R(p—(p—q)~{R(p~(p—q)-[(Rg—q)— 4]},
5p/R(p - (p - q)) q/(Rg = q) - q x 061 —62.
R(p—(p—q)~ [(Ra—~q) 4],
1p/R(p - (p - 9)), a/(Rq — q) - q,
r/(g = Rq) > Rqg x 062 — O 11p/Rq — 63.
R(p—(p—4q)) > [(¢ > Rq) > Rq],
10p/R(p — (p = 4q)), 4/q9 > Rq, r/Rg x 0 63 — O 55r/[Rq — 64 .
R(p—(p—4q) > Rq,
4p/R(p ~ (p — 9)), g/Rq x 0 64 — 65.
R(p—(p—9) - [R(p—-(p—4q)—Rq],
4q/RRp x OIV — 66 :



66. p—+(p—-> RRp),

4p/RRp, q/p X OV — g7 |
67. RRp — (RRp - p)

3p/R(p = Rp), 4/RRp, r/Rp x O g/Rp, r/Rp — 68 .
68. RRp - [R(p » Rp) - Rp],

19/RRp, r/R(p - Rp) - Rp x OTIV — 0 68 — 69 .
69. p— [R(p - Rp) - Rp],

3g/R(p — Rp), r/Rp x 069 — 70.
70. R(p—->Rp)-—>(p—>Rp), '

1p/R(P ~ Rp), 4/p > Rp, r/RR(p » Rp) x 070 — O IV p/p — Rp — 71 .
71. R(p —~ Rp) - RR(p — Rp),

54r/Rq — 72.

72. R(p~ q) - (¢ > Rg),
IIrfqg —73.
73. R(p~ q) = (Rg ~ q),
8p/Rp, q/p — 74.
74. Rp —)(p—»Rp)’
4p/Rp, q/p - Rp x 074 — 175.

75. Rp > [Rp - (p — Rp)].

PouZijeme-li nyni definic 1 a 2, obdrZime z odvozenych formuli 12, 29, 32, 75, 49,
65, 66, 67, 71 devét Stupeckého axiomi pro systém s funktory =, N, R.

Pravidlo odloudeni P’ platné v systému Stupeckého zde miZeme vyjadfit takto:

A,A—»(A-—»B)
————————-—B .

Toto pravidlo Ize velmi snadno dokazat na zéklad& pravidla odloudeni, uZivaného
v nafem systému. Pfedpokladejme, Ze plati premisy pravidla Stupeckého 4 a 4 —
— (A — B). Platné A tedy na zéklad& naSeho pravidla P dvakréat odlougime a dosta-
vame B. V naSem systému lze tedy piejit od premis Stupeckého pravidla k zavéru
téhoZ pravidla. Pravidlo ze Stupeckého systému je tedy odvozenym pravidlem v naSem
systému.

Z toho, Ze jsou odvoditelné axiomy a dokazatelné pravidlo P’ Stupeckého systému
je patrné, Ze z axiom@ I—V jsou odvoditelné vSechny vZdy-pravdivé formule systému
s funktory =, R, N. '

Odvoditelnost viech vZdy-pravdivych formuli systému zde zkoumaného ukaZeme
nyni tim, e dokaZeme redukovatelnost téchto formuli na vZdy-pravdivé formule
Stupeckého systému a tedy na formule, které jsou odvoditelné i v nasem systému.

399



Z formuli I1I, IV, V, 56, 72, 73 vyplyva platnost ekvivalenci:
E;: R(A— B) ~ A,B—> RB,RB— B,
E,: RRA ~ 4.

Platnost téchto ekv1valen01 dovoluje redukci viech formuli s funktory —, R na
formule, kde R stoji pouze pfed proménnymi a to pouze jednou.

Na zaklad€ formuli 4, 5 a definice 1 plati i ekvivalence
E;: A=B ~ A-B.

Pro formule, v nichZ R nestoji pfed Zadnou jinou komponentou formuli kromé
proménnych, plati na zaklad€ E;, Ze smime implikaéni znak — nahradit na libovol-
ném mist& implika¢nim znakem = (v dfsledku toho, Ze jsou odvoditelné viechny
,,Cisté implikaéni vzdy-pravdivé formule, které plati v dvouhodnotové logice; po-
drobngjsi zddvodn&ni v [5] str. 18). )

ProtoZe viechny formule s funktory — a R, které jsou vZdy-pravdivé na zakladé
matice (tab. 3), Ize podle E, a E, redukovat na vzdy-pravdivé formule, v nichZ je R
pouze pred prostymi proménnymi, miZeme v téchto formulich v§ude nahradit funktor
— funktorem =>. Tim redukujeme v§echny vZdy-pravdivé formule s funktory — a R
na vidy-pravdivé formule s funktory = a R (tj. €ast Stupeckého systému). Tyto jsou
vSak vSechny odvoditelné na z4klad&€ axiomt I—V a pravidel. MiZeme tedy usoudit,
Ze jsou odvoditelné i vSechny vZdy-pravdivé formule s funktory — a R. Zkoumany
systém axiomi je tedy uplny.

Véta 4. MnoZina axiomi 1—V je nezdvisld.

Dikaz. PouZijjeme obvyklé metody interpretace maticemi. Pro kaZdy z axiomu
udame tabulkovou interpretaci funktord — a R, ktera vyhovuje pravidlu odloudeni P,
podle niZ budou vZdy-pravdivé vSechny axiomy kromé toho, jehoZ nezavxslost ma byt

-dokazana.

—|112345|R
171132222
2111111141
371111113
41111111]3
Si1113113

Tab. 4

Nezavislost axiomu I je dokazovana na zékladg tabulky 4. Pro hodnoty prom&n-
nych p =5, g = 4, r = 3, s = 1 nabyva axiom I vysledné hodnoty:

[(-4)-3]->[3-35)->(1-35)]
[3 3] > [1 2]
1-3
2



Nezévislost axiomu II je dokazovana na zékladg tabulky 5. Ostatni axiomy z0sta-
vaji pfi této interpretaci vZdy-pravdivé; axiom II nabyva pro p=1,g =2, r=3
hodnoty: ‘

R(1 - 2) > (R2 > 3)
R3 > (1-3)
1-2
3

Nezévislost axiomu III je dokazovana pomoci tabulky 6. Ostatni axiomy jsou
pfi této interpretaci vZdy-pravdivé; axiom III nabyvd pro p = 1, ¢,= 3 hodnoty:
1 {(3->R3) > [(R3->3)->R(1-»3)]}
1-{3-3)>[3-3->RO)]}
1 {1~ [1-3]}
1-{1-3}
1-3
3

Nezavislost axiomu IV je dokazovana pomoci tabulky 7. Zatim co ostatni axiomy
ziistavaji vzdy-pravdivé, nabyva axiom IV pro p = 1 hodnoty: '
1 - RR1
1 - R2
1-2
3

Nezévislost axiomu V je dokazovina na zakladé tabulky 8. Axiom V mé pro
p = 2 hodnotu:

RR2 —» 2

R3 -2

152

3
—-[123|R —>[123 R| 4‘123 R | 123|R
11132 111332 11132]2 1113213
2111171 2(1111}1 2111112 2111113
3111111 3111113 3111111 3111111

Tab. 5 Tab. 6 ~Tab. 7 4 Tab. 8

MnoZina axiomé I—V je tedy nezavisl: -

Poznédmka. Axiom II obsahuje tfi rizné proménné. Je' mozné dosdhnout toho, aby
vSechny axiomy kromé& prvniho obsahovaly pouze dv€ proménné, nahradime-li
axiom II dvéma axiomy:

]

R(p—->q).—>(Rq—>q) a Rp—»(p‘—-»q).
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PesomMme
K AKCUOMATH3AIIMU TPEX3HAUHOM JIOIT'MKU BBICKA3BIBAHUIA
MUPOCIJIAB MJIE3UBA (Miroslav Mleziva), Ilpara

B 3TOM cTaTrhe paccMAaTpHBAETCS CACTEMAa TPEX3HAYHOW JIOTHKH BBHICKA3BIBAHMH,
KOTOpast ompelesieHa MaTpHUIlel

—-[123|R
11132
211111
31111

IIpexxme Bcero IOKa3aHO, YTO 3Ta cHCTeMa (GYHKOHOHANBHO moJHAa. VI3BecTHas
axcmoMaTH3anus AByx cucreM CIymenkoro CONEpXHT TPU NPHUMMTHBHBIX (GyHKTO-
pa. Hama cucremMa CONEpPKHUT TOJIBKO (GYHKTOP HMILTHKAUHK U PYHKTOpP R. AKCHOMBI
3TOM CHCTEMBI CIEeHYIOIIHE: ’

L(p->q)->r]->[(r-p)->(6->Dp].
II: R(p — q) ~ (Rg-r1),
II: p > {(g > Rq) > [(Rg » q) > R(p > )1},
IV: p—> RRp,
V:RRp—p.
B craThe maeTcs MOKAa3aTeNbCTBO HEMPOTHBOPEYMBOCTH, IIOJHOTHI M HE3aBHCH-
MOCTH aKCHOM.
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Summary

ON THE AXIOMATIZATION OF THREE-VALUED
PROPOSITIONAL LOGIC

MiIroOSLAV MLEZIVA, Praha

In this paper is ihvestigated a system of three-valued propositional logic defined
by the matrix '

—| 123 R
11132
21111141
31111

This system is proved to be functionally complete. There are known two axiomatisa-
tions of systems containing three primitive functors (Slupecki). Our system contains
only two functors, — and R. The axioms of this system are as follows:

Li(poq->r]->[r—>p~-(~0)l,
II: R(p>q) > (Rg—>71),
L: p - {(¢ ~ Rg) > [(Rg »> ¢) > R(p ~> 9)]} ,
IV: p > RRp,
V:RRp-p.

A proof'is given of the consistency, completeness and independence of these axioms.
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