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Casopis pro p&stovani matematiky, rog. 86 (1961), Praha

FOURIERSCHE TRANSFORMATION
IN DER THEORIE DER DIFFERENZENGLEICHUNGEN
IN ABZAHLBAR NORMIERTEN RAUMEN
UND EINIGE ANWENDUNGEN

Ivo BABUSKA, Praha
(Eingelangt am 4. Juli 1960)

In dieser Arbeit wird der Begriff der Fourierschen Transformation diskre-
ter abstrakter Funktionen eingefiihrt. Speziell wird der Hilbertsche Raum
studiert und einige Anwendungen in der Theorie der zufilligen Differenzen-
gleichungen angefiihrt.

1. EINLEITUNG

In Arbeit [1] haben wir uns mit dem Problem der Fourierschen Transformation von
Gitterfunktionen befasst und haben die Ergebnisse in der Theorie der Differenzen-
gleichungen angewendet. In der vorliegenden Arbeit zeigen wir die Moglichkeit .der
Erweiterung und Verallgemeinerung dieser Theorie, so dass man die Ergebnisse auf
weitere Gebiete, wie z. B. der Theorie der zufilligen Differenzengleichungen usw., an-
wenden kann. ]

Mit physikalischen Anwendungen dieser Theorie wollen wir uns in einer anderen
Arbeit beschiftigen. Die vorliegende Arbeit ist eine Erweiterung der Gedanken und
Ergebnisse der Arbeit [1], so dass wir uns in dieser Arbeit kurz fassen werden.

2. KONVOLUTORE TRANSFORMATION ABSTRAKTER GITTERFUNKTIONEN

In der ganzen Arbeit werden wir mit dem Symbol & den linearen Raum iiber dem
Korper komplexer Zahlen bezeichnen. Wir setzen voraus, dass in @ die Topologie
mit Hilfe der abzdhlbar vielen iibereinstimmenden Normen definiert ist. Diese
Normen bezeichnen wir mit dem Symbol || « || ,, p = 1, 2, ... Weiter'setzen wir voraus,
dass @ ein abgeschlossener Raum im Sinne der gegebenen Topologie ist.')?)?) Mit
dem Symbol M bezeichnen wir die Menge aller ganzen Zahlen, d. h. M = {j}.

1) Zwei Normen [+ ||, und ||+||, welche in @ definiert sind, nennen wir iibereinstimmend, wenn
folgende Bedingung erfiillt ist: ist ; € P, j = 1, 2, ... eine Cauchysche Folge im Sinne beider ein-
gefithrter Normen und wenn @; — 0 im Sinne der einen gilt, dann gilt auch ¢; — 0 im Sinne der
anderen eingefiihrten Norm.
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In der vorliegenden Arbeit wollen wir die abstrakten auf M definierten Funktionen
studieren, d. h. Operatoren, welche M in ¢ abbilden. Diese abstrakten Funktionen
wollen wir genauso wie die gewdhnlichen, d. h. mit den Symbolen f, g usw. be-
zeichenen.

Definition 2.1. Wir nennen R einen linearen Raum iiber dem Kirper komplexer
Zahlen aller abstrakten Funktionen, welche M in & abbilden und so definiert sind,
dass fiir jedes f € R und jedes natiirliche p eine ganze Zahl q, = 0 und eine Kon-
stante C,, derart existiert, dass || f(n)ll, £ C,|In|* + 1| fiir alle n € M gilt. Die Kon-

vergenz in diesem Raum fiihren wir folgendermassen ein: Es sei f,e R,n =1,...,
dann konvergiert f, — f € H wenn

a) fiir jedes j € M, f,(j) — f(j) im Sinne der Topologie des Raumes @ gilt;

b) zu jedem natiirlichen p eine ganze Zahl q, = 0 und eine Konstante C, derart
existieren, dass

1D, £ Colljl* + 1]
fiir alle j € M und alle n gilt.

Ist f, € R und wenn f, — f € H in dem eben eingefiihrten Sinne konvergiert, so ist
notwendigerweise auch f € R.

Definition 2.2. Mit dem Symbol Q bezeichnen wir den Modul aller auf M derart
definierten komplexen Funktionen a,“) dass fiir jedes ganze p Z 0 eine Konstante C,
derart existiert, dass |a(n) (In|® + 1)| £ C, fiir alle n e M gilt.

Definition 2.3. Es sei a € Q; dann nennen wir die durch die Beziehung

e8y (A = 3 fOaln -

definierte Abbildung A eine konvolutore Abbildung, welche der Funktion a entspricht.

Wir iiberzeugen uns leicht, dass die Reihe (2.1) im Raume R konvergiert und A die
Abbildung des Raumes R in R ist. Wirklich, weil f € R ist, existiert fiir jedes natiirliche
p eine ganze Zahl g, = 0 eine Konstante C, derart, dass '

If(m)l, £ C,lInl% + 1]

2) Die mit Hilfe von iibereinstimmenden Normen eingefiihrte Topologie ist durch ein System
der Umgebungen der Null U, ,, welche fiir jedes natiirliche p und positive & definiert sind, aus-
gedriickt. Dabei gilt U, , = E[p €D, |¢|; <& k= 1,...,p]. Es ist leicht einzusehen, dass
¢, — 0in @ dann und nur dann gilt, wenn fiir jedes natiirliche p ||@,], — 0 gilt.

3) Die Folge ¢,, n = 1, ... nennen wir eine Cauchysche Folge im Raum &, wenn sie eine Cau-
chysche Folge im Sinne jeder der Normen ||« || »P = 1,2,...ist. Der Raum @ heisst vollstindig,
wenn er im Sinne jeder Norm | +||,, vollstédndig ist.

4) Wir meinen komplexe Funktionen, d.h. Operatoren, welche M in den Raum aller komplexen
Zahlen abbilden.
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gilt. Weiter ist a € Q, so dass zu jedem natiirlichen p eine Konstante D, derart
existiert, dass
° D,

e 5 1

la(n)l =

gilt. Um die Konvergenz der Reihe (2.1) fiir jedes feste n zu beweisen, geniigt es, mit
Riicksicht auf die Vollstindigkeit des Raumes @, zu beweisen, dass

Z sl Ia("—l <c oL+ nf*)

fiir jedes p und n ist.
Es ist jedoch

0 el lll‘lp + 1
I=Zw”f(l)"p|a(” - l)l £ C,D, =z_: ‘_—”;;*2“—;—1

m;'ﬁ-‘;—— + (i + 1) 2 W] < L+ [nl).

A

o0
< 24»'10,,1),,[ Y
J=—c
Aus diesem Ausdruck folgt direkt, dass die Reihe (2.1) wirklich fiir jedes n konver-
giert, und dass A die Abbildung des Raumes R in R ist.
Es ist leicht einzusehen, dass A linear ist (d. h. eine additive homogene und stetige
Abbildung).

Definition 2.4. Wir bezeichnen R,, den Raum aller Spaltenmatrizen von m
Gliedern (eine Matrix vom Typus 1, m) mit den einzelnen Elementen aus R.S)
Esseif,eR,,n = 1,2, ... Dann gilt f, — f dann und nur dann, wenn jedes Element
der Matrix konvergiert.

Definition 2.5. Es sei (Ak,,), k,l=1,...,m eine gegebene Matrix der konvolu-
toren Abbildungen R in R. Es seien weiter A, , die entsprechenden Abbildungen der
Funktionen a,; ; € Q. Die Abbilgiung A des Raumes R, in R,,, welche durch die Bedin-
gung

g1 Al,l""i Al,m f2
| =g9g=4A= :
Im Aptseos Amm]| | fn

definiert ist, nennen wir eine konvolutore Abbildung, welche der Matrix (ak ) ent-
spricht.%)

5) Die Addition ist als Addition jedes einzelnen Elementes eingefiihrt, dhnlich auch die Multi-
plikation und die-Multiplikation mit einer Zahl.

6) Wir meinen Operationen im Sinne der Matrizenmultiplikation, d. h.

m
&= X A f;.
i=1
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Definition 2.5. Es seien die konvolutoren Abbildungen A = (A, ), k,1=1,...,m
und die Funktion f € R,, gegeben. Dann nennen wir das Problem der Ermittelung
einer solchen Funktion g € R, fiir die Ag = f gilt, A-Problem.

3. FOURIERSCHE TRANSFORMATION ABSTRAKTER GITTERFUNKTIONEN

Definition 3.1. Es sei der Raum S ein linearer Raum’) aller auf E; (d. h. im Inter-
vall (— o0, 0)) definierten komplexen Funktionen, deren alle Ableitungen stetig
sind, und welche so definiert werden, dass zu jeder solchen Funktion ¢ und zu allen
ganzen Zahlen p =2 O und q = 0O eine Konstante C, , (von ¢ abhdngig) derart exis-
tiert, dass

[Ix1? ¢ 9()] < C,q

fiir alle x € E, gilt. Die Konvergenz in diesem Raum fiihren wir folgendermassen ein.
Es sei €S, n =1,2,... dann konvergiert ¢, — ¢, wenn

a) auf jeder kompakten Menge L < E; die Funktion ¢(x), j =0, 1,... fiir
n— oo gleichmdssig®) mit Riicksicht auf x € L zur Funktion ¢(x) konvergiert,

b) zu jedem Paar ganzer Zahlen p = 0, g = 0 eine Konstante C,,4 (von n un-
abhdngig) derart existiert, dass ||x|? {?(x)| £ C,, fiir alle x € E, ist. Konvergiert
@,(x) = @(x) fiir n - o, dann ist notwendigerweise ¢(x) € S.

Definition 3.2. Einen Raum aller linearen stetigen Operatoren, welche S in ® ab-
bilden, nennen wir Raum T. Addition und Multiplikation mit einer (komplexen)
Zahl fiihren wir durch folgende Formel ein:

(3.1 (fi +£2)(0) = f1(0) + f:(0), (af)o) = af(9) = f(ag).

Die Konvergenz in diesem Raum wird folgendermassen definiert: Es sei f, f, € T,
n = 1, ... Dann konvergiert f, — f, wenn fiir jedes ¢ € S, f,(¢) — f(¢) gilt (im Sinne
der Topologie des Raumes ®).

Wir ordnen einer stetigen abstrakten Funktion g(x),%)'®) mit einem kompakten

7) Wir meinen den Raum iiber dem K&rper aller komplexen Zahlen. Addition ux{d Multiplika-
tion sind in folgendem Sinne gemeint

(@) + @)(x) = ¢y(x) + <I72(5C) .
8) Es handelt sich un; eine gleichmissige Konvergenz mit Riicksicht auf x nicht jedoch auf j.

9) Eine abstrakte Funktion g(x) nennen wir stetig, wenn im Sinne der Topologie des Raumes @
fiir jedes x, = x € Ey, x, € E; g(x,) — g(x) gilt.

10) Wir sagen, dass g(x) einen kompakten Trager hat, wenn eine kompakte Menge L < E;
existiert, dass g(x) = 0 fiir x ¢ L ist.
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Tréger den Operator f, e T folgenderweise zu
(32) o) = [ ol ot ax. 112

Es ist leicht einzusehen, dass T wirklich ein linearer Raum isi, welcher alle Eigen-
schaften des Moduls besitzt und alle Axiome iiber die Konvergenz erfiillt.

Jeder stetigen abstrakten Funktion g(x) (d. h. dem Operator, welcher E; in ¢ ab-
bildet) ordnen wir mit Hilfe des Ausdruckes (3.2) einen Operator zu.

Es ist leicht einzusehen, dass zwei stetigen Funktionen ein und derselbe Operator
dann und nur dann zugeordnet werden kann, wenn diese Funktionen identisch sind.

Wenn wir den Begriff des Integrals auf eine allgemeine Art einfiithren, welcher z. B,
eine grossere Klasse abstrakter integrierbarer Funktionen umfasst, wie z. B. das
Integral von Bochner, dann entspricht zwei sich nur auf der Menge vom Masse Null
unterscheidenden abstrakten Funktionen ein und derselbe Operator.

Wir kdnnen daher und werden es weiterhin tun, statt von Operatoren zu sprechen,
von verallgemeinerten abstrakten Funktionen sprechen. Der Raum T enthédlt alle
stetigen abstrakten Funktionen mit kompaktem Tréiger (in dem oben erwihnten
Sinne) und neue Operatoren, welche man als Verallgemeinerung einer abstrakten
Funktion auffassen kann.

Statt des Symbols f(¢) werden wir im Weiteren die Bezeichnung (f, ¢) oder (f(x),
¢(x)) u. &. beniitzen. Den der Funktion g(x) entsprechenden Operator werden wir mit
dem Symbol der Funktion bezeichnen, wir werden also (g, ¢) statt f,(¢) und g statt f,
schreiben. Im Weiteren werden wir von verallgemeinerten abstrakten Funktionen
sprechen sowie von abstrakten Funktionen im gew&hnlichen Sinne des Wortes.

Diese abstrakten Funktionen werden wir mit lateinischen Buchstaben g, h usw.
zum Unterschied von den Funktion ¢, ¥ aus dem Raum S bezeichnen.

Die Verallgemeinerung einer Funktion kann mit einer komplexen Zahl nach Defi-
nition 3.2 multipliziert werden. Wir kénnen jede verallgemeinerte abstrakte Funktion
f mit einer komplexen (auf E, definierten) Funktion a(x) multiplizieren, welche alle
Ableitungen besitzt und fiir die gilt: zu jeder ganzen Zahl q = 0 existiert eine Kon-
stante p 2 0 und C derart, dass |a‘?(x)| £ (Jx|” + 1) C ist. Die Menge aller dieser
Funktionen bezeichnen wir mit Q,. Hat die Funktion a(x) diese Eigenschaften, so

1 1) Mit Riicksicht darauf, dass g(x) eine stetige abstrakte Funktion mit kompkatem Triger ist,
konnen wir das Integral (3.2) auf die einfachste Weise einfithren, d. h. mit Hilfe der Riemannschen
Summen.

12) Offensichtlich ist
fiﬂl +g;)(97) = fﬂl({p) + faz(‘p) y f;zgi = afﬂ;(w) = fg;(aq’) .

13) In [1] haben wir fiir die regulire Funktion das Funktional g dx eingefiihrt. Dort war g
eine Funktion, wihrend hier handelt es sich um eine abstrakte Funktion g, d. h. um die Abbildung
E, in @, so dass die komplexe Konjugation nicht definiert sein muss.
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fiihren wir die Multiplikation einer abstrakten verallgememerten Funktion durch fol-

gende Beziehung ein
(a(x) f(x)s o(x)) = (£, a(x) ¢(x)) -

Dieser Ausdruck ist sicher sinnvoll, denn man sieht leicht ein, dass a(x) ¢(x) e S fiir
alle ¢ € S ist und wenn ¢,(x) - ¢(x) gilt, dann gilt auch a(x) ¢,(x) = a(x) (x) in S.

Wir fiihren nun die Abbildung F des Raumes S in sich selbst durch folgende Be-
ziehung ein: Es sei ¢ € S; dann ist

zp(x) = F(p) = Jto o(f) e dt.

Aus den Eigenschaften des Fourierschen Integrals und den Eigenschaften der
Funktionen ¢ € S folgt, dass F wirklich eine lineare (d. h. additive homogene und
stetige) Abbildung des Raumes S in sich selbst ist, und dass eine lineare inverse Ab-
bildung F~* existiert. Dabei gilt die Gleichung

F[F(p)] = 2r o(— x).

Definition 3.3. Einen Teilraum des Raumes T, welcher aus allen verallgemeiner-
ten Funktionen besteht, diein der Form einer im Sinne der verallgemeinerten ab-
strakten Funktionen konvergenten Rezhe (d h. im Sinne der Konvergenz des Rau-
mes T),

hd .
flx)= Y ce™, c,e®
n=-—0o0
geschrieben werden konnen, bezeichnen wir mit U.

Ahnlich wie in Arbeit [1] lasst sich zeigen, dass U ein Modul ist. Um zu zeigen,
dass U ein Teilraum ist, ist es notwendig zu zeigen, dass U in T abgeschlossen ist. Dies
wird jedoch erst im Folgenden offenbar. Es gilt nun folgender. Satz:

Satz 3.1. Es sei g € R. Dann ist
(3.3) fx)= Y gn)e™eU.

n=-c
Beweis. Um diesen Satz beweisen zu konnen, ist es notwendig zu zeigen, dass die
Reihe (3.3) in Tzur verallgemeinerten Funktion konvergiert. Der Voraussetzung nach
ist g € R. Es existiert daher zu jeder natiirlichen Zahl p eine ganze Zahl g, = 0 und
eine Konstante C,, so, dass ||g(n)], £ C,(In|* + 1) fiir alle n € M gilt. Wir bezeich-
nen nun

N2
fo.Nz = %g(n) e
=1
Es gilt offensichtlich fy, v, € U < T. Wirklich ist

(oo ®) = 3 o) [ oot o - X o v(o),

wobei Y = F(p) ist.
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Da F, wie schon gesagt wurde, eine stetige lineare Abbildung ist, so ist offenbar,
dass (fyy,Na () eine stetige Abbildung S in @ ist. Es ist jedoch

W(n) = J o(x) €™ dx = 1 .[ ¢ e+ 3)(x) dx

(- m)"f'+2
fiir n # 0. Es ist also
& g(") (p)
(Fyune @) = 20 9(0) + Z $e

( ln)an n
" wobei Wir yo-= [, ¢(x)dx und y{P = [ @' *¥(x) " dx bezeichnen. Daraus
folgt jedoch schon, dass fiir jede Norm | « |, die Reihe

i llg(n)ll

in|%*?

ynl
e
absolut konvergent ist, was mit Riicksicht auf die Vollstindigkeit des Raumes ¢ die
Konvergenz verbiirgt. f(x) ist also ein Operator, welcher S in @ abbildet. Es ist leicht
einzusehen, dass f(x) homogen, additiv und auch stetig ist. Der Satz ist hiermit be-
wiesen. Der eben durchgefuhrte Beweis ist offenbar ganz dhnlich dem Beweise in
Arbeit [1].

Wir fiihren nun eine Funktion ein, welche wir im Weiteren oft beniitzen werden,
Wir bezeichnen mit {,(x), n = 1, 2, ..., die auf folgende Weise definierte Funktion
1

—y3 2n1)2 = x2 s
C,.(x) = e FMAN2"*=x2T i x| € 27,

L(x) =0 fir |x| :21” .

Die Funktionen (,(x) fiir alle n haben alle Ableitungen stetig. Ausserdem ist
£,(0) = 1 und ¢,(j) = O fiir alle ganzen j, j * 0.

Im Satz 3.1 haben wir gezeigt, dass wir jedem g € R eine abstrakte Funktion fe U
zuordnen konnen. Es lidsst sich weiter zeigen, dass jedem f e U auf #hnliche Weise eine
Funktion g € R zugeordnet werden kann. Es gilt ndmlich folgender Satz.

Satz 3.2. Es sei
fx)eU, f(x)= Y ™, c,ed.
n= -0

Dann existiert g € R so, dass g(n) = ¢, gilt.

Beweis. Um unsere Behauptung beweisen zu kdnnen, miissen wir zeigen, dass wir
jeder natiirlichen Zahl p eine ganze Zahl g, und eine Konstante ', derart zuordnen
konnen, dass |c,l|, £ C,(In|" + 1) ist.

Setzen wir also im Gegenteil voraus, dass ein p, existiert, zu dem kein ¢, und C,
mit den angefiihrten Eigenschaften existiert. Dann existiert eine wachsende oder
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abnehmende Folge nj, j = 1,2,..., n, = 2 so, dass [¢,;| > (|nj) + 1) j* ist. Wir
kénnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dass es sich um eine
wachsende Folge handelt. Wir bezeichnen nun

o0 =Y. Eilx —n).

=1 le ..,ll,,0

Auf gleiche Weise wie in Arbeit [1] lsst sich zeigen, dass ¢(x) € S ist. Es ist also
¥(x) = F(p(—x)) e S.
Darum bildet die Funktionenfolge

) n;SN

N 0
(V) = Ron [ ey o= 2n S ol
cine konvergente Folge im Raum &. Es ist aber ¢(n;) = 1/|c, || ,, daher ist
o) = 25 8,

Die notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Folge ist, dass ||c,, |l ,0/ll¢all 5o = O
fiir j - co konvergiert. Dies ist jedoch nicht der Fall. Wir sind zum Widerspruch ge-
kommen, der unsere Behauptung beweist.

Die Sédtze 3.1 und 3.2 zeigen, dass wir jeder Funktion f| (x) e U ein g € R so zuordnen
kdnnen, dass g(n) = ¢, gilt und umgekehrt.

Den Beweis des folgenden Satzes iiberlassen wir dem Leser.'*)

Satz 3.3. Es sei
0 [eo]
f(x)eU, g(x)eU, f(x)=73 ce™, c,e®, g(x)= Y de™, d,ed,

dann ist f(x) = g(x)(die Gleichung gilt im Sinne des Raumes T) dann und nur dann,
wenn ¢, = d, fir allen = ... —1,0,1 ist.

Wir haben bewiesen, dass eine ein-eindeutige Korrespondenz zwischen R und U
existiert. Wir konnen daher folgende Definition einfiihren:

Definition 3.4. Die Fouriersche Transformation § des Raumes R wird solche
Abbildung R auf U genannt, welche fiir jedes g € R durch

Fg = _i; g(n) ™

definiert wird. Mit dem Symbol §~* bezeichnen wir dann eine solche Abbzldung U
auf R, fiir welche §~'f = heR, h(n) = ¢, ist, wenn f(x) e U, f(x) = Z c,e™ gilt.

14) Der BCWCIS ist sehr dhnlich dem Beweise in Arbeit [1].
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Es ist leicht einzusehen, dass die Abbildungen § und §~' homogene, additive
Abbildungen sind und dass es sich um eine inverse Abbildung handelt. ‘

Ahnlich wie in Arbeit [1] beweist man auch folgende zwei Sitze:

Satz 3.4. Die Abbildung § ist eine stetige Abbildung des Raumes R auf U.

Satz 3.5. Die Abbildung §~! ist eine stetige. Abbildung des Raumes U auf R.
Satz 3.6. Der Raum U ist in T abgeschlossen.

Wir fithren nun eine weitere Definition an.
Definition 3.5. Eine verallgemeinerte abstrakte Funktion f(x) € T nennen wir

eine periodische abstrakte Funktion mit der Periode 2n, kurz eine 2n-periodische
Funktion, wenn fiir alle ¢ € S und jedes ganze k

(f®), o(x)) = (f(x) o(x + 2kn))
gilt. ‘ '
Ist a(x) eine 2n-periodische komplexe Funktion mit allen Ableitungen und f(x) die
abstrakte verallgemeinerte 2z-periodische Funktion, dann ist leicht einzusehen, dass
a(x) f(x) auch eine 2n-periodische Funktion ist.

Ahnlich wie in [1] gilt folgender Satz:

Satz 3.7. Der Raum U ist mit dem Raum aller 2n-periodischen verallgemeinerten
abstrakten Funktionen identisch.

Auf gleiche Weise wie in [1] lasst sich auch der néchste Satz beweisen:

Satz 3.8. Es sei A eine konvolutore Abbildung des Raumes in sich selbst und es sei
a(x) € Q die zugeordnete Funktion zu A. Es sei weiter f € R. Dann ist FAf = FaFf.

Ebenso kann auch der folgende Satz bewiesen werden: -

Satz 3.9. Es sei A eine konvolutore Abbildung des Raumes R in R und A entspreche
der Funktion a € Q. Es sei weiter f € R und g € R derart, dass §g = FaFf gilt. Dann
ist g = Af.

Bisher haben wir uns mit der Fourierschen Transformation des Raumes R be-
schiftigt. Wie in [1] iibertragen wir die Ergebnisse auf den Raum R,,.

Definition 3.6. Wir bezeichnen den Raum aller Spaltenmatrizen von m Gliedern
aus @ als Raum ®,,. Die Konvergenz sei als Konvergenz der einzelnen Elemente
eingefiihrt.

Definition 3.7. Den Raum aller linearen stetigen Operatoren, welche S in &,
abbilden, sei Raum T,, genannt. Die Addition und Multiplikation fiihren wir folgen-
dermassen ein:

(f1 + f2)(9) = f1(®) + f2(0) . (af)o) = af(o) = f(ap). -
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»

Die Konvergenz ist als Konvergenz ]edes einzelnen Gliedes wie in Definition 3.2
eingefiihrt. .

Auf dhnliche Weise ist auch die Zuordnung eines Operators einer stetigen abstrak-
ten Funktion mit Hilfe eines Integrals eingefiihrt. Den Raum 7, k6nnen wir als Raum

T x ... x Tbetrachten bzw. kennzeichnen, oder als Raum aller Spaltenmatrizen von
) .
m-mal

m Gliedern aus T.Im Weiteren werden wir imméer den Ausdruck mlt Hﬂfe der Spalten-
matrizen anwenden.

Definition 3.8. Den Raum aller solchen Elemente des Raumes T,, welche in der
Form einer im Sinne der verallgemeinerten abstrakten Funktzon konvergenten
Reihe

® Y
f(x) = ¥ ce™, ¢ed,,
n= -0
d. h. im Sinne der Konvergenz des Raumes T,,, ausgedriickt werden konnen nennen
wir Raum U,,.

Definition 3.9. Eine solché Abbildung R,, auf U, dass fiir

fi] 8f1
f= » %f =
gilt, nennen wir die Fouriersche Transformation des Raumes R,,. Auf gleiche Weise
bezeichnen wir mit dem Symbol §~* eine solche Abbildung des Raumes U,, auf R,
dass fiir
g1 § 19,
g=|: €Uy, §'g=]:
Im ' %— 1gm
gilt.
Es gilt nun ein zu Satz 3.9 analoger Satz. .
Satz 3.10. Es sei eine konvolutore Abbildung A = (A, ), i,j = 1,..., m des Rau-
mes R, in R,, gegeben. Es entspreche weiter A der Matrix (a,-, j), Lj=12...,m,
a;;€ Q. EsseifeR,undg = Af. Dann gilt §g = FaFf, wobei wir mit Fa die Matrix
(§a; ), i,j = 1,..., m bezeichnet haben. Umgekehrt gilt: Ist §g = FaFf, dann ist
g =A%)

4. UBER DIE LOSUNG DES A-PROBLEMS

In d1esem Abschmtt beschrinken wir uns einfachheitshalber auf das wichtigste,
grundlegende Problem, welches mit der Losung des A-Problems zusammenhingt.
Es gilt folgender Satz:

1 5) Das Produkt verstehen wir im Sinne der Matrizenmultiplikatio_n.
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Satz 4.1. Es seien konvolutore Abbildungen A = (Ai,,-), i,J = 1,..., mdes Raumes‘
R,,in R,, gegeben. Es entspreche weiter A der Matrix (ai,j>’ i,j =1,...,mund es sei

%'01,1 %‘H,m
I8all = | +0.

* %am,l %am,m
Dann existiett zu jedem f e R,, gerade ein einziges g € R,, so, dass Ag = f und
§g = (§a)™* §f 9ilt,*°)

Der Beweis wird auf ganz dhnliche Weise wie in [1] durchgefiihrt.

5. UBER DIE ZWEIDIMENSIONALE FOURIERSCHE TRANSFORMATION!?)

Definition 5.1. Den linearen Raum iiber dem Korper komplexer Zahlen aller auf
M x M definierten solcher Funktionen, dass fiir jedes f € R ein ganzes p > 0 und
¢ > 0 so existiert, dass

If(m, )l £ C(A + [m]?) (1 + [n?)

fiir alle n,m e M gilt, nennen wir Raum R*.*®) Die Konvergenz in diesem Raum
fiihren wir folgendermassen ein. Es sei f,e R*, n = 1,2, ... dann ist f, > feH,
wenn

a) fiir jedes je M, ke M, f,(j, k) = f(j, k) konvergiert,

b) eine Zahl p und eine von C unabhdngige Konstante n so existieren, dass

15,0, Kl < € + [jI?) (1 + [KI?)
fiir alleje M, ke M gilt.

Definition 5.2. Den linearen Raum aller Quadratmatrizen m-ter Ordnung (d. h.
Matrizen der Form m x m) mit den einzelnen Elementen aus R*, nennen wir Raum
R2. Die Konvergenz sei als Konvergenz der einzelnen Elemente eingefiihrt.

Definition 5.3. Den linearen Raum aller auf E, (d. h. auf der Menge (— o0, ) x
X (=00, o)) definierten komplexen Funktionen, deren alle partiellen Ableitungen
stetig sind und welche derart definiert sind, dass zu jeder Funktion und den ganzen
Zahlen py 2 0, p, 2 0,4, 2 0, q, = 0 eine Konstante C,, ,, 5 ., (von ¢ abhingig)
derart existiert, dass
aq1+qz(p ‘

p1 p2
et I |

P1,P2,41,92

16) (§a)~! bedeutet dieinverse Matrix zur Matrix §a. Die Multiplikation verstehen wir im
Sinne der Matrizenmultiplikation.

17) Fiir unsere weiteren Zwecke geniigt von der Fourierschen Transformation komplexer
(nicht abstrakter) Funktionen zu sprechen.

18) Wir meinen den Raum iiber dem Ko&rper komplexer Zahlen. Addition und Multiplikation
verstehen wir im Sinne der Definition 3.1.
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fiir alle (x, y) € E, gilt, nennen wir Raum S,. Die Konvergenz in diesem Raum
fiihren wir folgenderweise ein. Es sei ¢, € S,, n = 1, 2, ... dann konvergiert ¢, — 0,
wenn

a) auf jeder kompakten Menge L < E, die Funktionen ¢, fir n - und alle
ihre partiellen Ableitungen gleichmdssig zur Funktion ¢ resp. ihren Ableitungen
- konvergieren,

b) zu jeden vier Zahlen p;, 2 0, p, = 0, g, = 0, g, = 0 eine Konstante Cpl,pz’ql,;z
(von n unabhdngig) derart existiert, dass

q1+4q2
Dy

X P41 p1
|

IIA

C

P1,P2:91,92

fiir alle (x, y) € E, gilt.

Definition 5.4. Den Raum aller auf S, linearen stetigen Funktionale nennen wir
Raum T?. Die Addition und Multiplikation mit einer (komplexen) Zahl fiithren wir
durch folgende Formeln?°) ein:

(f1 + f2)(@) = fi(e) + f2(0), (af)o) = af(9) = f((ap)) .
Die Konvergenz sei folgendermassen definiert: Es sei f,e T?>, n=1,2,... und
f e T?. Dann konvergiert f,, — f, wenn fiir jede Funktion ¢ € S f,(¢) — f(¢) gilt.
Wenn g(x) eine komplexe integrierbare auf E, definierte Funktion ist, dann ordnen
wir dieser Funktion das Funktional :

fde) = J:Jlg(x, ») o(x, y) dx dy
zu.??)

Wie schon frither in dieser Arbeit getan wurde, setzen wir das Funktional f, der
Funktion g gleich und werden (g, ¢) statt f,(¢) schreiben. -

Jede verallgemeinerte Funktion g € T2 kénnen wir wie frither mit solchen Funktio-
nen a(x, y), welche alle Ableitungen haben und fiir welche gilt, dass fiir jedes ganze

q, =0, g, = 0 auch ganze p; = 0, p, = 0 und eine Konstante C derart existieren,
dass

a1+ q2 .
!3“ < (P + i+ 1) C

axQI ayqz

gilt, multiplizieren.

19) Die Addition und Multiplikation wird folgendermassen definiert:
(1 + 9200, 3) = @10, ) + @2(x, ), (ap)(x, y) = apy(x, ).
20) Addition und Multiplikation ist im geldufigen Sinne gemeint. -
21y In [2] ist das Funktional durch die Formel
F(@) = J2o[2 0 206, 3) plx, ) dx dy

eingefiihrt. Alle Behauptungen und Beweise bleiben dieselben auch fiir den Fall des Funktionals,
welchen wir eingefiihrt haben.
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Die Multiplikation fithren wir durch folgende Beziehung ein:

(alx, 7) £(x, ), @(x; ¥)) = (f(x: ») alx, y) o(x, y)) -

Definition 5.5. Den Raum aller Quadratmatrizen m-ter Ordnung (d. h. Matrizen
vom Typ m X m) iiber dem Kérper aller komplexen Zahlen nennen wir Raum K
Die Konvergenz sei als Konvergenz der einzelnen Elemente eingefiihrt.

Definition 5.6. Den Raum linearer stetiger Operatoren, welche S, in K, abbilden,
nennen wir Raum TZ. Die Addition und Mﬁltiplikation, die Konvergenz und die
Eigenschaften des Integrals sind éGhnlich definiert wie in Definition 5.4.

Den Raum 7;? kénnen wir mit dem Raum T2 x ... x T? oder mit dem Raum aller

m2-mal
Quadratmatrizen m-ter Ordnung mit Elementen aus T? gleichsetzen. Wir werden den
letzten Ausdruck beniitzen.

Definition 5.7. Den Teilraum des Raumes T2, welcher aus allen verallgemeinerten
Funktionen besteht, die in der Form einer im Sinne der verallgemeinerten Funktio-
nen (d. h. im Raum T?) konvergenten Reihe

fGay)= Y X cuae™e™,
m=—o0 n=—00

wobel Cm,n komplexe Zahlen sind, geschrzeben werden kénnen, nennen wir Raum U2.
In Arbeit [2] ist gezeigt, dass U? ein Teilraum aller zweifach 2z-periodischen
Funktionen aus T? ist.

Definition 5.8. Den Teilraum des Raumes U% < T2, der sich aus allen solchen
Elementen des Raumes T2 zusammensetzt, welche in Form einer im Sinne des
Raumes T? konvergenten Reihe

o0 0
f(x, y) = z Z cm,neimxeiny ,
m=-o0 n=-w

wobei c,, , € K,, sind, geschrieben werden konnen, nennen wir Raum Up.

Definition 5.9. Eine solche Abbildung R? auf U?, welche durch g € R?

[+ o}

9= 3 3 almn)emem

vermittelt wird, nennen wir Fouriersche Transformation des Raumes R> (und be-
zeichnen sie mit dem Symbol ). Mit dem Symbol &~ ! bezeichnen wir eine der-
artige Abbildung des Raumes U? auf R? dass fiir

.f(x, y) eU? 5 f(x, y) = i i cm’neimxeinx ,

m=-—0 n=—0o0

§ Y =h, h(mn)=c,,

gesetzt wird.
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In [2] wird gezeigt, dass § eine lineare homomorphe Abbildung R? auf U? ist

Definition 5.10. Eine solche Abbildung des Raumes RZ auf U2 dass fiir g € RZ,
g =(9:,). F9 € TL Fg = (89:,;) gilt, nennen wir Fouriersche Transformation des
‘Raumes R2. Mit dem Symbol §F~* bezeichnen wir eine solche Abbildung des
Raumes U2 auf R2, dass fiir g € U2

9=1(9.5), §'9=>E""9:y)
gilt.
Es ist leicht einzusehen, dass & eine lmeare homomorphe Abbildung des Raumes
R auf U2 ist. .

6. DIFFERENZENGLEICHUNGEN IM HILBERTSCHEN RAUM

In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit & den Hilbertschen Raum. Es ist leicht

cinzusehen, dass fiir feR,geR,[f, g]eR?gilt. Bsist daher sinnvoll von §[f, g] €
€ T? zu sprechen.??)2?) Wir beweisen nun folgendes Lemma:

Lemma 6.1. Es sei ¢(x, y) = ¢1(x) 92(y), ¢1(x) €S, ¢,(x)e S fe R, g e R. Dann
ist o(x, y) € S, und

(LS. 91, ) = [(Bf1 01(x))(3g. @x(~y))] -

Beweis. Esist

SU6] = £ 3 [1(m), ()] e

daher ist

BLrad o) = £ S0, a0 [~ [ emem sy axay -
=3 LU0 |~ e o ax [ e g oax.

- — - —w

Weiter ist
(85,0:00) = 250 [~ ™ o) a3 (30, 7=5) -
=T | e,

22) Das scalare Produkt im Raum & bezeichnen wir mit [.] zum Unterschied von den Funk-
tionalsklammern (.).

23) Es sei bemerkt, dass [f, £1(m, n) = [f(m), g(m)].
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Weil die letzten zwei Reihen nach der Norm konvergent sind, so ist
[(%f: (pl(x))’ (;Sg’ (Pz(—J’))] =
=3 S0 00 |~ e ax [ o) a =

=L LU |~ e enax [ e atyar.

Wir beweisen folgendes Lemma:

Lemma 6.2. Es seien fe R, g € R und A,, A, seien konvolutore Abbildungen des
Raumes R in sich selbst, welche den Funktionen a, € Q, a, € Q entsprechen. Es sei

weiter (x, y) = ¢4(x) 02(»), @1(x) €S, @2(x) € S. Dann ist
(5TALf, Azg], 0) = (BLf, 91, (Ba.)x) Fa( 1) 0) -

Beweis. Nach Lemma 6.1 ist

(BTALS, Azg], @) = [(RALS, 04(x), (§A29, 92(— )]
Es gilt jedoch
SALf = %‘h%f’ TA,g = Fa,39 ;
[(%A1f > ‘Pl(x)) (FA.9, 02— J’))] = [(%f s Say(x) o4 x)) (39, %az(}’) o Y))] =
= [(§ £, ¢i(x)) Bg @1(-¥))]

wobei ¢3(x) = (§a,)(x) ¢1(x); @3(») = @2(») Fa,(—y) ist. Auf Grund des Lemmas
6.1 ist also

(S[ALf, Arg], @) = (BLS. 9. Fas(x) Fax(-) 0) .
Der Beweis ist erbracht.

Wir beweisen nun folgenden Satz:

Satz 6.1. Es sei fe R, g € R, und A,, A, seien (den Funktionen a;€Q, a,€Q
entsprechende) konvolutore Abbildungen des Raumes R in R. Es sei weiter
@(x, y) € S,. Dann ist

(8[A: £, Az9], 0) = (8L, 91, Fas(x) Baz(—1) @) -

Beweis. Unter der Voraussetzung, dass ¢ = ¢4(x) @2(»), ¢,(x) €S, @,(x) € S ist,
gilt dieser Satz auf Grund von Lemma 6.2. Es ist jedoch [A, f, A,g] € R2. Es gilt also

8[ALS, Ag] = Z Z "™ .

m=-—00 n= -0

Darum ist

(%[Alfa Azg], (P) = i i cm’”J“” jm emre™ qo(x, y) dxdy,

m=—00 n=—0w
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so dass gilt

(R[ALS, Ag], @) = i 2 Cma¥(m, n),

m="% p=—c

wobei wir ﬁb(m’ n) = 2,02, eme™ ?(x, Y)dxd y schreiben. Wir definieren nun die
Funktion y*(x, y) folgendermassen

Y*(x, y) = Z Z Cl(x = m) {i(y = n)y(m, n) >*)

m=—oow n=
und bezeichnen
o0

1 ® . . )
P*x, y) = Z;J J. Y*(u, v) e e~ du'dy .
. .

Dann ist_ i
(JTALS, Az2g], 0) = (B[A,f, Arg], %),
denn :
(S[ALS, Ayg], (P*) = ; _i; Cp J‘m on €™ e™ o*(x, y)dx dy =

0

= jZ Cmn U¥(m, n) = (F[ALS, Arg]. 0)

—0 r=-—

gilt und Y(m, n) = y*(m, n) fiir alle (m, n) e M2. Die Reihe ist fiir die Funktion
¥*(x, y) im Raum S, konvergent. Dann gjlt auf Grund der Eigenschaften des Fourier-
schen Integrals -

o*(x, ) = D i ¥(m, n)J ] e ™ {y(u — m) duf° e\ (v—n)dv =

(e >2 .
und die Reihe konvergiert in S,. Es ist also
(BTALS Arg], @) = (B[ALS Arg], 0*) =
= T % um, n)[5AL, BA) <) KO0)) =

m=-—0 n=-—0o0
© =]

= 2 X @lfalvlmn) Fay () Baa(— ») kiP(x) kP ()) =

T G 01 50 S 9 ) =
= (5L, 41 $a2) S =2, 005, 2) =
= R[f, 91 Bas(x) Fas(—) 0(x. »)) -

Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

L (m m) ke (%) 20)

IlMg

n

24y Siehe die auf Seite 468 angefiihrte Funktion Cn-
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Es sei nun g € R,. Ordnen wir dieser Funktion eine Funktion G € RZ derart zu,
dass
Ql G1,1a cees Gl,m‘
S|, 6= und Gy (P, ) = [9u(p): 94(a)]
Im Gm,la b Gm,m

Q
I

ist. Die Funktion G € R% nennen wir die Kovariationsfunktion der Funktion g € R,,.
Wir beweisen nun folgenden Satz:

Satz 6.2. Es sei A eine der Matrix a = (a; ;) entsprechende konvolutore Abbildung
des Raumes R, in R,,. Es sei weiter g € R,, mit der Kovariationsmatrix G e R2, sei
h = Ag und H sei die Kovariationsmatrix des Elementes h. Dann ist

=
(6.1) §H = (Fa(x)) (3G) Ba(-y)),

) i ' -
wobei mit dem Symbol (Fa(—y)) die transponierte Matrix der Matrix Fa(—y)
bezeichnet wird und der Ausdruck (6.1) im Sinne der Matrizenmultiplikation aufzu-
fassen ist. ' '

Beweis. Ist Ag = h, so ist §h = FaFg. Darum, wenn °

8hy 891
gh=|": , §hjeU, j=1,...m, §g=|:
hm TIm
ist, so ist
%hj =IZ,1 aj,l%gl 5
es ist also

%[hja hk] = %[lz:l Aj,lgls ZlAk,ngn] .
Nach Satz 6.1 ist
(%[h > hh], (0) = 121 ZI(%[Aj,lg 1> Ak,ngn]’ ‘P) =

m

=5 5§09 §100 0], Fans( ). o).

Man kann also symbolisch -
—

(6.2) §H = (Fa(x)) (856) (Ba(-))
i .
schreiben, wobei mit Fa(— y) die transponierte Matrix der Matrix Fa(— y) bezeichnet

wurde. Im Ausdruck (6.2) handelt es sich um die Matrizenmultiplikation.
Aus Satz (6.2) folgt offensichtlich auch die Losung der Aufgabe, eine Kovariatons-
matrix der Losung des A-Problems Ax = y zu finden, wenn wir die Kovariations-
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matrix des Elementes y kennen. Wenn némlich ||§all| = « > 0 fiir alle x gilt, so
existiert (vergl. Abschnitt 4) eine inverse Abbildung A™!, welche gleichzeitig eine
konvolutore Abbildung ist. Infolgedessen kénnen wir direkt den Satz 6.2 anwenden.

In diesem Absatz haben wir uns mit den Hilbertschen Rdumen befasst und die
Kovariationsmatrix ausgedriickt. Offenbar ist es moglich, die Ergebnisse dieses
Abschnittes auf das Studium zuf#lliger Differenzengleichungen anzuwenden. Mit
konkreten technischen Problemen werden wir uns in einer weiteren Arbeit befassen.
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Vytah ~

FOURIEROVA TRANSFORMACE V TEORII DIFERENCN{CH ROVNIC
VE SPOCETNE NORMOVANYCH PROSTORECH
A NEKTERE APLIKACE

Ivo BABUSKA, Praha

Prace je rozifenim teorie diskrétni Fourierovy transformace, kterd byla podrobné
studovéna v préci [1], na problémy abstraktnich funkci. Specialné je studovan p¥ipad
Hilbertova prostoru a problém znahodnélych feSeni diferencnich rovnic a jejich ko-
varianénich funkci.

PezromMme

IIPEOBPA3OBAHUE ®VPHE B TEOPUU VPABHEHUI
B KOHEYHBIX PA3HOCTAX B CYETHO HOPMUPOBAHHBIX
IMPOCTPAHCTBAX 11 HEKOTOPBIE ITPUJIOXEHUA

UBO BABVIIKA (Ivo BABUSKA), Ilpara

Pabota sBiseTcs pacuIdpeHHeM TEODHH JUCKPETHOro mpeobpasosasus ®ypse,
xoTopass mOoOpoOHO ucciaemoBanack B pabore [1], Ha mpoGnembl aGCTPakTHBIX
¢yuxoumit. B 9acTHOCTH HCcemyeTces ciydait mpocTpaHcTBa I'mikbepra u npoénema
CIIyYaMHBIX peleHH YpaBHEHMI B KOHEYHBIX pa3sHOCTAX B HX (YHKIHI KOBapHAHT-
HOCTH. : ‘ ‘
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