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Casopis pro pistovini matematiky, ro&. 87 (1962), Praha

ZPRAVY

BERNARD BOLZANO
(5.10.1781 — 18. 12. 1848)

Dne 5. fijna 1961 uplynulo 180 let od narozeni praZského rodika BERNARDA
BoLzaNA. Ceskoslovenska védeckd vefejnost vzpomnéla toho dne jeho pamatky na
slavnostnim zasedani, které uspotradala Ceskoslovenska akademie véd (jeji matema-
ticko-fysikalni sekce, historickd sekce a komise pro d&jiny ptirodnich, lékafskych a
technickych véd) a Jednota Ceskoslovenskych matematiki a fysiki.

Svétové matematické vefejnosti je Bernard Bolzano zndm pfedevsim jako jeden
z pritkopnikl onoho sméru matematického badani devatenactého stoleti, ktery si po-
stavil za cil kritickou revisi zdkladnich pojmi matematické analysy. Bolza-
novo dilo ma v této své ¢asti mnoho styénych bodd s témi pracemi jeho velkého sou-
&asnika, A. CAUCHYHO, které se zabyvaji zakladnimi v€tami analysy. Presto vSak je
mezi pracemi obou matematikl v tomto oboru podstatny rozdil. Bolzano nebyl jen
matematikem, nybrZ také filosofem a logikem. Sam o sob& pravi, Ze matematika ho
zajimala predevsim jako odvétvi filosofie a prostiedek k vycviku spravného mysleni.
Proto je Bolzanovo dilo, pokud se tyka matematické analysy, vénovano témér vyhrad-

vevr

né lep§imu fundovani jejich nejzakladngj§ich partii a neda se srovnavat s obrovitou
8ifi dila Cauchyova; s touto jistou jednostrannosti patrné také souvisi nedostatek
odborné technické zruénosti, s kterym se u Bolzana Casto setkdvame. Naproti tomu ve
studiu rozsahu zakladnich pojmi matematické analysy a jejich vzajemnych vztahi jde
Bolzano mnohem dale a hloubéji nez kterykoliv z jeho vrstevniki. Charakter Bolza-
novych praci ze zakladli matematické analysy pozname snad nejlépe z dvou jeho pracf,
o nichZ se nyni zminime.

Prvni z nich je pojednani ,, Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je
zwey Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens eine reelle
Waurzel der Gleichung liege', vydané r. 1817. Price podava ditkaz véty, Ze funkce’)

f(x), spojita v uzavieném intervalu {a, b», nabyva uvnitf tohoto intervalu viech hodnot
mezi f(a) a f(b) (u Bolzana je formulace trochu jind). V uvodu ukazuje Bolzano, pro¢
tato ,,nazorné evidentni* véta pottebuje diikazu, a kritisuje néktera nespravna,,odvo-
zeni“. Jeho pojem spojitosti (v intervalu) je totoZny s dnesnim pojmem a je tyZ, kterého
uziva Cauchy ve svém dile Cours d’ Analyse (1821). Diikaz véty spoéiva u Bolzana na
yét€ o existenci suprema omezené neprazdné mnoZiny &isel. Véta o supremu je pak
odvozena z tzv. Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro konvergenci posloupnosti reél-

1) V daldim jde stéle o re4lné funkce jedné reslné prom&nné.
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nych &isel (u Cauchyho se vyskytuje tato podminka o 4 leta pozdgji). Bolzano se také
pokousi postacditelnost této podminky dokazat; zde je ovSem u ného mezera v dikazu,
nebot nemél k disposici teorii redlnych &isel.

JiZ tato prace ukazuje Bolzanovo hluboké pochopeni pro zadkladni otazky analysy.
TouZ problematikou, ale na vys§i irovni a ve vé&tsi §ifi se zabyva jeho prace, objevena
v Bolzanové rukopisné pozistalosti M. JASKEM okolo r. 1920 a vydana v r. 1930 pod
nézvem ,,Functionenlehre* Kralovskou &eskou spolednosti nauk. Tento spis mél tvofit
soudast velkého dila ,,Grossenlehre.

------

mluvy a dvou oddild; prvni se tykad spojitosti, druhy derivace. Hloubkou pojeti
1 systematiCnosti a zda¥ilosti podani vynika hlavné oddil o spojitosti funkci jedné pro-
ménné. Na rozdil od dfivéjsich formulaci u Bolzana i Cauchyho zavadi zde Bolzano
nejenom spojitost v intervalu, nybrZ i spojitost v bodg, a to i spojitost zprava
a zleva. Ze si byl pln& védom vyznamu této lokalisace spojitosti, je patrno z toho, Ze
udéavi prfiklad funkce, ktera je nespojita v kaZdém bodg, i pfiklad funkce, ktera je
spojita pravé v jednom bodé. Bolzano dokazuje pak fadu vét o spojitych funkcich
v tomto poradi (piSeme je v moderni symbolice a terminologii):

L. Je-li lim sup | f(x)| =0, neni f spojitd v bodé c.
I1. Funkce spojitd v uzavieném intervalu {a, b) je v ném omezend.

II1. Je-li f spojitd v uzavieném intervalu <{a,b) a existuje-li posloupnost Cisel
x, € {a, b) tak, %e im f(x,) = C, nabyvd fv {a, b) hodnoty C.

n—=o0
IV. KaZdi funkce v uzavieném intervalu {a, b) nabyvd v ném své nejvétsi a nejmensi
hodnoty (snad je zajimavé, jak peclivé se Bolzano vyjadiuje: ,,nejvétsi v tom smyslu, Ze
Zddnd jind neni vetsic).
V. Funkce f, spojitd v intervalu J, md tuto vlastnost:

(A) Jelianed, fel, f(a) + f(B), nabyvd f v otevFeném intervalu (o, B) vSech hodnot
mezi f(o0) a f(B). (To je oviem véta z ,,Rein analytischer Beweis*.)

Dukazy vét jsou vybudovany systematicky na v&t€ o supremu a na tzv. vét& Bol-
zanové-Weierstrassové: Kazda omezena posloupnost ¢isel ma hromadny bod. Bolzano
si byl dobfe védom vyznamu kompaktnosti uzavieného intervalu: ukazuje, Ze véty
111, IV neplati pro oteviené intervaly. Zdtraziiuje také, 7e vlastnost (A) neni postadu-
jici k tomu, aby funkce byla spojita v J — avSak jeho argumentace zde neni uspoko-
jiva. '

Véty, které jsme dosud uvedli, maji jeden spoledny charakter. Ukazuji, Ze viechny
vlastnosti, které jsou v souhlase s naivni pfedstavou ,,spojitosti““. Bolzanovo zkou-
méani pojmu spojitosti jde vSak také jesté v druhém, téméf v opaéném sméru. Bolzano
konstruuje priklady funkci, které jsou spojité a pfesto maji nékteré vlastnosti, které

108



Jjsou v nesouhlasu s naivni pfedstavou spojitosti a jevily se proto v jeho dobé para-
doxnimi. Z nich je nejzavaZn€jsi a nejznaméjsi tzv. Bolzanova funkce.

Tato funkce F je definovana v intervalu (g, b) jako limita posloupnosti funkci
Y15 Vas ... po Castech linedrnich, jejichZ grafy se dostanou z tise€ky postupnym opako-
vanim jisté jednoduché geometrické konstrukce. Bolzano ukazuje, Ze funkce F, ac je
spojitd v <a, by, neni monotonni v Zadném intervalu a nema konefnou derivaci
v Zadném bodé jisté mnoZiny, ktera je hustd v <a, b). Dnes vime, Ze F nema konecnou
ani nekoneénou derivaci v Zddném bodg intervalu (a, b), ale Bolzano to nikde nedoka-
Zuje a také netvrdi. Bolzanlv dikaz obsahuje jednu zdvaZnou mezeru: spojitost funkce
F dedukuje prost€ z toho, Ze je limitou spojitych funkci y,. K pojmu stejnomérnosti
a k poznani jeho vyznamu se tedy Bolzano nedostal; tim se dostalo do jeho dila
n&kolik zavaZnych omyld. To je tim podivuhodn&jii, %e na jinych mistech diirazng
a bystfe pred omyly tohoto druhu varuje.

Hluboké studium obecnych vlastnosti spojitych funkci a predev§im konstrukce
funkei s ,,paradoxnimi* vlastnostmi nam ukazuje Bolzana jako bezprostfedniho pred-
<chiidce moderni teorie realnych funkci. Je Skoda, Ze jeho Functionenlehre nebyla
publikovana dfive, v dobg, kdy mohla jesté€ ovlivnit a urychlit vyvoj této vétve ma-
tematiky. _

K dovrSeni Bolzanovy teorie funkci jedné readlné proménné bylo zapotiebi vyplnit
Jjednu mezeru, totiZ vytvofit teorii redlnych ¢isel. Jak znamo, bylo né&kolik tako-
vych teorii poddno okolo r. 1870 (CANTOR, DEDEKIND, MERAY, WEIERSTRASS). Jak
referuje K. RYCHLIK (Theorie der reellen Zahlen in Bolzano’s handschriftlichem Nach-
Jasse, Uexocn. Mat. xyprain 7 (82), pp. 553—567, 1957), je v Bolzanové poziistalosti
rukopis obsahujici pokus o systematickou teorii redlnych &isel; jejim vrcholem je
dukaz postacitelnosti Bolzanova-Cauchyova kritéria pro konvergenci posloupnosti,
diikaz véty o supremu a dukaz Dedekindovy véty. Bolzanliv pokus je na svou dobu
velmi pozoruhodny, ne vSak plné zdafily. Zavada je v tom, Ze se Bolzano snaZi za-
hrnout do své teorie vSechny ,,vyrazy“, obsahujici nekone¢n€ mnoho aritmetickych
operaci s racionalnimi &isly (,,unendliche Zahlenausdriicke®); kdybychom se misto toho
omezili napf. na fady s racionalnimi ¢leny, dal by se asi Bolzaniv pokus dovésti se
zdarem aZ do konce.

Pravé tak jako se Bolzanlv zijem o filosofii a logiku obraZi v jeho matematickém
dile, jevi se jeho matematické zaloZeni v jeho velkém logickém spise ,, Wissenschafts-
Jehre* (1837); vyznam Bolzanlv jako pfedchiidce matematické logiky je vSeobecné
uznavan. Také v tomto sméru je moZno ofekavat nové nalezy v Bolzanové pozista-
losti, jak o tom svéd¢i zprava K. Rychlika ,,Betrachtungen aus der Logik in Bolzano’s
handschriftlichem Nachlasse** (Qexoci, Mat. xypHa 8 (83), pp. 197—202, 1958).

Velka rukopisna pozlstalost Bolzanova neni jesté plné probaddna; mnohé nalrtky
a koncepty zlstanou asi navzdy nerozlustitelné. Da se viak oCekavat, Ze peclivé stu-
dium této pozhstalosti pfinese je§té nové poznatky o dile tohoto hlubokého a origi-
nalniho myslitele.
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Bolzano nebyl jen matematik, logik a filosof, nybrZ i vyznaény spolelensky
myslitel. V dusném ovzdusi rakouské absolutni monarchie, v niZ reakce po fran-
cozské revoluci jesté zesilila, se stal z prvych hlasateltt novych ideji v Ceské spoleneosti
a doplatil na tuto &innost i sesazenim z mista profesora. Ale ani pak jeho snaZeni
v tomto sméru neustalo a za¢atkem t¥icatych let 19. stoleti vytvofil prvni a vlastné
jedinou ucelenou socialistickou utopii, ktera vznikla v nasi zemi.

vy

Vychazeje z kritiky soucasného statu, za jehoZ nejvyssi nedostatek poklada nerov-
nost stavii a majetku, vytvaii Bolzano pfedstavu idedlniho stdtu. Jeho stat je republi-
kou, kde funkce parlamentu je nahrazena lidovym hlasovanim. Stat je fidicim orgé-
nem i v hospoda¥stvi, je vliastnikem piidy, vyrobnich prostfedki i ¢asti spotfebnich
prostfedkii. Rozvoj vyroby a strojova vyroba zvla§t€ nabudou tim netufenych moz-
nosti. Obchod a penéZnictvi je v rukou statu. Vychova a vyZiva déti se d&je na statni
utraty. Stat poskytuje také Iékaiskou péci oblanlim a zaopatfeni vSem prace neschop-
nym. Slabost pokrokovych sloZek spolecnosti se obraZi u Bolzana v nedivéfe v moz-
nost uskute¢néni jeho utopie, v zasadnim odmitani revoluénich metod, ve vife ve vy~
feSeni tfidnich rozpori cestou presvédCovani. Zaostalost hospodafskych pomért vede
u Bolzana k nevife v moZnost hojného uspokojovani potfeb vieho obyvatelstva, proto
hlasa nutnost asketického omezeni a vyrovnani spotfeby. Vcelku lze fici, Ze Bolzanova.
utopie patii svym obsahem a formou do okruhu socialistickych utopii 18. stoleti; nej-
bliZe stoji asi MABLYMU.

Mnoho z u€eni velkého humanisty Bolzana patii jisté historii. Pfesto v dob€ dnes-
nich zjitfenych mezinirodnich pomdri celé partie jeho dila promlouvaji k nam
s velkou naléhavosti. V dobg, kdy neuvaZané rozhodnuti mbZe pfinésti zahubu velké
Gasti lidstva a vazné ohroZeni civilisace, stava se velmi aktudlnim Bolzanovo pfesvéd-
¢eni o moci lidského rozumu, o0 moZnosti dohody mezi lidmi a o rozumném a v§em
straniAm prosp&§ném uspofadani sv&ta. Tento nizor nebyl u Bolzana vysledkem pouze
raciondlni vivahy, nybrZ i bolestnych osobnich zkuSenosti. Desetileti trvajici, Evropu
pustosici napoleonské valky vypukly jiZ v dob€ Bolzanova détstvi a poznamenaly jisté
pfevaZnou &ast jeho ucitelské Cinnosti. Proto ve svych promluvach tak plasticky 1i¢i
hriizy vojny, v niZ na jedné strané tisice lidi umiraji medem, na druhé tisice hynou
hladem, mrazem a morem. V tdobi nejhor§iho temna vSak Bolzano v&fi v kladny
vyvoj spoleénosti, ve vitézstvi lidského rozumu, zdravého citéni a vola (r. 1811) pro-
rocky: ,,Es wird — ich sage es mit aller Zuversicht — es wird eine Zeit erscheinen, wo
man den Krieg, diess widersinnige Bestreben, sein Recht durchs Schwert zu beweisen,
eben so allgemein verabscheuen wird, wie man den Zweikampf jetzt schon verabscheuet!
Je symbolické, Ze dnes pravé pfesn& po 150 letech vystupuje tato otazka vy-
razné do popredi, Ze jeSt€ ne vSechny sloZky lidské spolednosti dosly k presvéd-
&eni, Ze valka je nepfipustny zptsob feSeni spornych otdzek mezi staty. Za této
situace pfebiraji odpovédnost za vyvoj svéta predevsim ti, ktefi si zachovavaji Bolza-
nem tolik vyzdvihovany zdravy rozum, zvétSuje se tiloha inteligence, k jejimuz své-
domi se Bolzano predev§im obracel. Jen pfi dohod€ a spojeni vSech lidi dobré vile,
jen v miru miZe se uskutecnit Bolzanovo Zivotni heslo: ,,Fortschreiten soll man‘‘.
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Jen za téchto podminek rozprostfe se na zemi ono pravé §tésti, jak je li¢i Bolzano:

wUnser Geschlecht wird endlich auch immer weiter schreiten in wahrer Gliickseligkeit,
das ist, das Heer der Leiden, welche uns driicken, wird in der Folge der Zeiten sich immer
mehr und mehr verringen; je linger, je wirksamer werden die Mittel sein, die man zu
ihrer Abhilfe erfunden haben wird, die Zahl derjenigen aus uns, die sich unglicklich
fiihlen, wird immer kleiner werden, und immer grisser die Anzahl jener, die eine natur-
gemdsse Befriedigung ihrer menschlichen Bediirfnisse auf Erden finden, die ruhig und
vergniigt ihr Dasein zubringen, und alt und lebenssatt dem Tode ohne Murren in die Arme
sinken, weil auch sie sagen konnen: das sie gelebt, und dieser Erde Gliick genossen haben
(1811).

Yaojtéch Jarnik, Praha

VZPOMINKA NA PROFESORA MILOSE KOSSLERA
FRANTISEK NoZiCka, Praha

Dne 8. Unora 1961 zemfel prof. dr. MiLo§ KOSSLER, profesor Karlovy university
a &en-korespondent CSAV. Profesor Kossler se mnohostranné zaslouzil... Ne, mily
&tendri, takto oznamovand fakta nejsou jidrem mych vzpominek na mého milého
ucitele profesora Kosslera, na ucitele mnoha dneSnich uditeldt matematiky na Skolach
stfednich a vysokych. Datum 8. tinora 1961 mi pfipomind smuteéni zastavu na budové
nasi fakulty a necekanou jeji souvislost s profesorem Kdsslerem, pfipomind mi strohé
», Vi§ to uz?“ z ¥idkych rozhovori toho dne na naSem pracovisti. Kazdy, at mlady &
stary uditel, sim pro sebe se zamyslel nad smutnou udalosti tohoto dne, nad Elovékem,
ktery byl nejen vynikajicim vé€dcem a uditelem, ale téZ Clovékem s nesmirnou dobrotou
srdce, ktery neznal jakkoli ubliZit. VZdyt pomahal kaZdému a v§ude, kde toho bylo
tfeba; pfitom jeho ochota nepramenila z védomi povinnosti nebo z Zivotni filosofie.
Byl prosté& uslechtily v pravém slova smyslu. Vzpominka na profesora Kosslera je mila
tak, jak mily byl on sdm, vzpominka na ného vede a pomaha.

Casto si v rozhovorech s na§imi studenty uvédomuji, jaké ptiznivé podminky dnes
maji pro své studium i pro pozd&jsi své uplatnéni na rozdil od okolnosti, za kterych
studovali mnozi z t&ch, ktefi dosahli ve svém oboru velkych tispéchi a byli nebo jsou
nasimi pfednimi védeckymi pracovniky. Pro tyto lidi to byla pfedevsim laska k oboru
a nadSeni, vytrvalost a svédomitost, které je zafadily na mista zodpovédna za védec-
kou-a kulturni urovei naroda. Profesor Kossler byl z chudé rodiny a v letech 1903 az
1908 jako student filosofické fakulty Karlovy university se probijel kondicemi.
Studium matematiky, fysiky a astronomie poskytovalo tehdy jen skromné moZnosti
uplatnéni. Prakticky to bylo jen uditelstvi na stfednich §kolach, pfiéemZ bylo malo
kol a uciteld matematiky nadbytek. Tti léta nezamé&stnanosti po ukonéeni studia,
vyplnéna honbou za kondicemi a starostmi s dluhy, nezménila nic na nadSeni a
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