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Casopis pro p&stovani matematiky, ro. 87 (1962), Praha

K TEORII o-IDEALU V NEKOMUTATIVNICH OKRUZICH

OLpkicHe KowALskr1, Brno
(Doslo dne 1. Cervna 1961)

Multiplikativni teorie idedld v komutativnich oborech integrity byla
v jistém smyslu dovrSena teorii kvazidélitelnosti idedlli vybudovanou VAN
DER WAERDENEM. V této praci je rozvinuta obecnéjsi teorie kvazidélitelnosti
oboustrannych p-idedli v nekomutativnich okruzich.

UvVOoD

Zéakladnim vysledkem multiplikativni teorie idealli v komutativnich oborech in-
tegrity je véta objevena E. NOETHEROVOU:

V komutativnim oboru integrity o Ize kaZdy idedl rozloZit prdvé jednim zpiisobem
v soucin prvoidedli, kdyZ a jen kdy? jsou splnény tyto podminky:

N1. o je celistvé uzavfeny ve svém podilovém télese. ) ,

N2. Plati minimdlni podminka pro retézce idedli obsahujicich pevny idedl + 0.

N3. Plati maximdlni podminka pro Fetézce idedlii v o.

Podminka N2 miiZe byt pfitom nahrazena timto pfedpokladem:
N2’. Kazdy prvoidedl oboru integrity o je maximdlni. (Viz 3], kap. 6.)

Poznamenejme, Ze podminky N1, 2, 3 resp. N1, 2/, 3 jsou také nutné a dostateéné
pro to, aby se dal obecnéji kazdy zlomkovy idedl ptislusny k oboru o jednoznacné roz-
loZit v souéin mocnin prvoideald.

VAN DER WAERDEN ukézal, Ze kdyZ z pfedpokladit Noetherové ponechame v plat-
nosti pouze N1 a N3, pak Ize na mnoZing zlomkovych ideald pfislusné danému komu-
tativnimu oboru integrity o definovat relaci kvazirovnosti tak, Ze kaZdy zlomkovy
idedl lze jednoznaéné aZ na poradi a kvazirovnost rozloZit v souéin mocnin prvo-
idedli. (Viz [5], kap. XIV nebo [2] kap. 1)

Vysledky E. Noetherové byly z jiného hlediska zobecnény v teorii o-ideald, jejiZ
axiomatické zaklady poloZil K. AsaNo. Byly stanoveny nutné a postacujici podminky
pro to, aby se dal kaZdy oboustranny zlomkovy o-idedl pfislu§ny k danému nekomu-
tativnimu okruhu o jednoznaéné rozloZit v souéin mocnin koneéného pocétu o-prvo-
ide4ld. (Viz [3], kap. 6 a § 5 této prace.)
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V nasi praci byly Waerdenovy mySlenky pfeneseny z teorie ideald v komutativnich
oborech integrity na teorii p-ideald a tim byly dale zobecnény nékteré klasické vy-
sledky.

Obecna teorie obsaZen4 v §§ 1 —4 je rozvijena v abstraktni svazové formulaci, jaké
uZivaji v multiplikativni teorii ideal nktefi nov&jii autofi (viz napf. praci [4]).
V § 5 jsou pak obecné zavéry aplikovany na teorii o-ideald.

1. POJEM -POLOGRUPY — DOPLNUJICI PODMINKY

Definice 1. Necht mnoZina L md tyto vlastnosti:
1) L je svaz.
2) L je pologrupa s jednotkovym prvkem.
3) VL jsou splnény distributivni zdkony
1) ! abuc)=abuac, (bucja=bauca.

Potom se mnoZina L nazyvd svazové usporddand pologrupa, nebo krdtce l-pologrupa.
(Viz [1], str. 280.)

Dalsi oznaceni: Jednotkovy prvek pologrupy L budeme vZdy oznadovat e. Nulou
I-pologrupy L nazyvame takovy prvek 0, %e pro viechna x eL plati0 . x = x.0 = 0.
Pro horni édsteéné uspoFdddni svazu L budeme uZivat znaku £. Nejvétsim prvkem
Gastené uspofddané mnoZiny M < L nazyvame takovy prvek me M, Ze plati
x £ m pro viechna x € M; podobné se definuje nejmensi proek mnoZiny M.

Snadno se doké4Ze nésledujici tvrzeni (viz [1], str. 280):

1.1. Necht'L je I- pologrupa Je-li a £ b, pak pro libovolné prvky x, y eL plati
ax < bx, ya £ yb.

Definice 2. Celymi prvky l-pologrupy L nazyvdme prvky x < e. Jsou-li vSechny
proky v L celé (tj. je-li e nejvétsim prokem svazu L), nazyva se l-pologrupa L celd;
v opalném pripadé se nazyvd neceld.

1.2. Jsou-li a, b celé prvky, pak platiab < an b.

Dikaz. Platia < e, b £ e a tedy podle 1.1 ab £ eb = b, ab £ ae = a, odkud
plyne dokazované tvrzeni.

Ztejma je nasledujici poucka:

1.3. MnoZina C vech celych prvki z L je celd l-pologrupa.

Definice 3. Nech? I(a) je mnoZina vSech prokii x e L, pro které plati axa < a. Je-li

mnoZina I(a) neprdzdnd a obsahuje-li nejvétsi pruek, nazjvdme tento ne]vetSt proek
inversnim prvkem k a a oznalujeme jej symbolem a™*.

Poznamka. V dal§im budeme poZadovat aby I-pologrupa L spliiovala n&které
doplniujici podminky z t&ch, které zde v souhrnu uvedeme:
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’ (I) Ke kazdému proku a e L existuje inversni proek a™!.
(IT) Jestlize ab < a resp. ca < a, pak b < e resp. ¢ < e.

(IXX) Plati maximdini podminka pro Fetézce celych prvki v L: Ka#dy rostouci
Fetézec a; < a, < a; < ... < e celych proki I-pologrupy L je koneény.

1.4. Plati-li v L podminka (II), pak inversni prvek a™' k proku a (pokud existuje)
je jednoznacné urcen témito vlastnostmi:

(J) aa™ Ze, a‘laé e.

(J,) Kdykolivac < eresp.da < e, pakc < a”™'resp.d < a”*.

Dikaz. ProtoZe L spliiuje podminku (II), je (J) ekvivalentni se vztahem a*
€ I(a) a (J,) znamena, Ze kdykoliv c € I(a) resp. d € I(a), potom ¢ < a™" resp. d <
< a~'. Takto v8ak byl zfejmé& definovéan inversni prvek a~*.

2. GRUPA TRID

Predpoklddejme vSude v dalsim, %e I-pologrupa L spliiuje podminky (I) a (II).

Definice 4. Proky a, b eL se nazyvaji kvazirovné, kdy? a=' = b~!. Oznadeni:
a ~ b. Prvek a se nazyvd kvazidélitelem (vlastnz’m kvazidélitelem) proku b, kdy?
platia™* £ b7 (a™' < b™"). Oznaleni: a = b (a > b). Rikdme pak také, 2e b je
kvazindsobkem (vlastnim kvazindsobkem) proku a a piseme b < a (b < a).

Je zfejmé, Ze kvazirovnost je ekvivalence, ktera uréuje rozklad & mnoZiny L na
tFidy kvazirovnych proki a kvazidélitelnost je Castené usporadani definované na
tomto rozkladu. Plati totiZ a ~ b pravé tehdy, kdyZ soudasné a < b a a = b. Doka-
Zeme si pfedevsim né&kolik vlastnosti kvazirovnosti a kvazidélitelnosti.

2.1. Je-li a £ b, pak a X b.

Dikaz. Plati ab™' < bb™' < e a odtud podle (J,) b~ < a™'.

2.2. Podminka a X b je ekvivalentni s kaZdou z nerovnosti ab™! < e, b™'a

Dtkaz Jelia<bh,pak b ' <g 'aodtudplyneab™* <a.a ' < e b?
< a7 'a £ e. Plati-li naopak ab™! < e nebo b™'a < e, pak podle (J,) b™' < a”

23. Je-li a2 b, pak a < (b™1)"%.

Diikaz. Podle 2.2jeab™" < ea podle (J,) a < (b™')7! cbd.

& 8 |A
=lIA ®

2.4. Prvek b* = (b™!)™" je kvazirovny k b.

Dtikaz. Podle 2.3 plati b < b* a tedy podle 2.1 b <X b*. Dale pon&vadz b~ 'b* <
< e, plyne z 2.2 b* X b. Odtud b* ~ b. Prvek b* je zfejmé& nejvétsim prvkem ttidy
prvku b; budeme jej nazyvat vyznacnym prvkem této tfidy.

2.5. Je-li a X b, pak ca X ¢b, ac X bc pro libovolné c e L.

Diikaz. JelikoZ (cb)"'cb < e, mame podle (J,) (ch) ¢ £ b™' < a~'. Odtud
(cb)"'ca £ a”'a £ e a podle 2.2 ca X cb. Druh4 nerovnost se odvodi obdobné.

426



2.6. Je-lia ~ b, pak ac ~ bc, ca ~ ¢b pro c eL. (Disledek 2.5.)
2.7. Je-lia ~ ¢, b ~ d, pak ab ~ cd (plyne z 2.6 a z transitivity).

2.8. Plati e = e™! = ¢*.

Dikaz. Pfedevdim plati e™! = ee™® < e a ze vztahu ee < e plyne e < e !,
celkemtedy e = ™!, e* = (e™) ' = e = e

2.9. Ze vztahu a < e plyne a £ e.

Dikaz. Podle 2.8 je e* = eapodle 2.3 a < e*.

Z 2.7 vidime, Ze tfida soudinu ab zavisi jen na tfidach obou &initell a, b; 1ze proto
na rozkladu & definovat jednoznaéné ndsobeni: Oznaéime-li (x) tfidu, do niZ naleZi
prvek x, je toto nasobeni ddno vzorcem
) ay {b) = (ab).

Véta 1. MnoZina & tFid kvazirovnych prvki tvoff grupu vzhledem k ndsobeni (2).

Dikaz. Je zfejmé, Ze nasobeni (2) je asociativni a Ze jeho jednotkovym prvkem je
tfida (e) — tzv. jednotkovd tfida. Oznadme dale b = (a”'a)™"; plati b(a™'a) S e
a odtud ba™' < a~* podle (J,), z podminky (II) plyne b < e. Plati tedy (a™'a)™! <
< e = e~ ! a z definice kvazidélitelnosti dostdvime e < a~'a. Na druhé strang plati
a~'a £ e, tedy a”'a < e. Spojeni obou nerovnosti dava vztah a " 'a ~ e. Podobné se
ukaZe vztah aa™! ~ e. Soudin tfidy prvku a a t¥idy inversniho prvku a~?! je tedy
roven jednotkové tfid€. Tim je véta dokazana. Pfedchozi konstrukce doplnime touto
existenéni vétou:

Véta 2. Necht I-pologrupa L je neceld (tj. necht obsahuje aspoii jeden proek a, pro
ktery neplati a < e). Potom platt:

1) V L neexistuje nula ani nejuétsi a nejmensi proek.

2) Prislusnd grupa & tFid je nekonecnd.

Dikaz. 4d 1): Dikaz provedeme sporem. Necht prvek 0 je nulou v L. Pak pro
kazdé x e L plati 0x = 0 a podle (II) x < e, L je tedy celé proti pfedpokladu. Necht h
je nejmensi prvek v L. Pak plati 2 < ea z 1.1 plyne hh = h. Podle véty 1 plati h ~ e,
tedy A= = e. Je-li x eL libovolné, pak x~! = h a odtud podle 2.3 a 2.1 x <
< (x™H)7' £ b7, tedy L je opét celd proti pfedpokladu. Necht m je nejvétsi prvek
vL. Pak je e £ mapodle 1.1 mm = m. Odtud plyne podle véty 1 m ~ e, tedy podle
2.9 m < e, coZ je spor.

Ad 2: Necht a e L je necely prvek. Pak plati b = a U e > e a za pfedpokladu, Ze
b" > e dostavame b"*! = bb" = b > e. Tim je dokazéno indukci, Ze plati b" > e
pro kaZzdé n = 1. Podle 2.9 je (b"> #+ {e) pro n =1,2,3,... a odtud plyne, Ze
{b™y # {b"y pro libovolné celé m + n. T¥idy ..., {b™2), (b1, (e, {(bD, (b, ...
tvofi tedy nekoneénou cyklickou podgrupu grupy &.

V dal$im budeme potiebovat jesté nasledujici pouéky:

2.10. Je-li a = b, pak existuje prvek ¢ £ e takovy, Ze plati a~ bc, be £ a
a prvek d < e takovy, %e plati a ~ db, db < a.
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Diikaz. Volme ¢ = b™'a, pak je podle 2.2 ¢ < e a zfejm& plati a ~ bc, be =
= b(b™'a) = (bb™*) a £ a. Podobné je mozno poloZt d = ab~ 1.

2.11. Je-li a ~ b, pak existuji proky e ~ e, § ~ e takové, Ze ae = 6b.

Dikaz. Plati a(a™'b) = (aa™?) b.

2.12. Je-li a X b, pak existuji prvky ¢ ~ e, ¢ ~ e takové, Ze ea < b, ag’ < b.

Dikaz. Z 2.3 a 2.4 plyne a < b*, b ~ b*. Podle 2.11 existuji prvky ¢, 8, &, &’
z jednotkové tfidy, pro n&Z plati bd = &b*, §'b'= b*¢’; odtud plyne

ea<eb*=bd<b, af <b*% =b<b.

213. Je-liaxXbh, ¢c=Xd, pak avec=bud.

Dikaz. Podle 2.12 existuji prvky ¢ ~ e, § ~ e takové, Ze ae < b, ¢6 < d. Odtud
plyne (a u c)ed Sacucd S bud a protofe &5 ~ e, mame au c < bud cbd.

3. KVAZIFAKTORISACE V -POLOGRUPE

Pfedn& zavedeme nékolik dalsich pojmi:

Definice 5. Prvek p < e se nazyvd kvazirozloZitelny, jestliZe ze vztahii a Xe,
b=<e, p~ ab plyne bud a ~ e nebo b ~ e.

Definice 6. Prvek p < e se nazyvd prvoelement, jestliZe ze vztahii a < e, b S e,
ab £ p plyne bud a < p nebo b £ p.

Definice 7. Prvek q < e se nazyvd maximdlni, jestliZe neexistuje prvek r rizny od
q ie, pro ktery by platilog = r < e.

Nasledujici poucka plati pro libovolnou I-pologrupu (kterd nemusi spliiovat Zadnou
z podminek (1), (II)):

3.1. Kazdy maximdlni prvek v L je prvoelement.

Dikaz. Necht p je maximélni prvek a nechf plati a < e, b < e, ab < p. Pak
také (a U p) (b L p) < p. Kdyby nebyl splnén 74dny ze vztahtia < p, b < p, plynulo
by snadno z definice maximalniho prvku au p=buU p = e a tedy e < p, coZ je
spor. Podle definice 6 je tedy p prvoelement.

V nasledujicim lemmatu podame jinou charakteristiku kvazinerozloZitelnych

prvki:

Lemma 1. Proek p < e je kvazinerozloZitelny tehdy a jen tehdy, kdyZ ze vztahu

p =X q=Xe plyne bud q ~ p nebo q ~ e.

Dikaz. 1. Necht prvek p < e ma vlastnost uvedenou ve znéni lemmatu; pfedpokla-
dejme, Ze plati p ~ ab,kdea < e, b < e.Potomab < a,ab < ba'odtudp < a < e,
p =X b X e. NemuzZe platit soucasn€ a ~ p, b ~ p, nebot by z toho plynulo p ~ e,
coZ je spor. Plati proto aspoil jeden ze vztah a ~ e, b ~ e a prvek p je tedy kvazi-
nerozloZitelny.
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2. Necht p je kvazinerozloZitelny a pfedpokladejme, Ze plati p X g < e. Pak podle
2.10 existuje prvek ¢ < e takovy, Ze p ~ gc. Z definice 5 vyplyva, e bud c ~ ¢ a
odtud g ~ p, nebo Ze plati g ~ e.

Lemma 2. Nechr p je kvazinerozloZitelny prvek a p* vyznaény prvek jeho tiidy,
pak ze vztahu p* < g < e plyne g ~ e.

Dikaz. Plati p < g < e a podle lemmatu 1 je bud ¢ ~ p nebo g ~ e. Ze vztahu
q ~ p by v8ak plynulo g < p*, coZ je spor. Plati proto g ~ e, cbd.

Véta 3. Je-li p kvazinerozloZitelny prvek, pak pFislusny p* je prvoelement.

Dikaz. Z pfedpokladt plyne, Ze p* < e. Nechf a < e, b < e a ab £ p*, pak
p* £ p*ua L e JestliZe p* = p* U a, plyne odtud a £ p*, jestliZe viak p* <
< p*Ua £ e, pak podle lemmatu 2 je p* Ua ~ e. Z tohob =eb ~ (p*u a)b =
= p*b U ab a dile p*b u ab £ p* U p* = p*, tedy plati p*b U ab = p*. Odtud
plyne b X p* a b < p*. Podle definice 6 je tedy p* prvoelement.

Lemma 3. Nech? p je kvazinerozloZitelny prvek; pak ze vztahii a <e, b=<e,
ab <X p plyne bud a < p nebo b < p.

Dukaz. Necht prvky a, b, p vyhovuji hofej$im relacim, pak plat1 ae b=e
ab £ p* a jelikoZ p* je podle vty 3 prvoelement, mame bud a < p*; nebo b < p*;
odtud plyne, Ze bud a < pnebo b X p cbd.

Véta 4. Jsou-li p,, p, kvazinerozloZitelné prvky, pak plati p;p, ~ p.p;-

Dikaz. PoloZzme g = P10 py; podle 1.2 plati p;p, £ 9 = py, P2P1 S 4 = D2
a tedy
€) P2 2q=pr, P21 Zd=D;-
Vynasobime-li prvni resp. druhy ze vztahti (3) zleva prvkem pi ! resp. p; !, dostdvame
po upraveé ~

4 p22piga=Ze, pi=p;lg=ZLe.
Podle lemmatu 1 mohou nastat tyto moZnosti:

A) Plati aspoii jeden ze vztahti p; 'q ~ e nebo p; ‘g ~ e, potom bud p; ~ g nebo
P> ~ g a uZitim vhodného ze vztahd (3) dostavdme bud p, < p, nebo p, <X p;.
Z lemmatu 1 plyne v obou pfipadech p, ~ p, a dokazované tvrzeni je okamZitym
disledkem 2.7. ,

B) Plati p;'q ~ p,, p;'q ~ p;, pak vyndsobenim t&chto vztahd zleva prvky
D1, P, dostdvame g ~ pp, ~ p,p;- Tim je ditkaz proveden.

Pfedpokladejme dale v tomto odstavci a v odst. 4, Ze [-pologrupa L spliiuje pod-
minku (I1I).

3.2. KaZdy rostouct Fetézec tvaru
(5) a1<a2<a3<...§e

je konecny.
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Ditkaz. Podle 2.3 plati pro pfislu$né vyzna&né prvky af < af < aj < ... Ze,
tento fet&zec obsahuje podle podminky (III) jen kone&ny po&et prvkd a tedy i Fetézec
(5) je koneény.

3.3. Kazdy klesajici Fetézec tvaru
(6) a1>a2>a3>‘..¢§a
je konecny.

Diikaz. Plati a;* < a;' < aj;' < ... La~' a odtud podle 2.5 a véty 1 a; 'a <
< az'a<aj'a< ... X e Tento fetézec je podle 3.2 konedny a tedy i Fetézec (6) je
koneény, cbd.

O koneéném fetézci a, < a, < ... < a, fekneme, Ze je prosty, jestlize pro i =
=1,2,....,n — 1 ze vztahu a; < b < a,,, plyne b ~ a; nebo b ~ a;,;. Rikame
také, Ze prvky ay, a, jsou spojeny prostym Fetézcem.

Lemma 4. Je-li a < b X e, pak lze prvky a, b spojit prostym Fetézcem.

Dikaz. Intervalem [a, b] budeme rozumé&t mnoZinu viech prvkd x e L, pro které
plati a <X x < b. Interval [¢, d] nazveme vlastni &dsti intervalu [a, b], jestlize a < ¢,
d X b a neplati soudasn& a ~ ¢, d ~ b. Interval [a, b] nazveme nekonecnym, jestlize
prvky a, b nelze spojit prostym fetézcem. Je zfejmé, Ze v kazdém nekonedném inter-
valu [a, b] je obsaZen jako vlastni &ast nekonedny interval [c, d].

Necht a < b < e a predpokladejme, Ze interval [a, b] je nekonegny. Pak lze se-
strojit- nekoneénou posloupnost nekoneénych intervald

(7) [a,b] = [ay, by] 2 [az, b2] 2 ...
z nichZ kaZdy je vlastni &asti pfedchoziho intervalu.
Plati

aa;Xa,2a3;=2...2b=X¢e; bzbZb,zZby=...

'S

a.

Je zfejmé, Ze bud se d4 z prvniho fetdzce vybrat nekonedny fetézec tvaru (5), nebo se d4
z druhého Yetézce vybrat nekonedny Fetézec tvaru (6) a to je podle 3.2 a 3.3 spor
s podminkou (III). Interval [a, b] tedy nemiiZe byt nekonetny a prvky a, b Ize proto
spojit prostym fetézcem.

Lemma 5. Ke kaZdému prvku a < e existuji kvazinerozloZitelné prvky p;,
D2, ..., D takové, Ze platia ~ pyp, ... Px-

Dikaz. Spojme prvky a, e prostym fetézcem:

a=a;<a,<...<q < as; =e.

Utitim lemmatu 1 se snadno ukaZe, e prvky aja;’, a,a3?, ..., @—1ax *» @ jsou

vesmés kvazinerozloZitelné; jejich souéin je ziejmé kvazirovny k a; = a.

Véta 5. Kazdy prvek a < e je kvazirovony koneénému soulinu pip, --- Px kvazi-
nerozloZitelnych prokil, které jsou aZ na poradi a kvazirovnost uréeny jednoznacné.
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Dukaz. Moznost takového vyjadfeni plyne z lemmatu 5. Necht jsou dany dva
1izné rozklady a ~ p1ps -+ P @ ~ PP --- Dy Prvku a v soudin kvazinerozloZitel-
nych prvki. Pak plati pip5 ... py = p; a podle lemmatu 3 plati aspofi pro jeden prvek
p; vztah p; < p,. Vzhledem k vété 4 miizeme pfedpoklddat takové oznaCeni prvkii p},
Fe plati p; < p,. Potom zfejm& p; ~ p; a py'a ~ p, ... pp ~ P5 ... p,. Po kone&ném
po&tu krokt dojdeme k zavéru, Ze r = k a Ze pfi vhodném oznaceni plati p; ~ p; pro
i =1,2,..., k. Oba rozklady se tedy mohou liSit nanejvys pofadim Ciniteld. Tim je
véta dokdzana.

Véta 6. 1. Grupa & tFid kvazirovnych proki je komutativni. 2. KaZdy prvek a eL
nepatrici do jednotkové tFidy je kvazirovny nékterému symbolickému soudinu
PPy ... pi, kde e; = 0 (i = 1,2,..., k) jsou celd éisla a py, Dy, .-, Py jsou kvazi-
nerozloZitelné elementy patfici k riznym tfiddm; toto vyjddrent je aZ na pofadi &ini-
telii a volbu representantii p; z pFislusnych t¥id uréeno jednoznacné.

Diikaz. Ad 1: Necht a eL je libovolny prvek; oznaéme b = a~' N e. Potom plati
b L e,c=ab < eapfitoma ~ ch™!. Tedy kazdy prvek a €L se d4 vyjadtit ve tvaru
a ~ be™!, kde b, ¢ jsou celé prvky. Z véty 4 a z v&ty 5 plyne, Ze pro libovolné celé
prvky b, ¢ plati bc ~ ¢b, b ¢ ~ ¢hb™ !, b7 '™t ~ ¢7'b™! a grupa @ je tedy komu-
tativni.

Ad 2: Pti ditkazu se vyuZije pravé dokazaného tvrzeni 1), jinak se postup nelii od
postupu uZitého v dikazu véty 5.

4. PRVOELEMENTY A JEDNOZNACNA FAKTORISACE

NiZe jsou charakterisovany vSechny prvoelementy I-pologrupy L:

Véta 7. Kazdy prvoelement p eL je bud kvazirovny k e nebo je kvazinerozloZitelny
a roven pFislusnému vyznacnému proku p*.

Dikaz. Bud a < e prvoelement. Potom existuje kvazinerozloZitelny prvek p ta-
kovy, Ze a £ p*. Podle 2.10 existuje prvek ¢ < e takovy, Ze a ~ p*c a p*c < a.
Podle definice prvoelementu plati bud ¢ < a nebo p* < a. Z nerovnosti ¢ < a by
v8ak plynulo p*c X p*a, tedy a X p*a a p* = e, coZ je spor. Plati proto p* < a
a odtud a = p*. Zvét 3, 5, 6,7 nyni plyne ‘

Véta 8. 1. Kazdy prvek a < e je kvaziroony koneénému soucinu pip5 ... px kvazi-
nerozloZitelnych prvoelementi, uréenému aZ na poradi Ciniteli jednoznaclné.
2. KaZdy prvek a e L nepatfici do jednotkové tiidy je kvazirovny nékterému symbo-
lickému soucinu pyipie ... pre=, kde e; = 0 jsou celd ¢isla a pY, p3, ..., pr navzd-
jem rizné kvazinerozloZitelné prvoelementy; toto vyjdd¥eni je a? na poradi Cinitelil
jednoznacné.

UvaZujme jesté dvé dalsi dopliiujici podminky pro I-pologrupu L:

(IV) Ke kaZdému prvku a eL existuje vyznacény prvek b* takovy, Ze b* < a.

(V) Kazdy prvoelement v L je maximdlni.
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Lemma 6. Plati-li v L podminka (IV), pak ke kaZdému prvoelementu q ~ e.exis-
tuje kvazinerozloZitelny prvoelement p* takovy, Ze p* < gq.

Dikaz. Nechf g ~ e je prvoelement, podle podminky IV existuje vyzna&ny prvek
a* takovy, ¥e a* < g. Proto¥e a* < e, plati podle véty 8 a* ~ pip; ... D¢, kde
P> D3> ---» D jsou kvazinerozloZitelné prvoelementy. Podle 2.3 plati pip3 ... pi <

< a* £ g a protoZe q je prvoelement, plati podle definice 6 aspoii pro jeden p} relace
pi < g. Je zfejmé, Ze plati pYesn&ji pi < g cbd.

Véta 9. Necht I-pologrupa L spliiuje podminky (1—V). Pak plati:

1. I-pologrupa L je komutativni grupa a platiL = @.

2. Kazdy prvek a < e lze vyjddFit jako soucin koneného poctu prvoelementii a to
aZ na pofadi éinitell jednoznaéné. KaZdy prvek a + e lze vyjddFit jako symbolicky
soulin a = p'p% ... pim, kde e; 2 0 jsou celd &isla a py, Dy, ---, D,y NAVZdjem rizné
prvoelementy; toto vyjddFeni je aZ na pofadi Cinitelii jednoznacné.

Ditkaz. Z lemmatu 6 a podminky (V) plyne, Ze v L neexistuji prvoelementy kvazi-
rovné k e, tedy podle 3.1 je kaZdy maximélni prvek v L vlastnim kvazinasobkem e.
Je-li a < e libovolny cely prvek, pak k nému existuje maximalni prvek g = a, odtud
je zfejmé, Ze ze vztahu a < e plyne vidy a < e. Jedinym prvkem kvazirovnym k e
je tedy e. Podle 2.12 ze vztahu a X b plyne a < b a ze vztahu a ~ b plyne a = b.
Véta 9 je tedy dlsledkem véty 8 a prvni Easti véty 6.

5. IDEALY V NEKOMUTATIVNICH OKRUZICH

Je-li A okruh, pak jeho prvek a se nazyva reguldrni, neni-li pravym ani levym déli-
telem nuly. Soucin dvou regularnich prvkl je ziejmé zase regularni prvek. Ma-li
okruh ¥ jednotkovy prvek, a jestlize pro nékteré dva prvky a, b € Y plati ab = ba =
= 1, nazyvame a inversnim prokem k b (b inversnim prvkem k a) a oznadujeme b =
= a~',a = b™'. PonévadZ v celém tomto odstavci budeme pojednéavat pouze o prv-
cich okruht, nemiiZe toto oznadovani vést k nedorozuméni.

V celém odstavci budeme predpoklddat, Ze je ddn okruh U s jednotkovym prvkem 1,
ve kterém ke kaZdému reguldrnimu proku existuje inversni prvek.

Definice 8. Podokruh o okruhu U se nazyvd poradatel tohoto okruhu, spliiuje-li
podminky:

01) 1eo.

02) Pro kazdé ¢ € U existuji proky a, b € o takové, fe ¢ = ab™'.

Poznamka. Je-li okruh o pofadatelem okruhu ¥, pak je ¥ tzv. pravy podilovy
okruh okruhu o. '

Definice 9. Bud o pofadatel okruhu U. Podgrupa a aditivni grupy okruhu U se
nazyvd pravy (zlomkovy) o-idedl, kdy? plati:
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R1) a0 < a.

R2) a obsahuje reguldrni proek.

R3) Existuje reguldrni prvek a € ¥ takovy, %e aa < o.

Obdobné definujeme levy o-idedl symetrickymi podminkami L1, L2, L3. Je-li
podgrupa a soucasné levym i pravym v-idedlem, budeme ji nazyvat oboustrannym
o-idedlem, nebo krdtce v-idedlem. Je zfejmé, Ze kaZdy pofadatel v okruhu YU je
o-idedl. '

Poznamka. Pro zkriceni zapisu budeme pravé p-idealy, levé o-idedly a o-idealy
v souhrnu nazyvat o-idedl Y.

Definice 10. Dva poradatele 04, 0, okruhu U se nazyvaji ekvivalentni, kdy? exis-
tuji reguldrni proky ay, by, a,, b, takové, Ze ayv,b, = v,, a,0,b, = p,. Takto
definovana ekvivalence je ziejmé logickou ekvivalenci.

V dal§sim budeme potiebovat toto kritérium:

Lemma 7. Nechr o’ je podokruh okruhu U obsahujici 1 a nechf existuje poradatel o
a reguldrni proky a, b, a’, b’ takové, fe avhb = o', a’o’b’ = 0. Potom podokruh o' je
poFadatel ekvivalentni s pofadatelem v.

Ditkaz. Necht u € U, pak existuji prvky p, g € o takové, ¥e a~'ua = pq~!, nebot o
je pofadatel. Podle pfedpokladu plati apbe o', agbe o’ a u = apg~*a™' = (apb).
.(b7'q"'a"") = (apb) (agb)™*; odtud je o’ potadatel ekvivalentni s o.

Véta 10. Bud «a ~r.;-idea’l; oznalme o, mnoZinu prvki x € ¥ takovych, Ze xa < a
a o, mnoZinu proki y € Y takovych, Ze ay < a. Potom plati:

1) Mnofiny oy, o, jsou pofadatele ekvivalentni k o,

2) idedl a je levy o,-idedl a pravy o,-idedl.

Dikaz. Bud pfedné a pravy o-idedl. MnoZina o, je zfejmé podokruh obsahujici 1.
Podle podminek R1— R3 existuji regularni prvky a, b takové, Ze bo = a < ao, odtud
(boa™)a < (boa™") ao = bo < a, tedy boa”! = 0. Déle plati o0,(bo) = 0 <
< a < ao, tedy také 0,b < ao a odtud a~'0,b < 0. Podle lemmatu 7 je tedy o, pofa-
date] ekvivalentni s o.

UkaZeme, Ze a je levy o,-ideal. Vlastnosti L1, L2 vzhledem k pofadateli o, jsou zfejmé
splnény. Dale protoZe a je pravy o-ideal, existuje prvek c takovy, Ze ca < o; odtud
aca < a atedy ac < o, coZ dava L3. Obdobné se ukaZe, Ze je-li a levy o-idedl, pak o,
je pofadatel ekvivalentni k o a a je pravy o,-idedl. Je-li a pravy o-idedl, pak je a také
levy 0,-idedl, odtud je o, pofadatel ekvivalentni k 0,, tedy k o a a je pravy o,-idel. Tim
je véta dokazana.

Definice 11. MnoZiny o, a o, uréené ve vété 10 se nazyvaji levy a pravy poradatel o-
idedlu a.

Definice 12. Bud o libovolny pofadatel. Potom se ‘o-idedl a nazyvd cely, plati-li
aa < a. Uvedeme nékolik pomocnych tvrzeni:
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5.1. Je-li a pravy (levy) o-idedl, pak o < o, (0 < 0)).

5.2. Nechr a je o-idedl. Plati-li jeden ze vztahil @ < 9,, @ < o,, plati i druhy a a je
cely o-idedl. Je-l1i naopak a cely v-idedl, pak platia < 0,, a < 0,.
Dikaz plyne ihned z definice poradatelti o, a o,.

> . r W —_— v v 7 v
Bud a o0-idedl, ozna¢me a~! mnoZinu viech prvkd u e U takovych, Ze aug < a.

Véta 11. Nechr a je o-idedl s pravym pofadatelem o, a levym poFadatelem o,.
Potom mnoZina a~* je levy o,-idedl a pravy o,-idedl.

Dikaz. Predeviim je ziejmé, Ze a~! je podgrupa aditivni grupy okruhu %. Uka-
Zeme, Ze a~! spliiuje vlastnosti L1 —3 vzhledem k pofadateli o,.

1 1

L1. Plati a(o,a™)a =aoa"'a) caa e ca=o0a4" " ca”l.

L2. Podle véty 10 a R3 existuje regulirni prvek a takovy, Ze aa = o,; odtud.
aaa < ao, < a a tedy aea”l.

L3. Podle R2 existuje regulérni prvek b takovy, Ze b € a, odtud a™*b = a7 'a < 0,

nebot aa"la < a.

s owr

Z dokazaného plyne, Ze a~ ! je levy o,-ideal. Druh4 &ast véty se dokdZe obdobné.
. Definice 13. Idedl o™ se nazyvd inversni k idedlu a.
Definice 14. Porfadatel o se nazyvd maximdlni, jestlize ze vztahu o = v', kde o' je
poFadatel ekvivalentni k o plyne o = 0'.

Nésledujici tvrzeni 5.3—5.9 plati za ptedpokladu, Ze o je maximdlni pofadatel
okruhu Y.

5.3. Je-li a pravy (levy) o-idedl, pak o = o, (0 = v,).

Dikaz tvrzeni plyne z 5.1, definice 14 a véty 10.

5.4. Je-li a o-idedl, potom také a™ je o-idedl.

Dikaz plyne z 5.3 a véty 11.

5.5. Je-li a pravy(levy) o-idedl, potom inversni idedl a™' je mnoZina vSech proki
x € U, pro které plati xa = o (ax < o).

Dikaz. Je-li axa < g, plati xa < o, a podle 5.3 xa = 0. Obracené ze vztahu
xa < o plyne axa < ao < a. Podobné se dokéZe tvrzeni v zavorce.

5.6. Je-li a € ¥ reguldrni prvek, pak mnoZina ao je pravy o-idedl a mnoZina oa
je levy o-idedl (tzv. hlavni idedly). Ddle plati (av)™* = oa™*, (0a)™! = a~'o.

Diikaz. Prvni &st tvrzeni je zfejmé. Dale plati oa™'(a0) < o a tedy podle 5.5
pa”! < (ao)~*. Obracené ze vztahu x € (av) ! plyne podle 5.5 xao < o, odtud méme

xa € o a tedy x € oa~'. Plati proto (a0)™! = oa™'. Obdobné& probihé dikaz pro ideal
oa.

5.7. Je-li g v-idedl, pak plati:
1. a obsahuje reguldrni prvek a € 0.
2. Existuje reguldrni prvek b € o takovy, Ze ab < o, ba < o.
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Dikaz. 1. ProtoZe a je pravy o-idedl, existuje v a regularni prvek ¢ € Y. Podle 02
plati ¢ = ab™!, kde a, beo jsou ziejmé regularni prvky. Odtud plyne aeab <
< a0 < qa.

2. Podle 5.4 je a~! oboustranny o-ideél, ktery podle 5.7—1 obsahuje regularni
prvek b € o. Odtud plyne podle 5.5 ab < o, ba < o.

5.8. Jsou-li a, b v-idedly, pak je a + b o-idedl.
Dikaz. Nechf a, b jsou o-idealy. Pfedné plati

(@+bo=ao+boca+b, ofla+b)=oa+obca+bh.

Dile plati ¢ = a + b a tedy a + b obsahuje regularni prvek. Podle 5.7—2 existuji
regularni prvky a, b € o takové, Ze plati aa = o, bb < o, odtud plyne ab(a + b) =
= aba + abb < aa + ao < o, ptitom ab je zfejmé regularni prvek. Podobng& se
ukaZe, Ze (a + b) ab < o.

5.9. Jsou-li a, b o-idedly, pak plati, %e také ab, a N b jsou v-idedly.

Dikaz. Pro idedl ab jsou vlastnosti R1—3, L1—3 zfejmé. Naptiklad R3 plyne
takto: Existuji prvky a, b e Y takové, Ze aa = o, bb < o, odtud baab = bob <
< bb < o. Pro ideal a n b jsou zfejmé vlastnosti 1, 3. Vlastnost 2: Podle 5.7—1 exis-
tuji regularni prvky a, b € o takové, Ze a € a, b € b. Odtud plyne abeao < a, abe
eobc b, tedyabeanb.

Nyni jsme schopni dokazat zakladni vétu, kterd dava interpretaci tivah pfed-
chozich odstavcl v teorii p-ideald.

Véta 12. Necht' v je maximdlni pofadatel okruhu Y. Pak mnoZina L vSech v-idedls
okruhu ¥ je I-pologrupa spliujici podminky (I), (I) z § 1.

Dikaz. Pfedev§im podle 5.9 je mnoZina L v§ech p-ideald pologrupa s jednctkovym
prvkem o. V EasteCném usporadani této mnoZiny podle inkluse existuje ke kaZzdym
dvéma o-idealdm a, b nejmensi horni zdvora a + b a nejvét§i dolni zévora a N b (viz
5.8a5.9). MnoZinaL je tedy svaz. V L zfejmé& plati oba distributivni zdkony pro naso-
beni vzhledem ke svazové disjunkci. Podle 5.4 a z vyznamu idealu a™? vidime, Ze je
v L splnéna podminka (I). Kone&né ze vztahu ab < aresp. ba < a plyne b < o, resp.
b < 0, a podle 5.3 plati v obou pifipadech b < 0. V L je tedy spln&na také podminka
(I1).

V mnoZin€ L lze nyni obvyklym zplisobem zavést definici prvoidedlu a maximdl-
niho v-idedlu; tyto idealy maji vyznam prvoelementu a maximélniho elementu
I-pologrupy L. Analogicky jako v definicich 4, 5 se zavadi pojem kvazidélitelnosti
a kvazirovnosti pro v-idedly a pojem kvazinerozloZitelného v-idedlu. Potom plati:

Véta 13. Necht v je maximdlini pofadatel okruhu U, v ném? je spinéna maximdlni
podminka pro Fetézce celych o-idedlii. Potom je kaZdy o-idedl a, pro néjZ a~*' =% o,
kvazirovony nékterému symbolickému soudinu py'p3...ps", kde e, 20 (i=1,
2., m) jsou celd &isla a vy, p,, ..., P, navzdjem rizné kvazinerozloZitelné prvo-
idedly; toto vyjddrent je aZ na poradf ¢initeli jednoznacné.

Diikaz viz vétu 8.
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Definice 15. Pofadatel o okruhu U se nazyvd omezeny, jestlize kaZdy pravy resp.
levy v-idedl obsahuje oboustranny o-idedl.

Nasledujici tvrzeni plati za pfedpokladu, Ze o je maximdlni omezeny poradatel
okruhu Y.

5.10. Je-li a reguldrni prvek, potom mnofina vao je v-idedl.

Dikaz. Vlastnosti L1,2 a R1,2 jsou zde zfejme splné€ny. DokaZeme vlastnost L3.
Necht a je regularni prvek; pak podle 5.6 je a~'o pravy o-ideal, existuje tedy o-ideal
a = a”'oaregulérni prvek b € a; platitedy 0b = ¢ = a”'0 a odtud plyne (van) b =
< o. Podobns se ukaZe, Ze existuje prvek b’ takovy, Ze b’(van) < o, tedy Ze plati R3.
Tim je dikaz proveden.

Ve vét€ 2 § 2 jsme ukazali, Ze je-li L necela l-pologrupa, potom kvazidélitelnost
elementt definovana na L je (ve zfejmém smyslu) netrividlni relace. Nasledujici véta
zcela prirozen€ navazuje na vétu 2.

Véta 14. Bud o maximdlni poradatel okruhu U. Postadujici podminkou pro to,
aby I-pologrupa L oboustrannych o-idedlit byla neceld je, aby poradatel o byl ome-
zeny a aby platilo v + .

Dikaz. Je-li splnéna podminka véty, pak existuje prvek c € ¥ takovy, Ze c ¢ 0.
Podle 02 existuji prvky a, b € o takové, Ze ¢ = ab™'. Kdyby platilo b~ € o, méli
bychom c € v, coZ je spor. Plati proto b~ ! ¢ o a podle 5.10 je mnoZina b~ 'o necely
o-ideal.

Véta 15. Je-li o omezeny maximdlni pofadatel, pak pFislusnd l-pologrupa L vsech
o-idedlii spliiuje podminku (IV).

Dukaz. Bud a libovolny o-idedl. Nechf a € a je regularni prvek; pak ao < a
a podle 5.6 je ao pravy o-idedl. PonévadZ o je omezeny, existuje o-ideal b < ao.
Snadno se vidi, Ze (a0) ™' = ™' ab* < ((a0)™*)~*. Podle 5.6 je oviem ((a0) ™')™ =
= ap. Plati tedy b* < ao a odtud b* < qa.

Z véty 9 pak ihned plyne zakladni véta o jednoznaéné faktorisaci.:

Véta 16. Necht o je poradatel okruhu U, ktery spliiuje ndsledujici podminky:

1) o je maximdlni.

2) o je omezeny. .

3) Plati maximdlni podminka pro Fetézce celych v-idedlii.

4) Kazdy prvoidedl okruhu o je maximdlni.

Potom plati:

1. MnoZina L vsech v-idedlii je komutativni grupa.

2. KaZzdy cely v-idedl lze vyjddFit jako soulin koneéného poétu prvoidedlit a to aZ
na pofadi &initeli jednoznacné.

Kazdy o-idedl a # o je roven jistému symbolickému soulinu p'p3* ... por, kde
e; 20(i=1,2,...,m) jsou celd &isla a Py, Pz, ---» P jsou navzdjem rizné prvo-
idedly; toto vyjddFeni je a¥ na pofadi &initeli jednoznacné.
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Pe3romMme
K TEOPUU o-UOEAJIOB B HEKOMMYTATHUBHEIX KOJIBLIAX

OJIAPXNX KOBAJIBCKM (Oldfich Kowalski), Bpao

E. Hetep ycraHOBUIa HEOOXOQUMBIE U JOCTATOYHBIE YCIOBUA IULL TOTO, YTOOBI
Bce OpOOHBIE MIEasibl, COOTBETCTBYIOLIUE JAHHOW KOMMYTATHUBHOM 00JiacTH IeJio-
JIOCTHOCTH, MOXHO OBIIO TOYHO OJHHM CIOCOOOM pasJIOXHUTh B IPOM3BEINCHUE
CTeNeHeH NPOCThIX UOCANIOB.

Bau mep Bapmes mokasai, yto npu 6osiee caGbIX NPeInoI0XKEHUIX, YeM YCIOBHS
Hetep, MOXHO YCTaHOBUThL MEXy 3THMHU APOOHBIME HIleallaMK OTHOLIEHHE KBa3H-
PaBEHCTBa TaK, YTOOBI BCIKHAN HIEall OJHO3HAYHO IPEICTABIIIICS KaK IPOU3BEACHNE
CTeneHe# MPOCThIX MIOealOoB C TOYHOCTHIO IO KBa3HPABEHCTBA.

Pesynbrater Hetep 65U 0006IIEHHBI C APYTO TOYKH 3PEHHA B TEOPHH D-HIEATIOB,
OCHOBBI KOoTopo# noyoxmwi K. Acaro:

IlycTh © — HEKOMMYTATHBHOE KOJIbIIO. Torma BesKMi NpOOHBIA 0-MOeal OJHO-
3HaYyHO NPEJCTABISIETCS B BUJAC IIPOM3BENCHHS CTENEHEH NpOCTBIX D-HIeasioB
B TOM M TOJIKO B TOM CIly4ae, KOTJa 0 IOJYHHEHHO CIIEAYIOLIHAM YCIOBHSIM:

1. o MaxCUMaJbHO B CBOEM KOJbIE YaCTHBIX. 2. 0 OrpaHHYeHO. 3. BrimomneHo
YCIOBME MaKCHMAaJIbHOCTU IUIS LieNeH LenbIX o-umeaioB. 4. Bce mpocThie 0-uOeabl
MaKCUMaJbHBI.

B Hacrosueli ctaThe NpUMEHSIOTCS UACH BapaeHa x TEOpHM D-UIEANOB U TAKHM
obpa3oM pajbiue 06001ArOTCS KITACCHYECKHe Pe3yIbTaThl. B Havaxe Bame# paboThl
BBEJICHO NOHSTHE [-NOJyrpymmsl (T. €. CTPYKTYPHO YNOPSUIOYEHHON IMOJyrpyIIIH)
M OIpelesileHbl OTHOLUEHWS KBa3HPAaBEHCTBA M KBa3HIEJIHTEIPHOCTH B HeUeIoH
l-monyrpynme. [lanee yCTaHOBJEHbI JOCTATOYHBIE YCJIOBHS, IPH KOTOPBIX MMEET
MECTO OIHO3HAYHOE IPENCTABICHHE DJIEMEHTOB HEKOTOPOM [-mOXYrpynmsl B BUIE
MpOU3BEIEHMIA CTene el IPOCTEIX MHOXHTEN e — WK OYKBATILHO, UJIM C TOTHOCTHIO
JO KBa3UpaBEHCTBA.

B mnocnemHeMm mnaparpade NPUMEHSIOTCS BBIBEJCHHBIE DE3YJbTATEL K TEOPHU
0-HHeanioB. 3mech JOKa3bIBACTCH: '
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a) Ecau 6 Koavye © @vlnoansemcs ycaosue 1, mo cosokynHocmb 8cex OpoOHbIX
o-udeai08 obpaszyem l-noayzpynny.

6) Ecau 6 xoavye o umeiom mecmo ycao6us 1 u 3, Ha mHoMcecmee écex OpoOHbIX
D-U0ea08 MOMCHO YCMAHOBUMb OMHOWIEHUE KBA3UPABEHCMBEA MAaK, umobbl 6CARUIL
0-u0eas OOHO3HAYHO MPedCMmasAAACA KaK NpoussedeHue cmenexerl npocmelx 0-udedaios
€ MOYHOCMbBIO 00 K8A3UPABEHCMEA.

B) Ecau 6 xoavye o, c6epx mozo, 8bINOAHEHO ycaosue 2, U ecau OHO He co8nadaem
€O CB0UM KOIBYOM HACMHBIX, MO HadAexcaujee OMmHOUueHIe K8A3UPABEHCBA 3a8e00MO
HempusUaIbHo.

r) Ecau npucoedunum x ycrosuam 1—3 ewe yciosue 4, mo mvl nosyuum cHosa
OCHO8HOE npednoNCceHue meopuu B-Uoeaios.

Zusammenfassung

BEITRAG ZUR THEORIE DER o-IDEALE' DER NICHT-
KOMMUTATIVEN RINGE

OLDRICH KOWALSKI, Brno

E. NoOETHER hatte die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir gegeben,
daB sich alle einem gegebenen kommutativen Integritdtsbereiche zustdndigen gebro-
chenen Ideale eindeutig als Produkte von Primidealpotenzen darstellen lassen.

VAN DER WAERDEN hatte gezeigt, daBl unter den schwicheren Voraussetzungen,
als die von E. Noether sind, zwischen diesen Idealen eine ,,Quasigleichheitrelation®®
so definiert werden kann, daB sich jedes gebrochene Ideal eindeutig bis auf die Quasi-
gleichheit als Produkt von Primidealpotenzen darstellen 148t.

Die Ergebnisse von E. Noether wurden anderseits in der von K. AsANo begriindeten
Theorie der p-Ideale verallgemeinert:

Ist o ein nichtkommutativer Ring, so ist jedes gebrochene o-Ideal genau dann ein-
deutig als Produkt von p-Primidealpotenzen darstellbar, wenn der Ring o folgende
Bedingungen erfiillt:

1. o ist maximal in seinem Quotientenring Y.

2. o ist beschrankt.

3. Es gilt der Teilerkettensatz fiir ganze o-Ideale.
4, Alle o-Primideale sind teilerlos.

In der vorliegenden Arbeit werden die Gedanken von Waerden auf die Theorie der
o-Ideale angewendet, so dass die klassischen Ergebnisse noch weiter verallgemeinert
werden. Am Anfang ist der Begriff einer I-Halbgruppe (d. h. einer Verbandshalb-
gruppe) eingefithrt und dann werden die Quasigleichheit- und Quasiteilbarkeit-
relationen auf einer nichtganzen I-Halbgruppe definiert. Weiter werden die Bedin-
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gungen festgelegt, unter welchen die eindeutige Primfaktorzerlegung der Elemente
einer [-Halbgruppe piinktlich bzw. bis auf die Quasigleichheit mdglich ist.

Im letzten Absatze interpretiert man schlieBlich diese Ergebnisse in der Theorie der
p-Ideale.

Hier wird bewiesen, daf3:

a) Wenn der Ring o die Bedingung 1 erfillt, dann bildet die Gesamtheit aller
gebrochenen v-Ideale eine I-Halbgruppe.

b) Wenn der Ring o die beiden Bedingungen 1 und 3 erfiillt, dann ist es méglich
auf der Menge aller o-Ideale die Quasigleichheitrelation derart definieren, daf
jedes gebrochene o-Ideal eindeutig bis auf die Quasigleichheit als Produkt von
o-Primidealpotenzen darstellbar ist.

¢)- Erfiillt der Ring iiberdies die Bedingung 2 und ist von seinem Quotientenring
verschieden, dann ist die zustdndige Quasigleichheitrelation sicherlich nicht-
trivial.

d) Fiigen wir zu den Bedingungen 1—3 noch die letzte 4. hinzu, bekommen wir
wieder den Hauptsatz der Theorie der v-Ideale.
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