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éasopis pro péstovani matematiky, roc. 89 (1964), Praha

O POLYNOMECH, KTERE MAJ{ JEN REALNE KORENY

JAN MARIK, Praha
(Doslo dne 13. za¥i 1961)

Jsou dokazany jisté vztahy mezi koeficienty polynomu, které maji jen
realné koreny.

Omadeni. Pro n = 1,2, ... bud P, mnoZina viech (n + 1)-&lennych posloupnosti
redlnych &sel [a,, ..., a,] s touto v]astnost1 Budto je a; = 0 pro vSechna j nebo je
kazdy kofen polynomu

1 n ajxn—_]
O j;O jt(n =)
realny.
Jsou-li k, n cela &isla, 1 < k £ n, bud P* mno¥ina viech [ao, ---» a,] € P, takovych,
Zeay * 0, la,_,| + |a,| > 0a ZekaZdy kofen polynomu (1) je nejvys k-nasobny.
Pro a = [a,, ..., a,] € P, poloZime déle

Fja) = ajs1 — aja542 (j=0,...,n = 2),
Gj(a) = 4F(a) F;41(a) — (a;419;42 — a a,+3) (i=0,..,n-3).

Lemma 1. Bud f nekonstantni redlny polynom, jeho? kaZdy kofen je redlny. Potom
je také kazdy koren polynomu f’ redlny a kaZdy r-ndsobny (r > 1) koFen polynomu
f" je (r + 1)-ndsobnym koFenem polynomu f.

q
Dikaz. MiZeme psat f(x) = ¢ [](x — o)™, kde oy < o < ... < 0, m; > 0.
Jj=1

Potom &islo «; je (m; — 1)-nasobnym kofenem polynomu f’. Bud p; po&et kofent

polynomu f’ v intervalu (a;, &;44) (kaZdy ko¥en se potita s pfislu‘s’nou nasobnosti).
q q—1
Poloiime-li n = Zm maf stupedt n — 1, takZe n — g + Zp, Z(m -1+
9= Jj=1 -1

+ Zp, <n—1atedy Zp, <q-1. Protoze podle Rolleovy vety Je p; 21, ma
funkcef pravé jeden koren B; v kazdém z intervald (o;, a4 4) (j = 1,...,g — 1) a
tento kofen je jednoduchy. ProtoZe i(mj —1)+g—1=n—1, nema f’ jiné
kofeny ne? «;, ;. Odtud lemma ihnedJ ;iyne. ‘



Lemma 2. Bud k > 1 a bud [a,, ..., a,] € Py. Potom [aq, ..., a,_,] € P21

Dikaz. PoloZme f(x) = Z[a x" "Il (n = j)!]. Potom f'(x) = Z[ax —iei

jin—1—=);jelia,—; = 0 jea, + 0,tedy f(0) = 0,1'(0) = Oapodlelemmatu 1
je f"(0) + 0, take a,_, =+ 0. Ostatni snadno plyne z lemmatu 1.

Lemma 3. Necht [a, ..., a,] € P, a, + 0. Potom [a,, ..., a,] € Pk.
(Snadné.)

Lemmad. Bud k < p — 1. Nech? [by,...,b,]€ Py, b, = 0. Potom [by/p, ..
b,_»/2,b,_] € P_,.

p . . p—-1 . P
Diikaz. Polome f(x) = ¥ [bx? /il (p =N, 9(x) = Y. [b;/(p — ) - [x"~* 77
j=0 j=o0
:j!(p = 1 — j)!]. NaSe tvrzeni plyne ihned ze vztahd b,_; %0, f(x) = x g(x).

*s

Lemma 5. Bud a € P}. Potom Gy(a) > 0.
Dikaz. Nechf a = [a,, ay, a2, a;]. PoloZme b, = ta,, b, = 3a;, b, = }a,,
by = 6a Potom ma polynom Z b;x*~J jednoduché redlné ko¥eny x,, x,, x5. Bud

= bg [T (x; — x;)* Valgebre se dokazuje ¥e D = b}b3 + 18bob,b,b; — 27b0b3

l<_)
- 4(b0b2 + b3b;); snadno se viak pfesvéd&ime, Ze 0 < 48D = 3ala3 + 6aga a,a; —
— aja3 — 4(aoa3 + aias) = Go(a).

Lemma 6. Bud ce P2™*. Potom F,_,(c) > 0.

Dikaz Jelic = [co, ..., ¢,], je [€o» €1, ;] € P} podle lemmatu 2. To znamené, Ze
polynom ¢, . X% + ¢;x + 3¢, mé jednoduché reilné kofeny, takZe Fo(c) = ¢7 —
— €€z > 0. Je-li tedy ¢, + 0, je Fq 2(¢) > 0 podle lemmatu 3. Je-li v8ak ¢, = 0, je

€g-1 ¥ 0 a vztah F _ 2(c)--c Cq-26, > 0 je zfejmy.

Lemma 7. Bud b € P?~2. Potom G,_;(b) > 0.

Dikaz. Je-lib = [bo, ..., b}, je [bo, by, by, bs] € P} podle lemmatu 2 a Gy(b) > 0
podle lemmatu 5. Je-li tedy b, # 0, je G,_;(b) > 0 podle lemmatu 3. Je-li viak
b, = 0, miZeme podle lemmatu 4 v lemmatu 6 poloZit g = p — 1, ¢ = [by/p, ...,
3bp-2,b,—;]. Tim dostaneme nerovmost (;b,,)* — 3b,—3b,—; > 0. ProtoZe
by #0 a G, 3(b) = 4bj_, — b,_1b,_3)bi_; — bi_,b;_y = b;_,(3b]_, —
— 4b,_1b,_3), je opét G,_,(b) > 0.

Lemma 8. Budte j, n celd,0 < j < n — 2; bud a € P2™*. Potom F (a) > 0.

Ditkaz. Polozme g =j + 2. Je'li a = [aq,...,q,), je ¢ =[ap,....,a,] e PI""
podle lemmatu 2 a F(a) = F,_,(c) > 0 podle lemmatu 6.
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Lemma 9. Budte j, n celd, 0 < j £ n — 3; bud a € P, 2. Potom Ga) > 0.

Ditkaz. PoloZme p =j + 3. Je-li a = [ao, ..., a,), je b =[a,,...,a,] € P5™?
podle lemmatu 2 a G{a) = G,_5(b) > 0 podle lemmatu 7.

Lemma 10. Bud a € P, — P, '. Potom Fj(a) = O proj =0,...,n — 2.

Dikaz. Je-li a = [ao, ..., a,], miZeme psat

. Lot L n odxnS
— + o) =a
Fojin—jr ( ) OJZOJ f(n—

takZe a; = ao0’. Odtud lemma ihned plyne.

Lemma 11. Bud a € P, — P,~%. Potom G{a) = O proj = 0,...,n — 3.

Dikaz. Je-li a = [a,, ..., a,], miZeme psit

n n—
ajx

i=o ji(n — j)!

= %o [x" +"i1 ((n B l) o + (n - 1) txf_lﬂ) X"+ oc"—lﬁ] ,
n! i=1 j j—1

tak?e a; = (ap/n). " *((n — j)o + jB). Snadno se spoéte, Ze Fa) = (ao/n)*.
o (e — B)%, ajiiajen — ajajes = 2(ag/n)? «*+ (a — B)?; odtud lemma ihned
plyne. .

Véta 1. Bud n celé 23; budte b, ..., b, redlnd Cisla takovd, Ze bob, + 0 a Ze kazdy

=ﬁ(x +af ' (x + B) =
n!

kofen polynomu f(x) = Z bjx"’j je redlny. Potom

UG-+, et G=ln =)
](n—]) i-1Yj ’

4<b?+1 - (J + 2) (n J) b; b,+2> <b1+2 (J i 3) (n _J — 1) b1+1 j+3) 2
G+Dm—-i=-1) G+2(n-j-2

G+3)(n—=J) o
> (b biy, — b, = -
= (blﬂbj+2 G+Dm—] =2 be]+3) (G=0,....,n—23).
Mad-li f n-ndsobny koFen, nastdvd v (2) rovnost; jinak plati v (2) ostrd nerovnost
(j=1,...,n—1). Md-li f aspoii (n — 1)-ndsobny koFen, nastdvd v (3) rovnost;
Jjinak plati v (3) ostrd nerovnost (j = 0, ...,n — 3).

Diikaz. PoloZime a; = j!(n — j)! b; a pouZijeme lemmat 8 —11.

Pozndmka 1. Snadno se zjisti, Ze plati tvrzeni, kterd vzniknou tim, Ze v lemmatech
2—9 pifeme P, misto Pk a F{(a) = 0, G{(a) = 0 misto F(a) > 0, G;(a) > 0. Krom&
toho miZeme lemma 3 nahradit implikaci

[aos .--» a,] € Pn=>[ap, ..., ag] € P,.

@ b}

i =




Véta 2. Bud n celé 2 3. Necht redlny polynom ) b;x"~J md jen redlné koreny.

j=0
Potom plati (2), (3) a ddle
(4) bZ'ij_lbj+1 (j=l,...,n'—1),
(5) 4(b)+1 b b1+2) (b1+2 - b]+1bj+3) = (b_)+1b1+2 - b bJ+3)

(j=0,...n = 3).

Diikaz. Vztahy (2) a (3) plynou z pfede§lé poznamky; z (2) plyne snadno (4). Bud
nynij celé, 0 < j < n — 3. Zvolme celd s, g tak, aby platilo

(6) szj, gzn

apolofme r=s—j,p=q+7r ag=...=08_1,=0,a,,,=0b (k=0,...,n),
P

@pinsy = ... = a, = 0. Potom je také kaZdy kofen polynomu Y a;x?~* redlny a

k=0
podle toho, co jsme dokézali, je

(=200 V() (L)

PI'OtOiCS=7‘+j,jeas=a,+j=bj,...,as+3=bj+3,p—s=p—r—j=q—j
a tedy :
™

2) (g —J) (s+3@-j-1
4(p? (s + bbies ) (b2 — bivihres) =

( DI R AR P TC I I R
' (s+3)@—J) :

= (b;p1bjrs — bb; .

—(]+1 i+2 (S+1)(q-—]—2) JYJi+3
Odtud plyne (5) limitnim pfechodem s -0, g —c0.

Poznimka 2. D4 se dokézat, Ze vztah (7) plati pro libovolnd celd &isla j, n, s, g
a libovoln4 reélna &isla by, ..., b; +;_ pron& 0 < j < n — 3 a pro n&Z plati (3) a (6).
Vztah (7) a tedy také vztah (5) fika tedy méng neZ vztah (3) vztah (5) je uveden jen
proto, Ze je jednodussi neZ (3).

Poznamka 3. Naskyta se otazka, zda vztah (7) plati za pfisluinych pfedpokladd
také pro libovolna redlna &isla s, g, spliujici vztah (6). Odpovéd na tuto otizku je

vSak zaporna. PoloZime-li napt. b, = (Z), g = n azvolime-li s tak, aby byloj < s <

< j + 1, jsou splnény pfedpoklady véty 2 i vztah (6); odetteme-li v§ak pravou stranu
nerovnosti (7) od levé, dostaneme &islo

n \( n \? =)*6=-ji-1
4(1‘+l> <i+2> (s+1)2(s+2)(j+2)(1'+3)2<0

takZe (7) v tomto p¥ipad& neplati.
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Pesrome

O IIOJIMHOMAX, BCE KOPHHM KOTOPBIX BEINECTBEHBI

SAH MAPXUK (Jan Marik), IIpara

Ilycte n — uemoe = 3; mycre dag, ..., 4, — BELIECTBEHHBIC YHCIA TaKHE, YTO

n
aoa, + 0 ¥ 4TO BCsKMA Kopenb nomuroMa f(x) = Y [a;x"~I/j! (n — j)!] BemecTBen-
ji=o

Het. Torma
) af=a;ya;,;, (=1,..,n—-1),
) 4aj; ~ a;a;+5) (a?+2 ~ j410543) = (a5410542 — @;0543)°

(G=0,...,n—3).

Ecnu f uMeeT n-xpaTHEBIi KOpEHb, TO B COOTHOIICHHH (*) HMEET MECTO 3HaK =;
B OCTaJBHBIX Cilydasx B (*) mvmeer Mecto 3Hak > (j = 1,...,n — 1). Ecim f mmeer
n- un (n — 1)-KpaTHEIA KOpeHb, TO B (}) MMEeT MeCTO 3HaK =; B OCTaJbHBIX CIIy-
vasx B () mmeer mecto 3Hak > (j = 0,...,n — 3).

Zusammenfassung

UBER POLYNOME, DEREN SAMTLICHE WURZELN
REELL SIND

JAN MARIK, Praha

Es sei n ganz = 3; es seien a,, ..., 4, solche reelle Zahlen, dass aya, + 0 und dass

jede Wurzel des Polynoms f(x) = Y [a;x"7//j!(n — j)!] reell ist. Dann gilt
=0

j

* a?za; qa;4, (G=1,...,n—1),

**) Mafry — a;a;45)(F12 — a541a543) Z (5410542 — @;8543)
(=0,...,n—3).

Hat f eine n-fache Wurzel, so gilt in (*) das Zeichen =; sonst gilt in (*) das Zeichen >
(j =1,...,n — 1). Hat f eine mindestens (n — 1)-fache Wurzel, so gilt in (}) das
Zeichen =; sonst gilt in () das Zeichen > (j = 0, ..., n — 3).
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