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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 89 (1964), Praha 

O POLYNOMECH, KTERÉ MAJÍ JEN REÁLNÉ KOŘENY 

JAN MAŘÍK, Praha 

(Došlo dne 13. září 1961) 

Jsou dokázány jisté vztahy mezi koeficienty polynomů, které mají jen 
reálné kořeny. 

Označení. Pro n = 1, 2,\.. buď Pn množina všech (n + l)-členných posloupností 
reálných čísel [a0,..., an] s touto vlastností: Buďto je as = 0 pro všechna j nebo je 
každý kořen polynomu 

n a .xn~J 

(1) ^TT—^ 
j~oj\(n-j)\ 

reálný. 
Jsou-li k, n celá čísla, 1 ^ k = n, buďP* množina všech [a 0,..., a j e Pn takových, 

žea 0 =1= 0, \an-.t\ + \an\ > 0 a že každý kořen polynomu (1) je nejvýš fc-násobný. 
Pro a = [a0,..., an~\ ePn položíme dále 

Fj(a) = a)+1 - aJaJ+1 (j = 0,..., n - 2), 

Gj(a) = 4Fj(a) Fj+1(a) - (aj+íaj+2 - afy+3)
2 (j = 0,..., n - 3) . 

Lemma 1. Budf nekonstantní reálný polynom, jehož každý kořen je reálný. Potom 
je také každý kořen polynomu f reálný a každý r-násobný(r > 1) kořen polynomu 
/ ' je (r + lynásobným kořenem polynomu / 

q 

Důkaz. Můžeme psát f(x) = c f] (x — 0Cj)mj, kde at < a2 < ... < aq, mJ > 0. 
J = I 

Potom číslo acj je (mj — l)-násobným kořenem polynomu /' . Buď ps počet kořenů 
polynomu/' v intervalu (<xj9 ocj+í) (každý kořen se počítá s příslušnou násobností). 

q q-1 q 

Položíme-li n =YJ mp m a / ' stupeň n — 1, takže n — q + £ ps =-= £ (m^ — 1) + 
4 - 1 j = i q-i i = i i = i 

+ Z -P1 = n ~~ 1 a te(ty Z P1 = # "" *• Protože podle Rolleovy věty je pJ= 1, má 
i = i J = l 

funkce/' právě jeden kořen pj v každém z intervalů (aj, a i + 1 ) (j = 1? ...5 q — 1) a 

tento kořen je jednoduchý. Protože £ (m5 — l) + q — l = n — 1, nemá / ' jiné 
1=i 

kořeny než ccp flj. Odtud lemma ihned plyne. 



Lemma 2. Budk > 1 a bud\_a0,'..., an]ePt. Potom [a0,..., a n _i] eP*„{. 
n n—í 

Důkaz. Položme f(x) = £ [ajX*-J/jl (n - I)!]. Potom f'(x) = 2] [ a ,^ - 1 " ' " : 
7=0 i=o 

: j ! ( » - 1 - j)!];je-liaw_! = 0,jean * 0, tedy/(O) # 0,/'(0) = 0 a podle lemmatu 1 
je/"(O) # 0, takže aw_2 =1= 0. Ostatní snadno plyne z lemmatu 1. 

Lemma 3. Nec/í/ [ a 0 , . . . , an] e Pk
n, an 4= 0. Potom [an,..., a0] ePk

n. 

(Snadné.) 

Lemma 4. Bud k S P — 1. Nechť [b0,..., bJeP^, bp = 0. Potom [b0/P, ..., 

Důkaz. Položme/(x) = £ lbjx>-*fjl(p - j ) ! ] , g(x) = 5 W ( P ~ I ) ] • [^P"1" i : 

i=o J=o 
: j ! (p - 1 - j)!] . Naše tvrzení plyne ihned ze vztahů bp-x 4= 0, f(x) = x g(x). 

Lemma 5. Puď a e P\. Potom G0(a) > 0. 

Důkaz . Nechť a = [a 0 , a l 5 a 2 , a 3 ] . Položme b0 = | a 0 , bt = | a l 5 b2 = \a2, 
3 

b3 = \a. Potom má polynom £ bix
3~J jednoduché reálné kořeny xl9 x2, x3. Buď 

D _ í > J [ | ( x . - xj)2. V algebře se dokazuje, že D = b2b2 + 18b 0b 1b 2b 3 - 27b0b3 -
i<j 

~ 4(bob2 + &ib3); snadno se však přesvědčíme, že 0 < 48D = 3a 2 a 2 + 6a0axa2a3 — 
- a%a\ - 4(a 0 a 2 + a\a3) = G0(a). 

Lemma 6. Bud ceP*'1. Potom Fq_2(c) > 0. 

Důkaz. Je-li c = [c 0 , ..., cq], je [c 0 , Cj, c 2] e P2 podle lemmatu 2. To znamená, že 
polynom \c0 . x 2 + cxx + \c2 má jednoduché reálné kořeny, takže F0(c) = c 2 — 
- c 0 c 2 > 0. Je-li tedy cq #= 0, je Fq-2(c) > 0 podle lemmatu 3. Je-li však cq = 0, je 
cq_x 4= 0 a vztah Fq_2(c) = c 2 _ ť - c , . ^ , > 0 je zřejmý. 

Lemma 7. Puď b e P£~2. Poíom Gp„3(b) > 0. 

Důkaz. Je-li b = [b0,..., bp],je[b0, bx, b2, b3] € P3 podle lemmatu 2 a G0(b) > 0 
podle lemmatu 5. Je-li tedy bp =1= 0, je Gp_3(b) > 0 podle lemmatu 3. Je-li však 
bp = 0, můžeme podle lemmatu 4 v lemmatu 6 položit q = p — 1, c = [b0/p, ..., 
Ífrp-2> ^p-i]- Tím dostaneme nerovnost ( |b p _ 2 ) 2 - | b p _ 3 b^-i > 0. Protože 
V í * 0 a G,_3(b) = 4(b 2_ 2 - bp.1bp_3) bp

2-i - b2-2bp
2-i = b,2-i(3b2_2 -

- 4b p_ 1b p_ 3), je opět G j p_3(b) > 0. 

Lemma 8. Budtej, n celá, O ^ j ^ n - 2 ; bud a eP*"""1. Potom F/a) > 0. 

Důkaz. Položme q = j + 2. Je-li a = [a 0 , . . . , a„], je c = [a 0 , ..., a j e Pq
q~

l 

podle lemmatu 2 a F/a) = F€-2(c) > 0 podle lemmatu 6. 



Lemma 9. Buďte j , n celá, O = j _ n - 3; buď a G Pn
n
 2. Potom Gj(a) > 0. 

Důkaz. Položme p =j + 3. Je-H a = [a 0,..., a„], je b = [a 0,.. ., ap] eP£~2 

podle lemmatu 2 a G/a) = Gp-3(b) > O podle lemmatu 7. 

Lemma 10. Bwďa GPn - PJ"1. Potom F/a) = 0 pro j = 0, ..., n - 2. 
Důkaz. Je-li a = [a0,..., aw], můžeme psát 

a.*"""7' an , x-. • v^ a V ~ J 

^ ( x + a)« = a 0 E -
J=o;!(n-;)! n! i = o j ! ( n - j ) ! 

takže ay = a0a
J. Odtud lemma ihned plyne. 

Lemma 11. Buď a e Pn - Pn~2. Potom Gj(a) = 0 pro j = 0,..., n - 3. 
Důkaz. Je-li a = [a0,..., a j , můžeme psát 

a*'x ao ґ„ _ „v-i 

= Í T [ - - ; ? : ( ( " 7 > ' - G : Í ) " J " V ) ^ + ^ ] -
takže a7- = (fl0/n) • a J _ 1((n — I) a -f jj8). Snadno se spočte, že F/a) = (a0/n)2 . 
. a2j(a — p)2, aj+íaJ+2 — ajaj+'3 = 2(a0/n)2 a 2 j + 1(a — /i)2; odtud lemma ihned 
plyne. 

Věta 1. Puďn ceřé _ 3 ; buďte b0,..., bn reálná čísla taková, ze b0bn =j= 0 a že každý 
n 

kořen polynomu f(x) = ]T bjXn~J je reálný. Potom 
;-o 

(2) t ? ž , a + l ) ( n - H l ) t fc 0 - 1 " " I ) -
A " - I ) 

(3) 

VJ (I + l ) ( n - ; - l ) " + 2 A 7 (; + 2 ) ( n - j - 2 ) 

- f6'+1*'« " t-(ÍnI)(nT;\, V^aY 0 = 0,..., n - 3) . 
V 0 + i )0*-I-2) j 

Má-li f n-násobný kořen, nastává v (2) rovnost; jinak platí v (2) ostrá nerovnost 
(j = 1,..., n — 1). Má-Zi / aspoň (n — \)-násobný kořen, nastává v (3) rovnost; 
jinak platí v (3) osřrá nerovnost (j = 0,..., n — 3). 

Důkaz. Položíme ay = j \ (n — ; ) ! bj a použijeme lemmat 8 — 11. 
Poznámka 1. Snadno se zjistí, že platí tvrzení, která vzniknou tím, že v lemmatech 

2-9 píšeme Pn místo P* a F/a) _ 0, G/a) _ 0 místo F/a) > 0, G/a) > 0. Kromě 
toho můžeme lemma 3 nahradit implikací 

[a0,..., a„] eP„=> [aM,,.., a0] eP„ . 

+ 3 . = 



Věta 2. Bud n celé \> 3. Nechť reálný polynom ]T bjXn~~J má jen reálné kořeny. 
1=o 

Potom platí (2), (3) a dále 

(4) b^bj^bj+1 (j = l , . . . , n ~ ~ l ) , 

(5) 4(b,?+1 - bjbj+2)(b*+2 - bi+1bi+3) ž (Vi*y + 2 - V>1+a)2 

Q' = 0 , . . . - n - 3 ) . 
Důkaz. Vztahy (2) a (3) plynou z předešlé poznámky; z (2) plyne snadno (4). Buď 

nyní j celé, O ^ j ^ n - 3 . Zvolme celá s, <j tak, aby platilo 

(6) s ^ j , q ž n 

a položme r = s — j , p = q + r, a 0 = ... = £,.„! = O, ar+k = bk (k.= O, ..., /i), 

^ r+w+1 = ... = ap = 0. Potom je také každý kořen polynomu YJ
akxP"k reálný a 

fc = 0 

podle toho, co jsme dokázali, je 

(ş + 2)(p-s) W ^ ' ^ 
4 a»+i _ ; — ; T T ^ T T fl-fl'+- ••• = 

V ( s + i ) ( p - s - i ) A / 
Protože s = r + j , je as = a r + i = &;,..., a s + 3 = &,.+3, j p - s = p - r - j = t 2 - j 
a tedy 

(7) 

\ J + 1 (s + l)(q-j-l) JJ+2)\J+2 (s + 2)(q-j-2) J+1 J + 3 J -

> U b j + 2 - (° + m*-J) bjb \\ 
- \ J + 1 J+2 (s + l)(q-j-2) JJ+3J 

Odtud plyne (5) limitním přechodem s ->oo, q ->oo. 
Poznámka 2. Dá se dokázat, že vztah (7) platí pro libovolná celá čísla j , n, s, q 

a libovolná reálná čísla bp ..., bJ+3, pro něž 0 g j ž w - 3 a pro něž platí (3) a (6). 
Vztah (7) a tedy také vztah (5) říká tedy méně než vztah (3); vztah (5) je uveden jen 
proto, že je jednodušší než (3). 

Poznámka 3. Naskýtá se otázka, zda vztah (7) platí za příslušných předpokladů 
také pro libovolná reálná čísla s, q, splňující vztah (6). Odpověď na tuto otázku je 

však záporná. Položíme-li např. bk = ( V q = n a zvolíme-li s tak, aby bylo j < s < 

< j + 1, jsou splněny předpoklady věty 2 i vztah (6); odečteme-li však pravou stranu 
nerovnosti (7) od levé, dostaneme číslo 

\J + lj \) + l) (s + l) 2 (s + 2 ) 0 + 2 ) 0 + 3)» 
takže (7) v tomto případě neplatí. 

8 



Резюме 

О ПОЛИНОМАХ, ВСЕ КОРНИ КОТОРЫХ ВЕЩЕСТВЕНЫ 

ЯН МАРЖИК №ш Майк), Прага 

Пусть п — целое ^ 3; пусть а0,...,ап — вещественные числа такие, что 
п 

а0ап ФОи что всякий корень полинома Дх) = ]Г [а]х
п~}Ц\ (п — ;)!] веществен­

н о 
ный. Тогда 

(*) а) =1 ^--1^+1 0 = 1, ..., п - 1) , 

(*) 4(а)+1 ~ а:аз' + 2)(а)+2 - Ъ + 1^ + з) =? (в>+1*/+2 ~ */*/ + з)2 

(; = 0,..., п - 3). 

Если / имеет и-кратный корень, то в соотношении (*) имеет место знак = ; 
в остальных случаях в (*) имеет место знак > (/ = 1,..., п — 1). Если / имеет 
п- или (п — 1)-кратный корень, то в (|) имеет место знак = ; в остальных слу­
чаях в (*) имеет место знак > (/ = 0,..., п — 3). 

2изаттеп!*а8§ип§ 

ОВЕК РОЕУМЖЕ, ОЕБШЧ ЗАМТЫСНЕ Ж^К2Е^N 
КЕБОС, 81МЭ 

А̂N МА&ЯС, РгаЬа 

Ез зе1 п §ап2_ _• 3; ез $е1еп а0,..., ап зо1сЬе гее11е 2аЫеп, ёазз а0ап Ф 0 ипд дазз 
п 

]еде ^игге1 дез Ро1употз/(х) = ]Г [а-хп~*Ц\ (п — /)!] гее1115*. Оапп §111: 
7 = 0 

(*) а) ^ «/-1^+1 0 = 1,..., п - 1) , 

(**) 4(а)+1 ~ ЯЛ + 2 ) И + 2 - Ъ+1Ъ+ъ) =" (Я/+1Я/+2 - «А"+з)2 

(; = 0 , . . . , г а - 3 ) . 

На!/ ете и-ГасЬе ^иг2е1, зо §Ш т (*) с1аз 2еюЬеп = ; зопз! %П1 ш (*) йаз 2еюЬеп > 
(I = 1,..., п — 1). На*/ ете ттдез1:еп8 (га — 1)-ГасЬе \Уиг2е1, зо §Ш т (*) даз 
2е1спеп = ; зопз* §1к т (*) ёаз 2еюЬеп > (I = 0,..., п — 3). 
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