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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 89 (1964), Praha

AXIOME DER THEORIE ENDLICHER MENGEN

PETR VOPENKA, Praha

(Eingegangen am 10. Janner 1963)

Diese Arbeit behandelt gewisse Abhingigkeiten der Axiome der Godel-
Bernaysschen Theorie endlicher Mengen.

Unter der axiomatischen Mengentheorie verstehen wir die Theorie ¥ aus der
Arbeit [1]. Primitive Begriffe sind die Begriffe Cls — Klasse, M — Menge, € — Rela-
tion des Angehdrens. Das System X wird von den Axiomengruppen A, B, C, D ge-
bildet. Das Axiom E ist das Auswahlaxiom. Das System X* entsteht aus X durch
Anschliessen des Axioms E.

Wir bezeichnen mit C, das Axiom (3X) [M(X)] und mit C, das Axiom

(3a)[a £ 0&(x)[xea = (EFy)[yea&x <= y]]];

C, ist also das Axiom non C,.

Das Axiomensystem A, B, C,, Cl, C,,C5,C,, D bezeichnen wir mit ¥, und
nennen es Theorie endlicher Mengen.

Es wird vorausgesetzt, dass der Leser dieser Arbeit mit den ersten vier Kapiteln der
Arbeit [1] vertraut ist. Es sei bemerkt, dass das ganze Kapitel II davon auch fiir das
System X, gilt, denn darin niemals das Axiom C, verwendet ist.

Ist bei einer Behauptung ,,Beweis (C;)“ geschrieben, so soll es bedeuten, dass man
wihrend des Beweises das Axiom C; nicht verwendet.
In dieser Arbeit wird bewiesen:

Die Axiome E und C; kann man aus den Axiomengruppen A, B und aus den
Axiomen C,, C,, C,, D beweisen.

Die Axiome E und C, kann man aus den Axiomengruppen A, B und aus den
Axiomen C,, Cs, C,, D beweisen.

Die Axiome C,, C3 kann man nicht gleichzeitig aus den Axiomengruppen A,B
und aus den Axiomen C,, C4, D, E beweisen.
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1. ORDINALZAHLEN

Wie in der Arbeit [1] bezeichnen wir mit On die Klasse aller Ordinalzahlen, mit w
die Klasse aller natiirlichen Zahlen und mit ¥ die universelle Klasse. In diesen Defi-
nitionen beniitzt man keines der Axiome C;, C,, Cs.

1.1. On = w.

Beweis. Bs ist < On. Gilt [1], 8.41, so gilt nach C, offenbar Pr(w) und mithin
o = On (s. [1], 8.5); die Behauptung [1], 8.41 miissen wir aber beweisen. Dazu
gentigt fiir jedes x €  M(x + 1) zu beweisen.

(Cs) x + 1 =xu {x} = U{x, {x}}; M(U{x, {x}}).

(Cy) x + 1 =xu {x} = P(x); M(P(x)).

1.2. (x) [x € On - M(Ux)].

Beweis (C,). Ux ist offenbar ein Ordinal. Ist Pr(Ux), so ist Ux = On. Wire

aber Ux = o, so wire x mit o konfinal im natiirlichen Isomorphismus. Nach C, wire
also M(w), was ein Widerspruch wire.

1.3. (x) [x € On —» M(P(x))].

Beweis (C;). Bezeichnen wir n = Ux 4 1; dann ist offenbar x < n, mithin
P(x) < P(n). Es geniigt also fiir jede natiirliche Zahl n M(P(n)) zu beweisen. Definie-
ren wir x € A = M(P(x)). 4 existiert wie eine Klasse nach [1], M2. Es gilt 0 € 4. Es
sei k € w, k € A. Definieren wir {(yx)» € B = y = x U {k}. Dann ist B eine Funktion
(nach [1], M5) und es gilt D(B) = V. Infolge dessen ist auch B | P(k) eine Funktion
und es gilt

W(B | P(k)) = P(k + 1) — P(k).

Daraus ergibt sich aber nach C,, dass M(P(k + 1) — P(k)) gilt. Aus der Gleichung
P(k + 1) = (P(k + 1) — P(k) U P(k) folgt M(P(k 4 1)) und mithin k + 1€ A.
Nach [1], 8.44 gilt o < A.

1.4. Definition. Es gelte x = On, y = On. Wir definieren
x<y=Max[(x —y)u(y —x)]ey —x.

1.5. Die Relation < ist eine Ordnung der Klasse P(On) und diese Klasse ist durch
diese Relation isomorph mit der Klasse o geordnet (o ist durch die Relation E ge-
ordnet).

Beweis. Siehe [2], 2.21. Es sei nur bemerkt, dass man im Beweis dieses Satzes C,
und C, nur in der schwicheren Form beniitzt, und zwar als 1.2 und 1.3.

1.6. Definition. I = Isomg _(On, P(On)).
Leicht beweist man Folgendes (vgl. z. B. [2], 2.41):

17. (n)[n+0&n +1&neOn —>I'nc n].
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2. ABBILDUNG VON On AUF V

2.1. Definition. Wir definieren die Funktion G auf der Klasse V folgenderweise: Ist
T1Unx v 1D(x) € On,s0 G'x = 0.Ist Un x & D(x) € On, so G’'x = W(x | I' D(x)).

Ist M(x), so ist offenbar auch M(G’x) und die Funktion G existiert somit nach [1],
MS6; es gilt weiter G'0 = 0.

2.2. Nach [1], 7.5 existiert genau eine auf der Klasse On definierte Funktion F, fiir
die (n) [F'n = G'(F | n)] gilt. Es gilt F’0 = 0 und nach 1.7 ist

F'n= W((F|n)|I'n)= W(F|I'n).

Dies kann man in einer knappen Form als F'n = F"I'n ausdriicken.

Daraus und aus 1.7 beweist man auch leicht folgendes Lemma:

23. xey&x = F(n)&y = F(m) > nem.

2.4. Un,F.

Beweis. Wir definieren n e A = 71(In*) [n* e n & F'n = F'n*]. Offenbar 0 € A.
Es sei k € A fiir alle k € n, es sei weiter 0 € n. Wir beweisen n € A. Es sei n* € n derartig,
dass F'n* = F'n gilt. Offenbar gilt I'n* < I'n. Es existiert m € I'n derartig, dass
m ¢ I'n*; daraus folgt F'm € F'n. Es muss weiter ein m* e I'n* existieren, fiir das
F'm* = F'm gilt, weil F'n* = F'n gilt. Es ist aber m € n und m* € n, was sich aus 1.7
ergibt. Nach der Induktionsannahme ist aber F'm* #+ F'm, was ein Widerspruch ist.

25. Lemma. (x)[x S A>xed]>A=V.

Beweis. Wiare V — A # 0, so miisste nach dem Axiom D u mit der Eigenschaft
ueV—-—A&un (V— A) = 0 existieren; das bedeutet aber u < A, folglich u € 4,
was ein Widerspruch ist.

2.6. Definition. Bis zum Ende dieses Absitzes bezeichne H die zu F inverse Funk-
tion, d. h. H = Conv F.

27. W(F) = V.

Beweis. Es sei x € W(F), mithin H"x < On. Aus 2.4 ergibt sich also nach dem
Axiom C, M(H’x). Es existiert also ein solches n*, dass I'n* = H"x, d. h. x =
= F'I'n* gilt. Daher x = F'n*, somit x € W(F). Nach 2.5 muss also W(F) = Vsein.

3. BEWEISE DER AXIOME

3.1. (Auswahlaxiom.) (34) [Un 4 & (x)[x + 0 > A'x e x]].
Beweis (C, oder C;). Es geniigt offenbar Rel 4 und

(yxyeA=yex&(z)[HzeHy - zex]
zu definieren.
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3.2. (Axiom C,.) (x) 3y) (u,v) [uev&vex > uey]

Beweis (C,). Es existiert ein n, fiir das x = F'n gilt. Es sei m e H"Ux; dann exis-
tiert ein p, fiir das F'me p und p € x, somit me H’p e n gilt. Daher H'Ux < n,
somit M(H"Ux), nach C, also M(Ux).’ '

3.3. (Axiom C3). (x) @) (u)[u = x > uey].

Beweis (C,). Es existiert ein n, fiir das x = F'n gilt. Es sei m € H” P(x); dann
existiert ein z, fiir das z < x und z = F'm, somit me n 4 1 gilt. Daher H" P(x) =
< n 4+ 1, somit M(H" P(x)), nach C, also M(P(x)).

4. MODELL

Innerhalb der Theorie X, konstruieren wir jetzt ein Modell, das alle Axiome dieser
Theorie mit Ausnahme von C, und C; erfiillt. Dadurch wird bewiesen werden, dass
die beiden Axiome C,, C; aus den iibrigen nicht gleichzeitig bewiesen werden kdnnen.

4.1. Definition. ((xB) Le{y8) = Bed v (B = §& aey)) & Le = (On?)?,
((apyeN =< afyeOn*&a < f)& N < On?.
(Siehe auch [1],7.8.)
4.2. Definition. Weiter definieren wir dhnlich, wie in [1]:
I = lsom; ¢ (N, On),

Key>eK; =@ [y =T'p)]) &K, SN,

ayyeK, =) [y =I'apd]) &K, S N.
4.3. Definition. Die unten definierte Funktion existiert nach [1], M5, 7.5.

FO0=0&F1={0}&(n)[n>1- F'n={FKn FK;n}| & FFno .

4.4. Lemma. «) Un,F. B) Fae F'f — a € p.

Beweis. o) Es sei « die kleinste Zahl, fiir die ein 8 # « mit der Eigenschaft F'a =
= F'P existiert, es sei « > 1. Es ist F'a = {F'K,«, F'Kja}, F'f = {F'K}8, F’K}8};
daher muss F'Kja = F'KiB (i = 1 oder 2), F'Kja = F'Kif (j =1 oder 2, j =+ i)
gelten. Es kann nicht gleichzeitig Kja = Kif, K;0 = KB gelten; es sei z. B. Kja +
+ K}B. Bs ist Kja < o, was aber ein Widerspruch ist. Die Fille o = 0, « = 1 sind
trivial unméglich.

B) Essei F'a e FB, p > 1. Esist alsoa = KB oder « = K3f, somit « € B. Die Fille
B = 0,1 sind trivial.

4.5. Definition. L= W(F).
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4.6. Definition. Jetzt definieren wir die Klassen Cls*, Mengen M* und die Relation
des Angehorens €* im Modell I'.

Cls(X) = Xc L, M*X)=XelL,
Xe*Y=M*X)&CIs*(Y)&XeY.

4.7. Im Modell I' gelten alle Axiome der Gruppen A, B, weiter die Axiome C,,
C,, C4, D, E, aber nicht C,, C;.

Beweis. Die Axiome der Gruppe A sind trivial erfiillt. Es sei nur bemerkt, dass fiir
beliebige Mengen x, y von I {xy} das (ungeordnete) Paar der Mengen x, y im Sinne
des Modells ist. Weiter gehort {xy) zu Lund ist das geordnete Paar von x, y im Sinne
des Modells.

Leicht beweisen wir auch die Axiome der Gruppe B. Zum Beweis von B, geniigt es
E* = E n L zu nehmen; die Klasse L ist die universelle Klasse von I'. Der Durch-
schnitt und die Differenz von Klassen haben in I" dieselbe Bedeutung, wie in der Aus-
gangstheorie. Es kann nicht C, gelten, denn jede Menge des Modells hat hochstens
zwei Elemente. Es gilt also C;.

Wir beweisen C,. Es sei xe L, x = 0, Un 4, A = L. Dann x = {yz}. Bezeichnen
wir y* = A’y, z¥ = A'z. Es gilt offenbar A"x = {y*z*}. Weil 4 = L, so {y*y>e L,
somit y* € L. Analogisch z* € Lund dahes {y*z*} e L, d. h. M*(A”x).

Das Axiom D ergibt sich trivialerwelse daraus, dass wenn 4 + 0, A < L gilt, so
muss das kleinste o € w bestehen, fiir das ein x € A mit der Eigenschaft (xa) e F
existiert. Nach 448 xn 4 = 0.

Die mit der Aquivalenz

{xyd>eAd =x=FKF~y

definierte Klasse A ist die Auswahlsfunktion von I'. Sollte ein der Axiome C,, C;
gelten, so miisste auch das andere gelten. In diesem Fall wiare das Modell I' ein Modell
der ganzen Theorie X,. Das ist aber unmdoglich, denn jede Menge von I' hat hdchstens
zwei Elemente, so dass z. B. die Zahl 3 = {0, {0}, {0, {0}}} keine Menge des Models
ist. .
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Vytah
AXIOMY TEORIE KONECNYCH MNOZIN

PETR VOPENKA, Praha

Axiomatickou teorii koneénych mnoZin rozumime teorii Gédel-Bernaysovu, v niz
axiom C, nahradime jeho negaci. V této préci je dokazéano:

1. Axiomy E a C; je moZno dokéazat z axiomi skupiny A, B a z axiomid 71C,, C,,
C,, D.

2. Axiomy E a C, je moZno dokézat z axiomi skupiny A, B a z axiomi 1C,, C;,
C,,D.

3. Axiomy C,, C; nelze souSasné dokizat z axiomiu skupiny A, B a z axiomd
—1C,, C4, D, E.

Pezrome

AKCHOMBI TEOPU KOHEUHBIX MHOXXECTB

IIETP BOIIEHKA (Petr Vopénka), ITpara

.

ITon axcmoMaTU4eCKOH Teopueil KOHEYHBIX MHOXECTB MBI I0Jpa3yMeBaeM TEOPHIO
Ispens-Bepnaiica, B xoTopoit akcuoMa C, 3aMeHeHa ee Heramueil. B 3Toit pabore
IOKa3aHo:

1. Axcuombr E u C; MOXHO [JoKa3aTh M3 akcuoM rpynn A, B m u3 akxcmom
—‘Cla C2a C4, D

2. Axcuoms!l E u C, MoxHO JokasaTh M3 axcuoMm rpymn A, B u u3 akcmom
T1Cy, C;, Cy, D.

3. Axcuomer C,, C; Henb3sh ONHOBPEMEHHO IOKa3aTh W3 akcmoM rpymn A, B
u u3 akcaoM 1Cy, Cy, D, E.
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