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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 89 (1964), Praha

UBER EINE BESTIMMTE KLASSE DER ZUFALLIGEN PROZESSE
MIT ABSORBIERTEN BARRIEREN

Ivo VrRkoOC, Praha
(Eingelangt am 15. Februar 1963)

In diesem Artikel sind die Abschédtzungen fiir die Wahrscheinlichkeit angefiihrt,
dass ein bestimmter Punkt eine gewisse Grenze tiberschreitet, der unter dem Einfluss
von Storungen in Bewegung gesetzt ist. (P(sup [x(t, w)| = v), P(Ix(t, ®)| = v) usw).})

t=t

Unter dem Begriff Storungen verstehen wir hier einen zufilligen Prozess, der in

endlicher Anzahl disjunkter Zeitintervalle wirkt und die weiter angefiihrten Bedin-

gungen erfiillt. Die Ergebnisse sind in asymptotischer Form angefiihrt, d.h., wir

setzen voraus, dass die Anzahl der héheren angefiihrten Zeitintervalle ins Unendliche

wichst, weiter, dass fiir die Parameter (a), (b), (c) die Formel (L,0) gilt und dadurch

werden die Grenzformeln fiir die Wahrscheinlichkeit P(sup |x(t, )| = v) usw.
T=t

bestimmt. Mit dem Problem: &hnliche Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen be-

schiftigt sich Dinges H. [1], aber unter ganz andere Voraussetzungen iiber Zufalls-

process. Hier wird nichts anderes ausser (1), (2), (3) iiber die Strukture der Prozesse

vorausgesetzt. Die Ausdriicke P(Ix(t, ®)| = v), P(sup |x(z, ®)| = v) haben Bedeutung
TSt

z.B. fiir die Definition der stochastischen Stabilitit [2] ... [4]. Zum Schluss dieser
Arbeit wird die Verwendung der Ergebnisse an einer sehr einfachen Differential-
gleichung X = R(t, x, ») durchgefiihrt, wo R(t, x, w) bestimmte Stdrungen be-
zeichnet.

Damit wir iiber die angefiihrten Wahrscheinlichkeiten sprechen kdnnten, miissen
wir voraussetzen, dass die Wirkung der Storungen in einem gewissen Sinne klein ist.
Es sei I, = (%, &£> eines von den friiher erwihnten Zeitintervallen. Wir werden

@) B{Ix(5) — x(8) | <)t < ) < 5 — )

fiir alle k voraussetzen, wo E(x I y) den bedingten Erwartungswert bezeichnet. Weiter
werden wir fordern, dass die Storungen die systematischen Fehler nicht bewirken. D.h.

(b) E(x(13) — x(t) | x(), t £ 15) = 0.

1y P(4) = Bix;i;l P(B), wo A messbar sind.
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Die dritte Bedingung wird mit Hilfe des Beispieles abgeleitet. Das Beispiel zeigt, dass
die Bedingungen (a), (b) nicht geniigen, damit die systematischen Fehler nicht ent-
stehen. Wir werden also voraussetzen: es existiert die Konstante K > 0 so, dass

(c) P(Ix(1) — x(t%)| > K(t — )| x()). t = ef) =0

gilt. Weiter werden wir voraussetzen, dass die Zeitintervalle gleiche Lénge haben.
Wenn die Lingen der Zeitintervalle verschieden sein kénnen und d nur die obere
Grenze der Lingen ist, dann ist es moglich das neue Problem in das untersuchte
Problem zu iiberfiihren, aber mit anderen Parameten. Es ist darum moglich, dass wir
die nebeneinander liegenden Zeitintervalle, deren Summe nicht grosser als d ist,
wie ein einziger Zeitintervall nehmen konnen.

Die Prozesse, die wir hier verwenden, koénnen auf verschiedenen Rdumen
definiert sein. Wenn trotzdem die Zufallsgrossen x4(w) ... x,(®) in dem gemein-
samen Raum Q(#, P) definiert sind, konnen wir diese Zufallsgréssen in den Eukli-
dischen Raum &, des Dimension n transformieren. Wir erhalten das neue Wahr-
scheinlichkeitmass P* in &, mit Hilfe der Transformation:

0eT Y (4) wenn [x,(w),..., x(0)]e4
gilt (A ist B-menge in &,). '
Mit Riicksicht auf [5] konnen wir die bedingten Distributionen
F(Ay] Age s ) = PH(x (@) £ Ay | x2(0) = 45, ..., x,(0) = 2,)

angefiihren. Weiter kénnen wir den bedingten Erwartungswert
E(p(xy(@)) | 2 = A2 - r X5 = A) = | @(A1) dF (A4 | A, -5 A)

angefiihrt, dass diese Gleichung fiir alle A,, ..., 4, gilt. Durch Anwendung dieser
Bezeichnungen, konnen wir die Bedingungen (a), (b), (c) in die neue Form fiber-
fiihren und definieren die Klasse der zufilligen Prozesse, mit denen wir uns beschéfti-
gen werden.

Definition 1. Es seien die Zahlen to, d > 0 gegeben. Bezeichnen wir ¢, = 1, + kd.
X,0 ist die Klasse der Prozesse x(t, ), die fiir alle t > t, definiert sind (aber not-
wendigerweise nicht in gemeinsamen ) und

(1) E(x(tyss, @) — # ]| x(t) = s X(tem1, ©) = g5 -0 x(to, ) = ag) = 0
(2) E(Ix(te+ 1, @) — # I Xt ©) = p, Xty 1, ©) = oy, ..., X(to, o) = ay) < 6d
(3) P(Ix(t; @) — pl > K(t = 1) | x(tr, ) = pt, X(ty~ 1, ©) = @_y, ..., X{to, ©) = 2p) = 0

fiir alle ¢, < t < x+ erfiillen.
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Wir wollen die Ausdriicke
(4) Py(3,K,v,d,t) = sup P( sup x(r,0) 2 V), x(to, w) =0

xeXy) g4 PoStSt

(5) Py(6,K,v,d, 1) = sup P( sup [x(z, )] 2 V), x(ty,w) =0

xeX,o,d toStst

abschitzen. Diese Abschitzungen werden im Sinn der asymptotischen Formeln
durchgefiihrt. Die folgende Definition des beschrinkten Prozesses im Punkt erleich-
tert uns sehr die Situation. Nach Hilfsatz 2. kénnen wir ndmlich die Wahrscheinlich-
keit P( sup x(z, ®) = v) mit Hilfe des geeigneteren Ausdruckes P(x,(t, w) = 1)

toSctsSt
abschitzen.

Definition 2. Es sei der Prozess x(t, ») gegeben, der in {fo, ) definiert ist. Es sei
die reele Zahl 1 gegeben und K, d sind die Zahlen aus den Bedingungen (1)...(3).
Wenn fiir feste o die Zahl t, so existiert, dass x(t, @) 2 A — Kd, dann bezeichnen
wir #(w) das Minimum solcher Zahlen. Im umgekehrten Fall nehmen wir #(w) = co an.
Es sei x,(t, o) = x,({{w), ») = x({0), 0) fir t= (o), x( 0)=x( o) fir
t < fw). Den Prozess x,(t, ) nennen wir einen im Punkte A beschrinkten Prozess,
welcher dem Prozess x(t, @) entspricht.

Die Hilfsiitze 1.—4. bestimmen die grundlegenden Eigenschaften der im Punkt
beschrankten Prozesse.

Hilfsatz 1. Es sei x € X, 4, dann ist auch x; € X, 4.
Beweis. Aus der Bedingungen (1) ... (3) folgt:

1) E(X(tk+1) — x(t) | %(t), --.» X(t0)) = 0,
) E(Jx(tp+ 1) — x(t)] ' x(t), ..., X(to)) < 0d,
(3)  P(x(®) — x(t)] > K(t — )] x(ts), .., X(t)) = 0 fir # <t < tyyy,

fiir fast alle @ (Im Q, &, P). In diesen Ausdriicken kénnen wir x und x, vertauschen.
Im Fall, dass fiir feste @ x(t,, a)) < A — Kd fiir alle | £ k gilt, muss die Ungleichung
(@) 2 4, gelten und also x,(t, w) = x(t, w) fiir ¢ < ;4 sein. Im Fall, dass fiir
feste @ x,(t,, w) = 4 — Kd ist, muss die Gleichung x;(t, ®) = x(t, w) fiir t 2 1,
gelten. Die Bedingungen (1) ... (3") fiir x;, kénnen wir wieder auf die Bedingungen
(1) ... (3) fiir x, iiberfiihren. Die Hilfsitze 2. —S5. fithre ich ohne Beweis an.

Hilfsatz 2. Es sei x € Xy, 4, dann gilt

P(xsexa(t, @) 2 2) < P~( sup x(r,w) = A) £

toStSt

< P( sup x(t,w) = A) < P(x,(t, 0) = 4 — Kd).

to<StsSt
(Wenn die Menge M nicht messbar ist, setzen wir P~(M) = sup P(A4), wo A messbar
sind.) 4cM
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Hilfsatz 3. Der Ausdruck P(x,(t, ®) = 1 — Kd) ist die nichtfallende Funktion t
fiir feste A und fiir einen festen Prozess x € Xy, 4

Hilfsatz 4. Der Ausdruck P(x(t, ) = A — Kd) ist die nichtwachsende Funktion A,
fiir feste t und fiir einen festen Prozess x € X, 4-

Es sei Zy die Menge der Prozesse x € X,,,4 die die Unglelchung (2) mit 6 =
erfiillt (fiir feste d, 4, K). Setzen wir

{(0) = sup P(x,(t, ») = A — Kd).

xeZe

Hilfsatz 5. Die Funktion {(@) ist nichtfallend.

Das wichtige Ergebnis des Hilfsatzes 2. ist, dass es uns den Ausdruck P(x(t, ») = v)
abschitzen geniigt. Wir konnen uns daher nur mit einer kleineren Klasse der Prozesse
X7, 4 < X, 4 beschiftigen, die die bestimmte Markoffsches Eigenschaft haben.

Definition 3. X}, ,ist die Klasse der Prozesse x die in X, 4 gehoren und fiir die
die Bedingungen P(x(t) e A|x(ty) = p x(t-1) = Oy, .- X(t;) = ;) = P(x(t) €
€A ' x(t) = p) fiir jedes ganze k = 0 und fiir alle t € {t,, t,‘ﬂ) erfiillt sind.

Hilfsatz 6. Es sei x(t, w) der Prozess, der in {t,, oo) definiert ist, x € X,, 4, dann
existiert der Prozess x*(t, ¢) (aber er kann in einem anderen Q definiert sein) so,
dass x* € X7, 1P (x*(t,, 0) < 2) = P,(x(tp, w) < 2) und

(6,1) Py(x*(trs1) € A| x*(t) = 1) = P (x(tis1) € A} x(tx) = p)
fiir alle te (t,, t,41).

Bemerkung 1. Aus (6,1) folgt, dass der Prozess x* auch (1)...(3) erfiillt, d.h.
x* € X,, 4 folgt aus (6,1) und dabei fiir jedes i = 1, ..., n, P(x(t;) < 1) = P(x*(t;) <
< 2) ist.

Beweis. Anfangs werden wir die Prozesse x, x* nur in der Zeitpunkten ¢ = t,,
i =0,..., n nehmen. Die Distribution des Prozesses x* d.h.

F¥(hgy o5 Ag) = P(XH(t,) S Gy oo X¥(1) S 2y)
definieren wir
An-1 A1
(6,2) F¥(Apy -5 Ag) =f J F(, ]| ©,-1) duz 1F(€4-1] ©,-5) ...
-0 -
.. d,F(0,] ©,)d,F(6,),

WO F(hss | A) = P(x(tis1) < Jpsy | X(t) = A ist und d; bezeichnet, dass wir
iiber die Variable ®; integrieren. Es ist bekannt, dass fiir die bedingten Distributionen
F¥2 ) Ao -0 A4)

(6,3) F¥(| Arm1s oo A1) = F¥(uc] lm1) s F*(h] Akmy) = F(R] A1)
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gilt, wo F(lkl A—,) die bedingte Distribution des Prozesses x ist. Jetzt miissen wir
noch den Prozess x* fiir alle ¢t > t, definieren. Den Prozess x* werden wir fiir
t € {ty, t; 1) so definieren, dass die Gleichungen

6,49 P(e*(t) £ 2| x*(t) = Ao oos x¥(t) = 4y) =
A=k

= P(x*(tk+ 1) é )'k + d x*(tk) = A‘k’ aany x*(tl) = 2.1) flil‘ tk é t é tk+1

k

gelten. Aus (6,3) und (6,4) folgt (6,1) und die Bemerkung. Die Gleichung aus Defini-
tion 3. muss gewiss fiir ¢ = #,,, gelten. Fiir iibrige ¢ € (t, t;+ 1) folgt diese Gleichung
mit Hilfe (6,4).

Weiter mSchten wir einen solchen Prozess y ﬁnden der im Ausdruck E(o(x(z, )))
den grossten Wert realisiert, wo x zu X}, , gehoren muss und x(to, ®) und ¢(2) fest
sind. Der Prozess ermoglicht uns dann die Abschitzung der Wahrscheinlichkeit

sup P(x(f, w) 2 v) zu finden, fiir die vorgegebene Anfangsdistribution. Fiir

xsX',o'd
weitere Betrachtungen ist es geeignet, folgende Bezeichnung einzufijhren.

Definition 4. ¢}(%) = _sup E((p(x(tb))lx(t ) = 1), wo die Zahlen a, b ganz und
to d
nichtnegativ sind, a < b
Die Hilfsédtze 7., 8. beschreiben die grundlegenden Eigenschaften der Ausdriicke

oY%).

. Hilfsatz 7. Wenn fiir die B-Funktionen (Borelfunktionen) ¢(2), Y(3), ¢(3) < ¢(2)
gilt, dann gilt auch @}(X) < Y(%) fiir alle a < b.

Hilfsatz 8. Es seien a, b,c ganze nichtnegative Zahlen a < b < ¢. Es seien
@(A), ¥(A) die beschrankten B-Funktionen, die ¢j(1) < y(2) erfiillen, dann

¢dA) £ sup EW(x(ty, o)) | x(t,, ) = 1) = sup fw(@) dr(e| ) = ¢,,(l)

xeX*, to,d xeX to d
gilt, wo F(O I ) die bedingte Distribution x(t,) laut x(t,) ist.

Beweis. Zu beliebigen ¢ > 0 suchen wir den Prozess x* e X ;';', auf, sodass
61) o) S Ho(e(] ) = )+ ¢ = [0(6) doF*6] ) + ¢

gilt. Es sei F¥(@ |y) die bedingte Dlsmbutxon x*(t.) laut x*(t,) und F**(y| 1) die
bedingte Distribution x*(t.) laut x*(t,). Es gilt

(8,2) le(@) deF*(0] %) = J ( J ?(0) doF**(@ | 1) d,F(v| 1)) .
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Weiter mit Riicksicht auf die Definition F** gilt
(5.3) [ot@aor+=(015) 5 610 = v0) -

Nach (8,1) ... (8,3) ist 95(4) < [Y(y) d,F(y| ) + & < yi(4) + &. Wir konnen schon
leicht die zu bewiesende Ungleichung aus dieser letzten Ungleichung erhalten.
Im Fall, dass ¢(4) konvex ist, kénnen wir einen solchen Prozess wirklich bestimmt.

Hilfsatz 9. Es sei ¢(1) konvex, dann ist jede Funktion @} **(2) konvex. Das Maxi-
mum im Ausdruck @{*'(2) gibt jeder Prozess x*e X} ,, fiir den F(Ayss | 4) =

= P*(x*(tk+ 1) é j.k_*.llx*(tk) = /?'k) = F(Ilk+1 - llk), wo
(9,1) F(u) =0 fir u< —Kd, F(u) =1 fir uzKd,

o é
Fu)=— fir —Kdi<u<0, Fu=1—-— fir 0£u<Kd.
®) 2Kf - ®) 2Kf

Es gilt
(9:2) o () = E(p(x*(tes ) | x*(1) = 4) -

Wir suchen den Prozess x, fiir den ¢ **(2) = [¢(©) dF(6 | 2) gilt.
Weil die bedingte Distribution die Bedingungen (1) ... (3) erfiillt miissen, folgende
Beziechungen

(93) F@]») =0 fir @<i-Kd, FO|i)=1 fir @ 21+Kd

f@dF(@'l) =4, ﬁ@ ~ | dF(@] ) < éd

gelten. Wir werden nur F(O) anstatt F(@ ]4) schreiben und wir konnen gewiss
A = 0 annehmen. Wir haben also die Bedingungen

9,9 F() =0 fir A< ——in
(9,5) F() =1 fir 12 Kd
(9,6) f AdF =0

(9,7) ﬁ,u dF=y<d.

Wir miissen die Funktion F(%) so aufsuchen, dass der Ausdruck
©9) j o) 4F(3)
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maximal sein wird. Es sei F! (A) ,»die Stiegenfunktion (das ist die nichtfallende Funktion,
die nur eine endliche Anzahl der Werte hat). Wir setzen voraus, dass F(4) die Unste-
tigkeit im Punkt v, 0 < |[v] < Kd hat. Wir werden zeigen, dass eine neue ,,Stiegen-
funktion® existiert, die im Punkt v stetig ist und in den iibrigen Punkten (anstatt
— Kd, 0, Kd) unstetig sein konnte, nur im Fall, dass F(4) dort unstetig ist. Die neu
Funktion muss auch (9,4) ... (9,7) erfiillen und der Ausdruck (9,8) darf nicht kleiner -
werden. Wir konnen nur den Fall v > 0 annehmen (der Fall v <0 ist analog)
Setzen wir e = F(v) — F(v — 0), Fo(1) = 0 fiir A <0, Fo(4) = ¢(1 — v/Kd) fiir
0<1<v, Fyd) = —ev/Kd fiir v< A< Kd und weiter F(1) = F(i) + Fo(%)
fiir 4 < Kd, F(1) = F(A) = 1 fiir 1 2 Kd. Die Funktion F(%) ist selbversténdlich
stetig im Punkt v und die Stetigkeit in den iibrigen Punkten (anstatt — Kd, 0, Kd)
ist unverdndert. Es gilt

©9) (o) df() = [o(1) ar(r) + e[¢(o) (1 - Ié) + olkd) = - (p(v)].

Wir erhalten [AdF(A) = [AdF(%) = 0 und [|4] dF(2) = [|4] dF(4) < &d, wenn wir
in (9,9) @(A) = A oder ¢(A) = |A| setzen. Die Bedingungen (9,6) und (9,7) sind also,
erfiillt. Im Fall, dass (%) konvex ist, ist der letzte Ausdruck in (9,9) in der Klammer
nichtnegativer und [¢p(4) dF(1) = [¢(1) dF(1) gilt. Wir kénnen diesen Prozess
wiederholen, um die Funktion F*(A) zu erhalten, die nur in den Punkten — Kd, 0, Kd
Unstetigkeiten haben soll. Eine solche Funktion ist mit Riicksicht auf (9,4)...(9,7)
eindeutig bestimmt.

(9,10) F¥(1) =0 fir A< — Kd, F*(l):%min(é,l) fir —Kd<1<0,
F*(A):%max(2—;<%,l) fir 0<A<Kd, F¥())=1 fir A2 Kd.

Der Ausdruck (9,8) ist in diesem Fall gleich [¢(4) dF*(1) = o(— Kd) p(y) +
+ ¢(0) (1 — 2p(»)) + @(Kd) p(¥), wo p(y) = 3 min (y/Kd, 1). Wir bekommen den
grossten Wert im (9,8), wenn wir die Funktion nach (9,10) mit 6 = y wihlen, weil (1)
konvex ist. Es kann jede Distribution F(1), die (9,4) ... (9,7) erfiillt, mit einer ,,Stiegen-
distribution‘* Fy(4) aproximiert werden, die (9,4) ... (9,7) wieder erfiillt und so dass
|fe(4) dF(2) — fo(4) dF4(4)| beliebig klein ist. Die Distribution F*(1) gibt also das
Maximum fiir (9,8). Die Funktion ¢f*(%) ist gleich ;"' (1) = [p(1) dF*(2) =
= ¢(A — Kd) p(8) + ¢(A) (1 — 2p(8)) + ¢(A + Kd) p(6) und ¢} ** ist wieder konvex.

Leider, kénnen wir nicht nur konvexe Funktionen <p(l) betrachten. Wir miissen
auch solche Funktionen annehmne, die im folgenden Hilfsatz beschrieben werden.
In diesem Fall gibt der Prozess, der im Hilfsatz 9. konstruirt wird nur die obere
Grenze, aber nicht das Maximum des Ausdruckes. Es zeigt doch, dass in den asympto-
tischen Formeln dieser Umstand keine Rolle spielt.
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Hilfsatz 10. Wir setzen 0 < ¢(1) < 1, ¢(4) = 1 fiir 1 2 v, voraus, wo v = sKd
(s ist die natiirliche Zahl), () konvex fiir A < v ist. Es gilt

(10,1) E(o(x(1))) = E(o*(x(1))) ,

fiir jeden Prozess x e X}, ,, fiir beliebige ¢ > 0 und jede beliebige natiirliche
Zahl n, wo

(10,2) o*(A) = o(1) fir A¢(v — 2Kd —¢,v)
o*(A) =1 fir Aelv —2Kd,v),
¢©*(1) linear in (v —2Kd —¢, v — 2Kd) ist.

Der Prozess y ist der im Punkte v — Kd beschrdnkte Prozess, welcher dem Prozess z
entspricht. Der Prozess z ist in folgender Weise festgestellt:

P(z(ty+1) = p — Kd| 2(t) = u) = p = 3 min (§/K, 1),
(10,3)  P(z(ters) = u + Kd|2(ty) = 1) = p, P(2(tusr) = p] 2(ts) = 1) =
=1 —2p, P(z(ty) < ) = P(x(to) < u).

Beweis. Wir werden die Folgenden Beziehungen und Behauptung brauchen. Es
sei ¢(4) eine B-Funktion, 0 < ¢(4) < 1. Wenn F(ll p) die bedingte Distribution
eines Prozesses x € X7, ; ist, dann gilt

(10,4) 0= f o(H) d;FA]w < 1.
Es sei ©(4) eine lineare Funktion ©(4) = ai + b, dann gilt

(10,5) E(@(x(tk+1)|x(tk) = ﬂ) = au + b N
wenn x € X7, ;.
Es sei (%) konvex fiir 4 < v, linear in (v — 2Kd, v, ¢(4) = 1 fiir 1 2 v, dann

gelten fiir den Maximumprozess (d.h. der Prozess, der in ¢5*! ein Maximum gibt)
die folgenden Beziehungen: wenn A < v — Kd, dann gelten im Zeitintervall {t;, ty+ >
die Bedingungen (10,3), wenn A = v — Kd, dann gilt P(x(tz+1) = 2| x(ty) = ) =
= 1. Die Funktion @¥** ist konvex fiir 4 < v. Wir beweisen jetzt diese Behauptung,
Nehmen wir die Funktion B(4) : B(1) = ¢(4) fiir A < v und B(J) ist linear fiir A >
= v — 2Kd. Es ist sicher ¢(2) < B(2) und B(4) ist konvex. Nach Hilfsatz 9. existiert
der Prozess, der im Ausdruck ;" (1) das Maximum gibt und dieser Prozess (10,3)
in <4, tyy, erfiillt. Fiir A > v — 2Kd ist A(4) linear und wir konnen nach (10,5)
den Prozess beschrinkt im v nehmen. Mit Riicksicht auf Hilfsatz 7. ist of**(4) <
< Bi*Y(A). Weil fiir den Prozess beschrankt im v, P(x(fy+1) > v| x(t) = ) =0
(unter der Voraussetzung A < v), ist ¢f**(4) = B;"*(4) fir 1 < v. Nach Hilfsatz 9.
ist g5 *(1) konvex fiir 4 < v. Wir bekommen selbversténdlich ¢} **(2) = 1 fiir 2 > v.
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Jetzt konnen wir schon Hilfsatz 10. beweisen. Definieren wir "J(4) = (1) fiir
A ¢(v — 2Kd, v), "y(J) ist linear in (v — 2Kd, v). Weil ¢(2) konvex ist, gilt

(10,6) o(1) < "Y(4) .

Weil *(1) = 1 fiir Ae {v — 2Kd, v}, gilt

(10,7) () < o*(). %

Nach Hilfsatz 9. gilt

(10,8) Pn-1(A) = "n-1(4) -

Aus der Behauptung und (10,7) folgt

(109) i) = (") aB(u] D) < j o*(u) dF(u] ),

wo F(u] %) die bedingte Distribution des Prozesses ist, der (10,3) erfiillt und be-
schrankt im v ist. Setzen wir ¢}_ (1) = [@*(u) dF(u] 4), wo F(u|2) ist die bedingte
Distribution des Prozesses der (10,3) erfiillt und im v — Kd beschrénkt ist. Nach
(10,1) ist

(10,10) ¥ () =1 fir A2v—2Kd.
Aus (10,10), (10,1) und (10,9) folgt
(10,11) "n_1(A) £ on-1(2) .

Mit Riicksicht auf die Behauptung ist "/;_,(2) konvex fiir A < v und nach (10,4)
ist "7 _,() < 1. Wir werden also "~ 'y/(1) definieren:

") ="no(A) fir A¢(v — 2Kd,v)
"~1y(2) istlinearin (v — 2Kd,v).
Es gilt "~ *y(1) = "¥}_1(4) und nach (10,8) gilt
(10,12) on_y(A) =R .

Nach (10,10), (10,11), (10,4) ist *~*y(2) < @¥_,(4).
Im Beweis konnen wir durch vollstindige Induktion fortsetzen. Wir werden
voraussetzen, dass folgende Funktionen ¥/, ¢y existieren.

(10,13) oA = Y@

(10,14) M(A) < @ (2) fir alle 2, ¢F(4) =1 fir A 2 v — 2Kd
(10,15) ky(J) ist konvex fiir 1 < v |

(10,16) ky(4) ist linear in (v — 2Kd, v)

(10,17) Y(A) < 1 firalle A, "Y(A) =1 fiir A = v.
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Nach Hilfsatz 8.
(10,18) or-1(4) = Mi—4(2)

ist. Mit Riicksicht auf der Behauptung (10,15) (10,16) ist “yj—,(1) konvex fir 1 < v
und die Ungleichung *y_,(2) = [M(n) dF(u] 1) < [oi(y) dF(u] 2) gilt. Die letzte
Ungleichung ist nach (10,14) erfiillt. Nach (10,4) und (10,14) ist {o}(u) dF(x| %) < -
< [oi(u) dF(u] 2) = 3-4(2) und es gilt also

(10,19) "Wi-1(2) £ @k-4(%)

Definieren wir jetzt *~'y(1) = *y§_,(1) fiir 2 ¢(v — 2Kd, v), *~'y(1) ist linear in
{v — 2Kd, v). Bs gilt "¢ _,(2) < *~*y(1), weil "y_, konvex ist. Mit Riicksicht auf
(10,19) und weil gy_,(4) = 1fiir A = v — Kd ist, gilt (10,14) auch fiir k — 1. (10,15)
folgt aus der Behauptung, (10,16) folgt aus der Definition der Funktion *~'y(1) und
(10,17) folgt aus (10,4) (F(u] 2) ist die bedingte Distribution des Prozesses, der im v
beschréinkt ist). Wir haben also

(10,20) Oi(A) < p}(2) fiir jede k

(s.(10,3), (10,4)). Die F unktion @x (1) entsteht dabei aus ¢y, ;(4) mit Hilfe der Formel
(10,21) HOE ffpifn(u) dF(u] 4).

Wir miissen noch die Gleichung beweisen

(1022) oi(A) = E(o*((t) | »(1) = 2)-

Es gilt

- E@* () | ¥(te-1) = 2) =
(10,23) = E[E(e*(v(t) | (t)s ¥(tx-1)) | ¥(te-r) = 2] =
= E[E(o*(y(t)) | y(8) | (te-1) = 41,

weil y zu X7, ; gehort. Wir erhalten aus (10,22) P-fast iiberall

(10,24) E(@*(y(tn )] ¥(t @) = 0i(3(te »))

gilt. Nach (10,21), (10;23), (10,24) erhalten wir E(o*(y(t,) | ¥(te-1) = 4) = @5 1(2).
Also ist (10,22) fiir alle k bewiesen. Mit Riicksicht auf die Definition ¢§(2), (10,20)
und (10,22) gilt ,
E(o(x(tn) | X(20) = 2) = ¢4(A) = 05(4) = E(e*(v(t.)) | ¥(20) = 1)
Aus dem letzten Ungleichung beweist man leicht (10,{1).
In Hilfsatz 11. suchen wir die Abschitzung fiir P( sup x(z, @) = 2) mit Hilfe des

toStStp

Ausdruckes P(y(t,, @) = v) auf, wo y der Prozess aus Hilfsatz 10. ist.
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Hilfsatz 11. Es sei x € X;,,4, ¥ is1 der im v — 2Kd beschrdnkte Prozess der dem
Prozess z entspricht, wo z im Hilfsatz 10. bestimmt ist. Es gilt
(11,0) P( sup x(t,w) 2 v) < P(y(t,) = v — 3Kd).

toStStn

Beweis. Wihlen wir die Folge der Zahlen ¢, — 0(m — co, &, > 0) und der
Funktionen ¢,(4) : ¢,(4) ist konvex fiir 1 < v — Kd, ¢,(4) =1 fir A 2 v — Ki,
Om(A) = ¢(4), wo p(1) = 0fiir A < v — Kd, p(4) = 1 fiir A = v — Kd. Die Funktio-
nen ¢*(4) (s. Hilfsatz 10) konvergieren zu der Funktion ¢*(1) : ¢*(2) = 0 fiir 4 <
< v — 3Kd, p*(4) = 1 fiir A 2 v — 3Kd. Zum beliebigen Prozess x € X,, 4 nehmen
wir x, (s. Definition 2). Nach Hilfsatz 1. ist x, € X,, 4 und nach Hilfsatz 2. haben wir

(11,1) P( sup x(t,w) 2 v) < P(x,(t,) 2 v — Kd).

toStSty

Wir konstruiren den Prozess x* € X, , nach Hilfsatz 6. zum Prozess x, (s. Definition 3.).

Nach Bemerkung 1. gilt

(11,2) P(x,(t) 2 v — Kd) = P(x*(t,) = v — Kd).
Es wird

(11.3) Bon(x*(s,)) » E(@(:*(,))) = P(x*(t,) 2 v — Kd)
erfiillt und auch

(11.4) E(on(y()) ~ E(@*((t)) = PO(1) 2 v — 3Kd)

exfiillt, weil die Funktionen ¢,(4), 92(2) zu ¢(2), ¢*(1) konvergieren. Mit Riicksicht
auf Hilfsatz 10. gilt die Ungleichung

(11,5) E(gn(x*(1))) < E0}0(1)

(11,0) folgt aus (11,2) ... (11,5).
Jetzt wissen wir schon, welcher Prozess uns ein ungefihres Maximum im Ausdruck
P( sup x(r, w) = v) gibt. Folgender Hilfsatz ermdglicht uns diesen Wert auszu-

toSTSt
rechnen. Er iiberfiihrt diese Wahrscheinlichkeit mit Hilfe des Spiegelungsprinzp
auf die Wahrscheinlichkeit P(z(z,) 2 v).

Hilfsatz 12. Es sei z der im Hilfsatz 10. bestimmte Prozess mit dem Anfangswert
2(to, @) = O und y(t) ist der im Punkt v beschrdnkte Prozess, welcher z entspricht.
Es sei v = sKd, wo s eine natiirliche Zahl ist. Es gilt

(12.) P((t) 2 9) = 2P(=(t) 2 ¥) — P(a(t) = ¥).

Beweis. Fiir jedes o, fiir welches die natiirliche Zahl k < n existiert, so dass
z(ti, ®) = v, kénnen wir den symmetrischen Pfad nehmen z(t;, 0) = 2v — z(t 1 0)
firk <j < n, 2(t;, w) = z(t;, ) fiir j < k. Bs gilt P( sup z(t, @) = v, z(t, @) <

ksn—1
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< v) = P(z(t,, w) > v), weil der Prozess z symmetrisch ist und weil die Zuwichse
2(ty+1) — z(t) unabhingig sind (P(4, B) ist die Wahrscheinlichkeit A n B). Weiter
ist :
P(y(t,, w) 2 v) = P(sup z(w) = v) =
ksn

P(k ;3?1z(tk, o) Z v, Z(t,, ®) <— V) + P(z(ty, @) 2 v) =
P(z(t,, @) > v) + P(z(t,, w) Z v) =
= 2P(z(t,, ) = v) — P(z(t,, @) = V).

Wir werden die Ausrechnung P(z(t,) = v — 3Kd) mit Hilfe des Satzes aus [6]
durchfithren. Wir miissen ihn fiir den Fall vebessern, dass die Gebiete G, von n
abhingen, aber speziell sind.

Setzen wir vouraus, dass wir das System von n unabhéningen Versuchen haben und
bei jedem Versuch kann gerade eine der k disjunkten Erscheinungen entstehen.
Jede Erscheinung hat die Wahrscheinlichkeit p;, 0 #+ p; 1, i = 1, ..., k, die unab-
hingig von n ist. m; bezeichnet die Zahl, wievielmal die Erscheinung mit dem Index i
realisiert worden ist. Setzen wir x; = (m; — npi)/\/ (npigy), g; = 1 — p;. Es gilt

(13,1) é:lxi \/(p:qi) =0,

weil ) m; = n ist.
i=1
Der Ausdruck (13,1) bezeichnet die Ebene im Euklidischen Raum mit den Ko-

ordinaten X, ..., x,. Es sei in dieser Ebene die Folge der Gebiete gegeben G, : x; =
2 X; + Mp, Wo die Zahlen p, zu u konvergieren. Wir bezeichnen P®(G,) die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Punkt [x;, ..., x,] zu G, gehort.

Hilfsatz 13. Es gilt

n ql’ M qk "‘}2 ;x‘z
(132) P+ #(O) = [(hesti) [ et an
(2ﬂ)k ! Zpiq i/ Je
gleichmdssig nach p und gleichmdssig nach der Folge p, — p*.?) Im Integral inte-
grieren wir iiber das Gebiet G : x, = x, + u das in der Ebene (13,1) ist, dv ist das
Lebesguesche Mass in der Ebene (13,1).

Beweis. Zu einer beliebigen Zahl ¢ > 0 kénnen wir n, so aufsuchen dass u — & <
< Uy < p + & fiir n > ng ist. Wir bezeichnen G_, (und G,) das Gebiet, das in der
Ebene (13,1) ist und die Ungleichung x, 2 x; + g — & (%, 2 x; + p + ¢) erfiillt.
Es gilt sicher

(13,3) P™(G,) £ P™(G,) < P™(G_,).

2y D.h. Zu beliebiger Zahl & > 0 existiert n, und é > 0 so, dass |[P(G,) — P(G)] < e fiir
n > ng, wenn |u, — pu| < 8 fir n = ny ist.
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Mit Riicksicht auf den Satz in [6] gilt

P™(G,) — \/(—————-—ql’ L )J e ¥l gy
(2n)** Ypai) Je.

P™(G_,) —r\/<—————ql’ R L )J e FEt gy
(2n)* " Ypai) Jo-.

Es gilt also (s. (13,3))

(13’4) lim sup P(n)(G") < \/(__gl’__’_qk__>J‘ e ~Hraxi? gy ,
G-

und

nm e (2n)* Ypas
(39 marpee) z (Sl [ cmeta.
Es geniigt

f e~ ¥ gy, 0
G-:—G:

mit ¢ - 0 zu bewiesen. G, — G, ist das Gebiet, das in der Ebene (13,1) ist und dabei
die Ungleichung x; + 4 + & = x;, = x; + p — ¢ erfiillt. Es ist also das Gebiet in
der Ebene (13,1), das zwischen den Ebenen x; = x; + pu + & X, = X; + p — € ist.
Nehmen wir weiter ¢ = min g;. Selbverstdndlich gilt

(13,6) J- e~ ¥ qp < f e~ ¥ 4y
G-2=Ge G-c-G

Mit der Rotation kdnnen wir erzielen, dass die Ebene (13,1) in die Ebene x, =0
iiberfiihrt wird und dassdie Ebene x;, = x; + g+ & X, = X3 + X =X; + U — €
in die Ebenen x;, = | + f&, x, = I, x, = | — fe iiberfiihrt werden, wo I die Entfer-
nung der Schnittgerade der Ebenen (13,1) und x, = X; + u von Anfangspunkt ist
und f # 0 ist der Koeffizient, der von den Koeffizienten der Ebene (13,1) abhéngt.

Es ist also .

(13,7) J e ¥ gy = J e ¥ gy
G—,—G. H, .

wo H, das Gebiet x, = 0,1 — fe < x, < | + feist. Weiter haben wir

’ $(k—2) pl+fe
(13,8) J‘J‘ Je'*qzx‘z dv = (E) f e~ gy, .
H. q I-fe

Der letzte Ausdruck konvergiert zu Null fiir ¢ — 0 gleichmaissig nach I. Die bewiesene
Ungleichung (13,2) folgt aus (13,4) ... (13,8).
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Ein folgender Hilfsatz ermoglicht uns die Ausrechnung der Formel fiir
lim Py(8, K, v,, dy, 1,,)

durchzufiithren, wenn t,/d, - c0. Nach den Hilfsitze 9. und 10. handelt es sich
um die Ausrechnung der Wahrscheinlichkeit, dass der Prozess z im Moment ¢, die
Grenze v, iiberschreitet.

Hilfsatz 14. Es seien die Folgen positiver Zahlen t,, d,, v, gegeben so, dass
t,/d,, v,/(Kd,) ganze Zahlen sind, t,ld, - o, v,/\/(t,d,) = % =, 0 L& < ©
und wir setzen voraus, dass die Zahlen 8, K (s. (2), (3)) 0 < 8 < K erfiillen. Be-
zeichnen wir Py = P(z(t,) 2 v,), wo z in Hilfsatz 10. bestimmt ist. (Jedoch anstatt
v, d, t nehmen wir jetzt v,, d,, t,). Es gilt

e ¥ dx

’ . 1 ®
(14,1) lim P} =
n— V@n) e

gleichmdssig nach o und o, — «.

Beweis. Wir kdnnen uns den Prozess zu folgendermassen vorstellen. Wir haben
einen Punkt im Koordinatenanfang in der Zeit t < t,. Im Moment ¢ = ¢, springt
dieser Punkt nach rechts (iiber die Entfernung Kd,) mit der Wahrscheinlichkeit
6/2K oder er springt nach links mit derselben Wahrscheinlichkeit, oder er bleibt mit
der Wahrscheinlichkeit 1 — 6/K unbeweglich. Im Moment t = ¢, miissen wir dasselbe
wiederholen und so weiter. Wir kdnnen die Folgen 1, d,, v, so verbessern, sodass
1,/d, = n gilt. Bezeichnen wir m{” die Anzahl der Fille (in allem Versuchen) in
denen der Punkt nach links springt. Bezeichnen wir m{" die Anzahl der Fille in denen
das Punkt auf der Stelle bleibt und m$” die Anzahl der Fille fiir die der Punkt nach
rechts springt. Der Punkt wird am Schluss der ganzen Serie die Grenzen iiberschritten
haben wenn und nur wenn m$? — m{” > s, gilt, wo s, = v,/Kd,. Jetzt nehmen wir
die Formel x; = (m{” — np)//(np:q)) an (s. Betrachtungen vor Hilfsatz 13). Wir
bekommen

(142) x

TR E T ) K6 - TR )

Aus der Bezichung m{ + m$” + m{® = n erhalten wir die Gleichung der Ebene

(14,3) x37/(1 = p) + %,/(2 —4p) + x5 /(1 = p).= 0.

Weil P, = P™(G,) gilt (wo G, das Gebiet x3 = x, + f, ist, das in der Ebene (14,3)
ist — s. (14.2)), haben wir nach Hilfsatz 13.

(14,9)
lim P} = lim PO(G,) = ——— P __ 'f eTHU- PR F2p PN gy
- n-co 27 /(2 = 3D) Jsszmi+s
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wo dv das Lebesquesche Mass in der Bbene (14,3) bezeichnet und wir integrieren
durch das Gebiet x; = x; + B, das in der Ebene (14,3) ist. Ich werde nur die Aus-
rechnung des Integrals (14,4) andeuten. Wir nehmen zuerst die Funktion 9(x) 2 0,
[2e 3(x)dx = 1. Wir setzen

= 3[(1 - p)x12+p(x1 +%3)2(1 = p)/(1 —2p) +(1 ~ p)x32 ’
f(xl’ X3, x3) = @ A —px2+p(x1+x3)*(1 - p)/( p+( ")"’]‘Q(xz).

Das Gebiet x; = x; + B, das im ganzen Raum x,, X,, x5 ist, bezeichnen wir H.
Das Gebiet x; = x, + B, das in der Ebene (14,3) ist, bezeichnen wir G. Es gilt

(14,5)

Jff S(x4s %2, x3) dxy dx; dxs = \/(1 — 2p>f e MU pxaAF2px+(-nxs qp |
H 2-3p/Je

Mit Hilfe der Transformation x; = fi/\/(l —-p) i=13x,= 62/\/(21)) erhal-
ten wir

(14,6) J]. f(xl, xZ, X3) dxl dxz dx3 =
H

s

~imrvel Ga T 7o) e

wo H’ das Gebiet &3 2 &, + B./(1 — p) im ganzen Raum ¢ ... &, ist. Weiter
verwenden wir die Beziehung

) ] (o e T e -

= \/(2p(1 — 2p))J‘ e_'}(§12+§22+§32) do* ,
G’

wo G’ das durch die Ungleichung &; = & + B \/ (1 — p) ausgedriickte ist und das
in der Ebene

(14,8) f1x/p+52\/(1—2p)+63\/p=0

ist und dv* ist das Lebesguesche Mass in der Ebene (14,8). Durch Anwendung der
Rotation erreichnen wir, dass die Ebene (14,8) in die Ebene £, = 0 transformiert
wird un dass die Schnittgerade der Ebenen &; = &, + B \/ (1 — p) mit (14,8) in die
Gerade &3 = B \/ - p)/\/ 2, &, = 0 iibergeht. Es gilt also die Beziehung

(14.9) J em3eere o qux _ fom) [ e g
¢ A=)

Aus (14,4) bis (14,9) erhalten wir die bewiesen Gleichung (14,1).
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Jetzt haben wir schon alles zu der Formulation und zu dem Beweis der ersten
(zweiten) Satzes vorbereitet. Dieser Satz behandelt den Ausdruckes P; mit der
einfachen Anfangsbedingungen x(#o, ) = 0.

Satz 1. Es seien 8, K die vorgegebenen Zahlen 0 < & < K. Es seien d,, t,, v, die
vorgegebenen Folgen positiver Zahlen so, dass

(1)

dann gilt

t Va

L s 0, o= x, 0Za< o0,
4 T )

2\* [ 2
lim P,(6, K, v, d,, t,) = <—) J e ¥ dx

L ) Jajy(K)

e %
wo Py in (4) bestimmt ist. Der Grenzwert konvergiert gleichmdssig mit Riicksicht
auf o und o, - a.

Beweis. Wahlen wir zuerst die Zahlen ), £3*, v, v¥* so, dass gilt
o o e
n  On . Kd,
sind die ganzen Zahlen und
2 St <t*, Vv, <, -l <d

I, — t** < d,, |v, — v} < Kd,, Iv, —v}*| <Kd,
gilt. Aus diesen Ungleichungen folgt

%k
I

%
(1,3) flf'——ooo, 2500, -1, 2—->1.

n n tn
Aus den Ungleichungen (I,3) folgt
. v: * 4Kd,, . Vy
(L4) lim N lim Ton "
und &dhnlich

*

Ls) lim :/_(%E =a

Es sei x® ein beliebiger Prozess x® e Xy,,4, (dh., die Bedingungen (1) ... (3) sind
mit den Konstanten d, erfiillt.) Bezeichnen wir P(n) = P( sup x®(t) 2 v,). Es

toStStn
sei x der im Punkt v, beschrinkte Prozess, welcher dem Prozess x entspricht.
Nach dem Hilfsatz 2. gilt

(L6) - B(n) < P(x{(tn) Z Vo — Kd,) .
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Nach Hilfsatz 3. gilt

(L7 P(x"(t,) = v, — Kd,) < P(x{(t¥*) = v, — Kd,,) .
Ahnlich, haben wir nach Hilfsatz 4.

(L8) PxP(65*) 2 v, — Kd,) £ P(xI(65%) = v¥* — Kd,).

Weiter konstruiren wir mit Hilfe Hilfsatz 6. den Prozess x* zu x".,. Nach Bemer-
kung 1. gilt

(L9) PW(1*) =2 vi* — Kd,) = P(x*(tx*) = v — Kad,).

Den Prozess, der im Hilfsatz 10. definiert wird, bezeichnen wir z, und den im Punkte
v;* — 3Kd, beschriankte Prozess, welcher z, entspricht, bézeichnen wir y}*.

Nach Hilfsatz 11. ist
(L,10) P(x*(13*) = vi* — Kd,) < P(yy*(tx*) 2 vi* — 4Kd,) .
Mit Riicksicht auf Hilfsatz 12. gilt
(L11) P(yr*(y*) = vi* — 4Kd,) < 2P(z*(t3*) =2 vi* — 4Kd,) .

Mit Riicksicht auf (I,3), (I,4) folgt aus Hilfsatz 14.

(L12) lim P(z,(t;*) Z v;* — 4Kd,) = e ¥ dx.

.

Nach den Ungleichungen (L6) ... (I,12) gilt

3 po '
(L,13) lim sup Py(8, K, V,, dy, 1) < (3> J e ¥ 4.
a//(3K)

n—>co Y

Wir miissen noch die umgekehrte Ungleichung beweisen. Es ist sicher, dass
(114) sup f’(n) 2 P(y,(ty) = V)
. xeX 10,dn

gilt, wo y, der im Punkte v, + Kd, beschrinkte Prozess ist, welcher dem Prozess z,
entspricht (s. Hilfsatz 11). Nach den Hilfsétze 3. und 4. erhalten wir wieder '

(L15) P(y,(1) Z v) 2 PO3() 2 V7).,

WO ‘y,.f der im Punkt vy + Kd, beschrinkte Prozess ist, welcher dem Prozess z, ent-
spricht. Durch Anwendung des Hilfsatzes 12. bekommen wir

®.16) P((E) 2 92) = 2P(z(18) 2 97) — P(=i}) = 1)
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Nach (I,1), (1,3) und (L5) folgt aus Hilfsatzes 14.
1

V) Jayer

Aus (1,13) ... (1,17) und weil lim P(z(}) = v;") = 0 haben wir

e ¥ dE.

(1,17) lim P(z(t¥) = v¥) =

(1,18) lim inf Py(8, K, V,, d,, 1,) = <3>%j e ¥ dg.
e T/ JalyeK)
Die Ungleichungen (I,13) und (I,18) beweisen die Behauptung des Satzes.
Wir bleiben noch beim Fall, dass die Prozesse x die Anfangsbedingung x(t,, ) = 0
erfiillen, aber werden uns mit dem Ausdruck (s. (5)) beschiftigen. Das Problem
werden wir etwas allgemeiner formulieren. Wir bezeichnen

P(— vy, v;) = P8, K, — vy, V5, d, 1) =
= sup P( sup x(r,w) 2 v,; inf x(1,0) £ — vy),
xeXto,d toStst toStst
wo x(t, w) die Anfangsbedingung x(#,, @) = 0 erfiillen. P(4; B) ist die Wahrschein-
lichkeit, dass A oder B eintritt. Wir konnen die Definition des in den Punkten — vy, v,
beschrinkten Prozesses, welcher dem vorgeschriebenen Prozess entspricht, ein-
fithren. Wir definieren die Funktion #(w) so, dass #(w) das Minimum solcher Werte #,
ist, fiir welche x(f;, @) = v,— Kd oder x(t;, ®) £ —v;+ Kd ist. Wenn fiir feste
kein solcher #, existiert, setzen wir #(w) = 0. Der neue Prozess x,, ,, ist: x,, ,,(1,®) =
= X, ,,({®), ©) = x({w), 0) fir t = (o), x,, ,,( ©) = x(t, ©) fir t < (o). Wir
konnen folgender Hilfsatz auf gleiche Weise, wie Hilfsatz 10. beweisen.

Hilfsatz 15. Wir setzen 0 < ¢(4) < 1, ¢(4) = 1 fiir A 2 v, und A < — v, voraus,
wo vy = s,Kd, v, = s,Kd (s, s, die natiirlichen Zahlen sind). ¢(2) ist konvex fiir
A€{— vy, v,). Es gilt

51 E(p(x(ts ©))) £ E(¢*(¥(1 o))

fiir jeden Prozess x € Xy, ; fiir beliebige natiirliche Zahl n, wo ¢*(%) = 1 fiir A <
< — vy + 2Kd und fiir A 2 v, — 2Kd. In dem Intervall {— vy + 2Kd + ¢, v, —
—2Kd — &) *(A) = @(A) ist und in (— v, +2Kd, — vy +2Kd + &), (v, —
— 2Kd — &, v, — 2Kd) ist ¢*(4) linear und y ist der in den Punkten — vy + Kd,
v, — Kd beschrinkte Prozess (s. Hilfsatz 10.).

Auch der Beweis des Hilfsatzes 16. ist #hnlich wie der Beweis des Hilfsatzes 11.

Hilfsatz 16. Es sei x € X,, 4, y ist der in den Punkten v, — 2Kd, — vy + 2KJ
beschrdnkte Prozess, welcher dem Prozess z entspricht. (s. Hilfsatz 10.). Es gilt
(16,1) B( sup Xt @) Zv,; inf x(r,0) £ —v,) <

toStStn t1oStStn

< P(y(t,) 2 v, — 3Kd; y(t,) £ — v,'+.3Kd).

419



Der Hilfsatz 17., der dem Hilfsatz 14. entspricht, wird in Wirklichkeit komplizierter
sein. Wir werden weiter iiber den Prozess z (s. Hilfsatz 10.) sprechen. Bezeichnen wir

Ay ={w:(k = 1) vy + kv, < z(t,, ©) < kvy + (k + 1) v,}.

- Hilfsatz 17. Wenn der Prozess z die Bedingung z(t,) = 0 erfiillt und y(t) ist der
in den Punkten — v, + Kd, v, — Kd beschrdnkte Prozess, welcher z entspricht,
v, = 5;Kd, v, = 5,Kd, wo s, s, die natiirliche Zahlen sind, dann gilt

AT PO =vas s = —w) =1 3 (1 P4).

Bemerkung 2. In Wirklichkeit ist immer nur eine endliche Anzahl der Mengen A,
nichtleer.

Beweis. Bezeichnen wir 4 die Teilmenge 4, der o fiir welche max z(t;, ) = v,

oder n‘m;n 2(t, ) £ — v; und =
B={w:z(t,)2v, oder z(t,) < — vi}.

Selbverstandlich gilt

(17,2) P(y(t) = vz 3 ¥(t,) = — v1) = P(4) + P(B).

Fiir w € 4 existiert jedoch'das erste k < n, sodass z(t;, ®) = — v, oder z(t;, w) = v,

und z(t,, ®) € (= v3, ;). Die Menge o fiir welche der erste Fall eintritt (z(t, w)
beriihrt zuerst den Punkt — v,), bezeichnen wir A%) und den anderen Fall 4®.
Es gilt

(17,3) . P(Aj = P(AW) + P(4¥).

Fiir o € A®) bestimmen wir die Abbildung: den Pfad, der Punkt w entspricht, be-
zeichnen wir z(t, w). Wir definieren folgenderweise den neuen Pfad: Z(f,, w) =
= 7tz 0) fir s £ k, (z(t, ©) = v,), Z(t,, ) = 2v, — z(t,, ©) fiir s > k. Weil der
Prozess z symetrisch ist, ist Z(t, w) auch der Pfad dieses Prozess und die Menge {@}
existiert sodass Z(t,, w) = z(t,, ®). Dadurch haben wir A® in 4, transformiert und
das Mass wird selbverstindlich beibehalten. Wir kénnen dhnlich A1) in 4_, Ab-
bilden. Es ist also

(17.4) C P(A) S P(AL) + P(4y).

Die Gleichheit muss wirklich nicht gelten. Wir konnen die Menge A, wieder auf 4{"
und A zerlegen. Wenn der Pfad das erstemal den Punkt — v, durchgeht geben
wir o in A usw. Wir haben also wieder

173)  P(4,) = P(4]) + P(45"), P(A4-;) = P(4%)) + P(42)).
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Auf AP(42)) konnen wir die inverse Abbildung definieren. Es ist also
(17,6) P(A®) = P(4P), P(4M) = P(41)).

Wenn wir die Punkte aus A{" #hnlich wie friiher transformieren, aber symetrisch
zum Punkt — v; (4%} symetrisch zum Punkt v,) transformieren wir diese Punkten
auf 4%} (4?4} transformieren wir auf 43?). Wir konnen so fiir alle k fortfahren. Wir
haben also

(17.7) P(4;) = P(4) + P(4(), k+0
(17.8) P(AP) = P(4%.,), PAP) =P4%_), k+0.
Aus (17,3) bis (17,8) folgt

(17.9) P(A)=k2:1(— I [Ply) + P(A-g)] = 3 (= 1)+ P4y

“Shs

(17,1) leiten wir leicht mit Hilfe (17,2) und (17,9) ab. Der Hilfsatz 17. bestimmt uns

den Ausdruck P(max z(t,) = v,; min z(f;) £ — v,) mit Hilfe der Ausdriicke P(—v; <
k=n k=n

< 2(t,) < v,). Wir miissen auch den Hilfsatz 14. verbessern, wo anstatt einer Unglei-
chung wir zwei Ungleichungen nehmen mussen

Hilfsatz 18. Es seien die Folgen positiver Zahlen t,, d,, v, v{’ gegeben so,
dass t,/d,, v{"|Kd, die ganzen Zahlen sind (wir bezeichnen wieder t,/d, =n,
vWW/Kd, = s{) und so, dass t,/d, - oo, v(")/\/td)»a,, 0La <00, i=1,2.
Bezeichnen wir P? = P( W < z(t) <3 )) wo z, der bekannte Prozess ist. Es
gilt
(18 1) im P° — ;J\uzlw/(«ﬂ() e"i‘fz a@

’ o A/(27) ) caven

gleichmdssig mit Riicksicht auf oy, «, und v(i")/\/(t,,d,,) - o '

Dieser Hilfsatz bekommen wir einfach aus Hilfsatz 14. Wir kénnen ihn. analog
dem Satz 1. beweisen.

\

Satz 2. Es seien 8, K die vorgeschriebene Zahlen 0 < 6 < K. Es seien d,, t,, v(") die
vorgeschriebenen Folgen positiver Zahlen so, dass t,/d, > 0, & = v(")/\/ (tudy) >
2,0 a;<o0,i=1,2,dann

( 1) (Ut (+DaINGD
(IL1)  lim P(— v, vP) =1 — Z J e ¥ qg,
B 1= \/(27) J 1= Dy + v
( 1) [LEHDEIVER)
(I12), lim P,(5, K, v{?, dpt,) =1 ~ Z e ¥ de.
n-sw 1==w /(27) J pa1-nyasgveny
Die beiden Grenzwerte konvergieren gleichmdssig mit Riicksicht auf oy, «; und

o g,
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Bemerkung 3. Mit Hilfe des Satzes 2. kinnen wir die Abschdtzungen

) ) © X 3u/VOK)
lim P, £ \/(—) (j e ¥ e + J e ¥ dé)
n—o T a1/J/(5K) a1/J(3K)

und

) . ) © ) 3a1//(9K) 5 : Say/+/(9K) .
lim P, = \/(—) (J e~ g¢ +f e ¥ e — e % d&)
B> T a1/4/(6K) a1/J/(3K) 3a1/4/(3K)

ableiten usw.

Ein folgender Satz wird die Ausdriicke P,, P, angehen, wenn die Anfangsbedin-
gung die Zufallsgrosse ist. Setzen wir voraus, dass wir die Folge der Distributionen
F,() haben, die die Bedingung F,(v, — 0) = 1 erfiillten. Bezeichnen wir Py(F,) = -

= sup P( sup x(r) = v,), wo xeX, , und der Prozess x(f) erfiillt die Anfangs-

x toSt=Sty

bedingung P(x(to, ®) < 1) = F,(4). Wir werden dhnlich fiir die Folge der Distri-
butionen definieren P,(F,) = sup P( sup [x(7)| = v,), wo xeX, 4, P(x(to) <

toStSth

<) =F,4), F(-v,) =0, F,,(v,, 0) = 1.

Satz 3. Es sei die Folge der Disributionen F,,(A), n=20,1,... gegeben, es seien
die Bedingungen aus Satz 1. oder 2. erfiillen. Es sei die Menge M dicht auf (— oo, ),
F,(v, — 0) = 1 s0, dass fiir jede A € M, lim F,(v,) = Fo(1) gilt, dann

n—>o

4+ po ©
lim P(F,) = (2) J’ j e A dF ().
n—oo T ~ o0 J [a/J(SK)I(1—2)

Wenn F,(2) anstatt der hoher angefiihrten Bedingungen F,(— v,) =0, Fo(—1) = 0
erfiillt, dann

) ao ( 1)1 [2(21+1~ ).)]/J(JK) i
fim Py(F,) = 1 - f f ¥ 4g dFo(J) -

—wo " t— s \/(275) a(21-1 —/1)]/~/(6K)

Der Beweis dieses Satzes konnen wir leicht durchfithren, weil die Ausdriicke
in den Sitzen 1, 2. gleichmissig konvergieren und durch Anwendung der Sétze
von Helly.

Die vorhergehenden Ergebnisse werden wir auf die Differentialgleichung x =
= R(t, x, ») anwenden, wo R(t, x, w) der Zufallsprozess ist, der im bestimmten
Raum Q(Q, #, P) definiert wird. Wenn die Funktion R(Z, x, w) fiir feste o in 1, x die
Bedingungen von Carathéodory erfiillt, dann hat die Differentialgleichung die
Lésung x(t, ) mit vorgeschriebener Anfangsbedingung, die der zuféllige Prozess ist.
Wir werden jetzt die verschiedenen Bedingungen iiber R(Z, x, o) voraussetzen.

1) R(t, x, o) ist konstant in den Intervallen <t;, ty4;). Wir bezeichnen den Wert
R(t, x, ») fiir te{t, fry) als Ryfw). Wenn die Zufallsgrdssen Ry(w) miteinander
unabhingig sind und E(Ryw)) = 0, E(|R(w)]) £ 8, IR(®)| < K ist, dann fallt die
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Losung x(t, @), x(to, ®) = 0 in X,, 4 und wir konnen Satz 1. anwenden. Wenn auch
x(to, ) eine Zufallsgrosse ist, miissen wir noch voraussetzen, dass die Zufallsgrossen
x(to, @), Ry(®), ..., R,(w) unabhingig sind und dass P(x(fo, w) <v) =1 oder
P(— vy < x(to, ®) < v,) = 1 ist (s. Satz 2.).

2) R(t, x, w) hingt in den Intervallen (f, t+) nur von ¢ und o ab. Wir werden
nur R(t, o) schreiben. Wir miissen jetzt etwas stirkere Bedingung iiber die Unabhén-
gigkeit annehmen. Es sei t, = 7; < 7, < ... < T, = t;4;. Wir bezeichnen F® die
kleinste o-Algebra, die durch die Zufillsgrossen R(ty, ), ..., R(t,, @) bestimmt ist.
Wir miissen voraussetzen, dass &, ..., #® miteinander unabhingig sind d.h.

n n
P(N A) =[] P(4)), wenn 4; e #P. Ahnlich wie friiher miissen wir voraussetzen
i=1 i=1

E(R(t, w)) = 0, E(JR(t, w)|) £ &, |R(t, )| < K (s. Satz 1.). Wenn x(t,, ») auch eine
Zufallsgrosse ist, miissen wir noch voraussetzen, dass F1, F©O F® mnit-
einander unabhangig sind, wo F -1 = {x(t,, w)} und dass P(x(t,, ®) < v) = 1 oder
P(— v; < x(t5, ®) < ;) =1 ist.

3) Der allgemeine Fall, d.h. R(%, x, @) kann von allen ¢, X, w abhéingen. In diesem
Fall werden wir |R(t, x, w) — R(t, y, w)| £ C|x — y| voraussetzen, wo C eine Kon-
stante ist, die von 7 (s. Satz 1.) abhéngen kann. Es sei weiter 8™ = {R(ty, x;, @), ...,
coes R(Tps X> @)}, 1o =14 < 75 < ... <1, <t, Wir miissen die Bedingung (1)
und |R(, x, w)| £ K annehmen und weiter E(|R(t, x, )| I &™) < 6 fiir alle t, <
<t <ty,y; und fiir beliebige x. Es ist moglich zu beweisen, dass E(|x(t,4+,) —
= x(t)| | x(ta)s -+ X(21)) < 6d(1 + 3C(K/8) d), wo x(t) die Losung der Gleichung
x = R(t, x, ®), x(ty, ) = 0 ist. Wenn lim 4,C, = 0 (s. Satz 1.) ist, erhalten wir die

zweite Bedingung. Wenn x(f,, @) von  abhéngt, miissen wir die 3™ = {x(t,, ),
R(ty, Xy, @), -+ R(Tp, X, )} betrachten. D.h. wir miissen E(|R(t, x, )| | 8®) £ 6
fiiralle t € (t,, #,+1) und alle x voraussetzen und noch P(x(t,) < v) = 1 oder P(— v, <
< x(t,) < v,) = 1 annehmen.

In diesem dritten Fall ist es méglich andere Bedingungen zu fordern. Anstatt der
" Bedingung (1), [R(t,x, @) — R(t, y, w)] £ Clx — y| und |R(t, %, ®)| £ K werden
wir noch voraussetzen: R(t, y(w), ®) ist unabhéngig von ®® (oder &™) fiir e
€ (ty tas1), WO y € ™(@™) und E(|R(t, (), w)|) < 6 fiir beliebige y(w)e ™
(oder ™). .

Wir kehren jetzt zu dem Fall 2) (d.h. R hingt nicht von x ab) zuriick. In diesem
Fall konnen wir iiber Py(3, K, vy, dy» 1,) = sup P(x,(t,) 2 v,) und Py(6, K, v,, d,, 1) =

= sup P(|x,(t)l = v,), sprechen, wo x, der Prozess x,(t, @) = [}, R(r, w)dz ist

und R(t, ®) die Bedingungen aus Punkt 2) erfiillt. Es ist ndmlich klar, dass in allge-
meinen Fall 3) Py = P, P, = P, gilt. Wir werden noch voraussetzen, dass R(t, @)
ein symetrischer Prozess ist.
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Satz 4.
a) Wir werden voraussetzen, dass die Bedingungen des Satzes 1. erfiillt sind und
dass die hoher angefiihrte Beschrinkung gilt, dann gilt

lim P3(3, K, Vy, dys 1,) = e ¥ ge .

n—oo

dom

b) Wir werden voraussetzen, dass die Bedingungen des Satzes 2. erfiillt sind und
dass die héher angefiihrte Beschrdnkung von R gilt, dann gilt

. 2N\* [ s
lim P4(5’ K’ Vs dna tn) = <—) J‘ e_‘i'f dé .
a/J/(5K)

n— oo T
Wir kénnten auch den Satz, der dem Satz 3. entspricht formulieren.

Beispiel. Als w bezeichnen wir die Folge der n Zahlen. Diese Zahlen kénnen Eins
oder Null sein. Der Raum Q ist die Menge aller w, w, ist das k-te Glied der Folge .
Als Wahrscheinlichkeitmass nehmen wir P(w) = (8/22)° (1 — §/22)*"%, wo s die
Anzahl der Komponenten w, = 0 und 4 eine gewisse Zahl 1 > §/2 bedeutet. Den
Prozess x,(t, ) werden wir auf Gebiet <0, T) x (— o0, 00) definieren.e x,(t, @) —
— X3t @) = — Mt — ) fiirt; < t < t,4, und fiir alle o, fiir die @, = 0, x(t, ®) —
— x3(t @) = A8(t — 1,)/(24 — ) fiir t, < t < t,4, und fiir alle w, fiir die v, = 1.

Der Process x, erfiillt die Voraussetzungen (1), (2) und dabei P(x,(t, w) =
= tA6/(2A — 8)) = (1 — 8/2A)***, wo t, £ t < t;.4, ist. Daraus folgt fiir 4 — oo, dass
der Prozess x, sich dem Unzufilligkeitsprozess x() = (6/2) t ndhert. In diesem Fall
ist der Einfluss 'der Stérungen in der Richtung der positiven Achse x grosser als in
der umgekehrten Richtung. In diesem Beispiel ist das wichtigste, dass x,(f 41, ®) —
— x;(t, o) nicht beschrankt ist.
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Vytah

O JISTE TRiIDE NAHODNYCH PROCESU
S POHLCUJICIMI BARIERAMI

Ivo VrRkoC, Praha

V ¢lanku jsou nalezeny limitni vyrazy pro n —» o

sup P( sup x,(t, ®) = v,), sup P( sup [x,(t, o)l 2 v,),

Xp to<t=tn toZtstn

kde P( sup x,(t, @) = v,), P( sup |x,(r, )| = v, (viz str. 402) znamen4 pravdg-

toStsty toStStn
podobnost, Ze proces x, nebo |x,| pfekrodi aspori jednou hranici v, v intervalu

(1o, t,, pFiemZ x, probiha tfidu ndhodnych procest X,  , , kterd jest uréena vztahy
(1)...(3), (kde d = d,). Limitni vzorce jsou urdeny jak za predpokladu, Ze x(to) =
=0 — viz v&ta 1, tak za pfedpokladu, Ze x(t,) je nahodné veliina — viz véta 2.
V zévéru préce jsou tyto vysledky aplikovany na diferencilni rovnici * = R(t, x, o),
kde R(t, x, w) jest ndhodny proces, ktery ma vyznam poruch. Jsou uvedeny podminky
na R(t, x, ), pti kterych jest moZno pouZit véty 1—4.

Pesrome

OB OIPEJEJIEHHOM KJIACCE CJIVUYAMHBIX ITPOLIECCOB
C IIOI'TIOMAOMMMY CTEHKAMMU

)

UBO BPKOY, IIpara

B paboTe HaxoAsATCs MpemeSIbHBIE BEIPAXKEHHAST I

sup P( sup x,(t, @) = v,), sup P( sup |x,(r, @)| = v,),

Xn toStSty toSTSth

rae P( sup x,(t, @) =,), P( sup. ,x (r, w)| = v,) (cM. crp. 402) smagar Be-
to<t=st, 0=St=<
POSITHOCTH, © KOTOPEIMA nponecc X, W [x,| mepexomur mo xpaiinoit mepe omuE

pas rpanuuy v, B ©HTepBate {ty, t,», ¥ X, IpoGeraeT Ipymmy CIy4aliHbIX IPOIECCOB
X,,.4,, KOTOpas ONpeJeseHa BBIPAKEHUIMU g) ...(3) (rme d = d,). Ipenempusle
(hOpPMyIIBL OTIPeENSIOTCS KaK IPH IPEIOIKEHMH, ITo X(1) = 0 — cm. Teopema 1,
Tak TpH HPeRIOJIOXEHHH, IT0 x(f) — CilydaiiHas BemuduEa — cM. Teopema 2.
B caMoM KOHIle PaGOTEI HCTIONB3YIOTCS, STH PE3YNbTATHL TS MU hepermuabHoro
ypaBHeHus % = R(t, x, ), npudeM R(t, x, ®) — ciydaifHbLi IPONECC, KOTOPO BBIpa-
XaeT BO3MyIIeHus. [IpUBEIeHB! YCIOBHS, IPH KOTOPBIX MOXKHO 3[eCh HCIOIB30BATh
TeopeMsl 1—4.
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