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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 89 (1964), Praha 

ÜBER EINE BESTIMMTE KLASSE DER ZUFÄLLIGEN PROZESSE 
MIT ABSORBIERTEN BARRIEREN 

Ivo VRKOC, Praha 

(Eingelangt am 15. Februar 1963) 

In diesem Artikel sind die Abschätzungen für die Wahrscheinlichkeit angeführt, 
dass ein bestimmter Punkt eine gewisse Grenze überschreitet, der unter dem Einfluss 
von Störungen in Bewegung gesetzt ist. (P(sup |X(T, CO)\ ^ v), P(\x(t, co)\ j£ v) usw).1) 

Unter dem Begriff Störungen verstehen wir hier einen zufälligen Prozess, der in 
endlicher Anzahl disjunkter Zeitintervalle wirkt und die weiter angeführten Bedin­
gungen erfüllt. Die Ergebnisse sind in asymptotischer Form angeführt, d.h., wir 
setzen voraus, dass die Anzahl der höheren angeführten Zeitintervalle ins Unendliche 
wächst, weiter, dass für die Parameter (a), (b), (c) die Formel (1,0) gilt und dadurch 
werden die Grenzformeln für die Wahrscheinlichkeit P(sup |X(T, CO)\ ^ v) usw. 

bestimmt. Mit dem Problem: ähnliche Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen be­
schäftigt sich Dinges H. [ l ] , aber unter ganz andere Voraussetzungen über Zufalls-
process. Hier wird nichts anderes ausser (l), (2), (3) über die Strukture der Prozesse 
vorausgesetzt. Die Ausdrücke P(\x(t, co)\ jj> v), P(sup |x(t, co)\ ^ v) haben Bedeutung 

z.B. für die Definition der stochastischen Stabilität [2] ... [4]. Zum Schluss dieser 
Arbeit wird die Verwendung der Ergebnisse an einer sehr einfachen DifFerential-
gleichung x = R(t, x, co) durchgeführt, wo R(t, x, co) bestimmte Störungen be­
zeichnet. 

Damit wir über die angeführten Wahrscheinlichkeiten sprechen könnten, müssen 
wir voraussetzen, dass die Wirkung der Störungen in einem gewissen Sinne klein ist. 
Es sei Ik = (t\, t\y eines von den früher erwähnten Zeitintervallen. Wir werden 

(a) E(\x(tl) - x(**)| | x{t\t S t\) £ ö{tk
2 - t\) 

für alle k voraussetzen, wo JE(x ] y) den bedingten Erwartungswert bezeichnet. Weiter 
werden wir fordern, dass die Störungen die systematischen Fehler nicht bewirken. D.h. 

(b) E(x(t*)-x(.J)|x(0,t^tJ) = O. 

) P(A) = hif P(B), wo A messbar sind. 
B3A 
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Die dritte Bedingung wird mit Hilfe des Beispieles abgeleitet. Das Beispiel zeigt, da^s 
die Bedingungen (a), (b) nicht genügen, damit die systematischen Fehler nicht ent­
stehen. Wir werden also voraussetzen: es existiert die Konstante K > 0 so, dass 

(c) P(\x(t) - x(tk
t)\ > K(t - tk

t) I x(t)91 = tl) = 0 

gilt. Weiter werden wir voraussetzen, dass die Zeitintervalle gleiche Länge haben. 
Wenn die Längen der Zeitintervalle verschieden sein können und d nur die obere 
Grenze der Längen ist, dann ist es mögHch das neue Problem in das untersuchte 
Problem zu überführen, aber mit anderen Parameten. Es ist darum mögHch, dass wir 
die nebeneinander liegenden Zeitintervalle, deren Summe nicht grösser als d ist, 
wie ein einziger Zeitintervall nehmen können. 

Die Prozesse, die wir hier verwenden, können auf verschiedenen Räumen Q 
definiert sein. Wenn trotzdem die Zufallsgrössen xt(<o) ...xjco) in dem gemein­
samen Raum Q(&r

9 P) definiert sind, können wir diese Zufallsgrössen in den Eukli­
dischen Raum $n des Dimension n transformieren. Wir erhalten das neue Wahr-
scheinlichkeitmass P* in Sn mit Hilfe der Transformation: 

coeT"x(A) wenn [xt(o>)9*..., xn(m)]eA 

gilt (A ist B-menge in Sn). 

Mit Rücksicht auf [5] können wir die bedingten Distributionen 

F(Xt | A2...., Xn) = P*(xt(m) S Ai | x2(co) = A2,..., x„(co) = Aw) 

angeführen. Weiter können wir den bedingten Erwartungswert 

E(cp(xt(co)) I x2 = A2,..., xn = Xn) = U(Xt) dF(Xx \ X29..., Xj) 

angeführt, dass diese Gleichung für alle A2, ...,/tn gilt. Durch Anwendung dieser 
Bezeichnungen, können wir die Bedingungen (a), (b), (c) in die neue Form über­
führen und definieren die Klasse der zufälligen Prozesse, mit denen wir uns beschäfti­
gen werden. 

Definition 1. Es seien die Zahlen t09 d > 0 gegeben. Bezeichnen wir tk = t0 -f- M. 
Xt0t4 ist die Klasse der Prozesse x(t9 co)9 die für aüe t _• f0 definiert sind (aber not­
wendigerweise nicht in gemeinsamen Q) und 

(1) E(x(tk+l9 m) - l*\x(tk) = ß9 x(tk..l9 m) = ak_j, . . . , x(t09 co) = a0) = 0 

(2) E(\x(tk+l9 co) - ii\I x(tk9 co) = ix9 x(tk^l9a>) = ctk„l9..., x(t09 co) = a0) = Sd 

(3) P(\x(t9 co)-tx\> K(t ~~ tk) | x(tk9 m) = fi9 x(tk„ l9 co) = ak_ l9..., x(t09 m) = a0) = 0 

für alle tk = t ^ tk+1 erfüllen. 
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Wir wollen die Ausdrücke 

(4) Pt(ö, K, v, d, t) = sup P( sup x(x, co)^v), x(t0, co) = 0 
xeXt0.d to^xZt 

(5) P2(S, K, v, d, t) = sup P( sup \x(x, co)\ =• v), x(t0, co) = 0 
xeXtod to^xgt 

abschätzen. Diese Abschätzungen werden im Sinn der asymptotischen Formeln 
durchgeführt. Die folgende Definition des beschränkten Prozesses im Punkt erleich­
tert uns sehr die Situation. Nach Hilfsatz 2. können wir nämlich die Wahrscheinlich­
keit P( sup x(x, co) ^ v) mit Hilfe des geeigneteren Ausdruckes P(xx(t, co) _ A) 

t0£t£t 

abschätzen. 

Definition 2. Es sei der Prozess x(t, co) gegeben, der in <f0, oo) definiert ist. Es sei 
die reele Zahl X gegeben und K, d sind die Zahlen aus den Bedingungen (1) ... (3). 
Wenn für feste co die Zahl tk so existiert, dass x(tk, co) ^ X — Kd, dann bezeichnen 
wir t(co) das Minimum solcher Zahlen. Im umgekehrten Fall nehmen wir t(co) = co an. 
Es sei xx(t, co) = xx(t(co), co) = x(t(co), co) für t *g t(co), xx(t, co) = x(t, co) für 
t <; t(co). Den Prozess xx(t, co) nennen wir einen im Punkte X beschränkten Prozess, 
welcher dem Prozess x(t, co) entspricht. 

Die Hilf Sätze 1.—4. bestimmen die grundlegenden Eigenschaften der im Punkt 
beschränkten Prozesse. 

Hilfsatz 1. Es sei x e Xt0td, dann ist auch xx e Xt0td. 

Beweis. Aus der Bedingungen (l) ... (3) folgt: 

(10 E(x(tk+1) - x(*,) | x(tk),..., x(t0)) = 0 , 

(20 E(\x(tk+ 0 - x(tk)\ | x(tk\ ..., x(t0)) = öd, 

(30 P(|x(t) - x(tk)\ > K(t - tk) | x(tk),..., x(t0)) = 0 für tk g t = tk+1, 

für fast alle co (Im Q, &, P). In diesen Ausdrücken können wir x und xx vertauschen. 
Im Fall, dass für feste co x(th co) < X - Kd für alle l <£ k gilt, muss die Ungleichung 
t(co) ^ tk+x gelten und also xx(t, co) = x(t, co) für t ^ tk+1 sein. Im Fall, dass für 
feste co xx(tk, co) ^ X - Kd ist, muss die Gleichung xx(t, co) = x(tk, co) für t ^ tk 

gelten. Die Bedingungen (V) ... (30 für xx, können wir wieder auf die Bedingungen 
(1) ... (3) für xx überführen. Die Hilfsätze 2 . -5 . führe ich ohne Beweis an. 

Hilfsatz 2. Es sei x e XtQtd, dann gilt 

P(xx+Kd(t> co)^X)£ p- ( sup x(x, co) =- X) £ 
to^t^t 

= P( sup X(T, CO) = X) = P(xx(t, co) ^ X - Kd). 

(Wenn die Menge M nicht messbar ist, setzen wir P~(M) = sup P(A), wo A messbar 
sind.) 
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Hilfsatz 3. Der Ausdruck P(xx(t, co) ^> X - Kd) ist die nichtfallende Funktion t 
für feste X und für einen festen Prozess x e Xt0ydf 

Hilfsatz 4. Der Ausdruck P(xx(t, co) *£> X — Kd) ist die nichtwachsende Funktion X, 
für feste t und für einen festen Prozess x e Xt0fd-

Es sei Z0 die Menge der Prozesse x e Xto4 die die Ungleichung (2) mit ö = 0 
erfüllt (für feste d, X, K). Setzen wir 

C(<9) = sup P(xx(t, co)^X~ Kd). 
xeZ& 

Hilfsatz 5. Die Funktion £(<9) ist nichtfallend. 

Das wichtige Ergebnis des Hilfsatzes 2. ist, dass es uns den Ausdruck P(x(t,co) J> v) 
abschätzen genügt. Wir können uns daher nur mit einer kleineren Klasse der Prozesse 
Xf0td <= Xtod beschäftigen, die die bestimmte Markoflfsches Eigenschaft haben. 

Definition 3. X* fd ist die Klasse der Prozesse x die in XtQ,d gehören und für die 
die Bedingungen P(x(t) eA\x(tk) = /i, x ^ - i ) = ak^x,..., x(tx) = ux) = P(x(t) e 
eA^ x(tk) = fi) für jedes ganze k ^ 0 und für alle t e <fJt, tk+ly erfüllt sind. 

Hilfsatz 6. £5 sei x(t, co) der Prozess, der in <*0, 00) definiert ist, x e Xto4, dann 
existiert der Prozess x*(t, Q) (aber er kann in einem anderen Q definiert sein) so, 
dass x* e X%fd,Pe(x*(t0, Q) £ X) = P^to, «) £ A) und 

(6.1) PQ(x*(tk+1)eA\x*(tk) = ß) = PßJ(xOk+1)6A[|x(rJk) == ß) 

für alle te(tk,tk+ -.>. 

Bemerkung 1. Aus (6,1) folgt, dass der Prozess x* auch ( l ) . . . (3) erfüllt, d.h. 
x*eXtQtd folgt aus (6,1) und dabei für jedes i = 1,..., n, P(x(t^ ^ X) = P(x*(*£) g 
S X) ist. 

Beweis. Anfangs werden wir die Prozesse x,x* nur in der Zeitpunkten t = ti9 

i = 0, ...,n nehmen. Die Distribution des Prozesses x* d.h. 

F*(Xm ..., Xt) = P(x*(tn) = Xn, ...,x*(tt) = Xx) 

definieren wir 

(6.2) F*(Xn,...,Xt)~ p " 1 . . . p F(Xn\0^l)dn„1F(0n.1\0n„2)... 
J —00 J —00 

. . .d2F(©2 | 0 / ^ ( 0 : ) , 

wo F(lk+1\Ak) = P(x(fk+1) ^ h+i[x(tk) = /lk) ist und df bezeichnet, dass wir 
über die Variable 0t integrieren. Es ist bekannt, dass für die bedingten Distributionen 

- 7 * ( ^ i ^ - i , . . . ^ i ) 

(6.3) F*(Ak | V i »»)- I7*^* IV1) • -**& 14-1) = ffl* | V1) 
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gilt, wo F(Afc| A^i) die bedingte Distribution des Prozesses x ist. Jetzt müssen wir 
noch den Prozess x* für alle t *> t0 definieren. Den Prozess x* werden wir für 
t e <tk, tk+iy so definieren, dass die Gleichungen 

(6,4) P(x*(t) £ X | x*(tk) = Afc,..., x*(tt) - Ax) = 

= P(x*(tk+1) ^Xk + d L-**\x*(tk) = Afc,..., x*(tx) = AO für tk^tS h+1 
t — tk\ 

gelten. Aus (6,3) und (6,4) folgt (6,1) und die Bemerkung. Die Gleichung aus Defini­
tion 3. muss gewiss für t = tk+1 gelten. Für übrige t e (tk, tk+i) folgt diese Gleichung 
mit Hilfe (6,4). 

Weiter möchten wir einen solchen Prozess y finden, der im Ausdruck E((p(x(t, ÖD))) 
den grössten Wert realisiert, wo x zu XfQfd gehören muss und x(t0, co) und <p(A) fest 
sind. Der Prozess ermöglicht uns dann die Abschätzung der Wahrscheinlichkeit 

sup P(x(t, co) ^ v) zu finden, für die vorgegebene Anfangsdistribution. Für 
xeX*t0,d 

weitere Betrachtungen ist es geeignet, folgende Bezeichnung einzuführen. 

Definition 4. q>b
a(X) == sup E(q>(x(tb)) | x(ta) = A), wo die Zahlen a, b ganz und 

XGX*to>d % 

nichtnegativ sind, a 51 b. 
Die Hilfsätze 7., 8. beschreiben die grundlegenden Eigenschaften der Ausdrücke 

Hilfsatz 7. Wenn für die B-Funktionen (Borelfunktionen) <p(A), ̂ (A), <p(X) 5| \j/(X) 
gilt, dann gilt auch <p%X) :g ^(X) für alle a 5̂  b. 

Hilfsatz 8. Es seien a, b, c ganze nichtnegative Zahlen a < b < c. Es seien 
q>(X), \j/(X) die beschränkten B-Funktionen, die cpc

h(X) <£ i//(A) erfüllen, dann 

(flX) S sup E(if/(x(tb, co)) I x(ta, co) = A) = sup U(0) dF(0 [ A) = ifäX) ' 
xeX*t0,d

 xeX*t0,dJ 

gilt, wo F(& IA) die bedingte Distribution x(tb) laut x(ta) ist. 

Beweis. Zu beliebigen e > 0 suchen wir den Prozess x* eX* d auf, sodass 

(8.1) <p%X) ^ E(<p(x*(tc) | x*(ta) = X) + e= U&) deF*(0 \ X) + e 

gilt. Es sei F*(0 \y) die bedingte Distribution x*(tc) laut x*(ta) und F**(y\X) die 
bedingte Distribution x*(tc) laut x*(t^). Es gilt 

(8.2) L(0) deF*(01X) = f ( L(0) dQF**(0 | y) dyF(y | X) 
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Weiter mit Rücksicht auf die Definition F** gilt 

(8,3) L( ) d0Ғ**( I ľ ) á <PІ(У) й Ф(У) -

Nach (8,1)... (8,3) ist ęc

a(X) = $ф(y) dyF(y | Л) + в ś ф%X) + s . Wir können schon 
leicht die zu bewiesende Ungleichung aus dieser letzten Ungleichung erhalten. 
Ьn Fall, dass ę(X) konvex ist, können wir eineд solchen Prozess wirklich bestimmt. 

Hilfsaťz 9. Es sei ę(X) konvex, dann istjede Funktion ęl+1(X) konvex. DasMaxi-
mum im Ausdrucк ę\+l(X) gibt jeder Prozess x*eX*0fdi für den F(Xк+1\Xк) = 
= P*(x*(řfc+ 0 й Xк+ ± | x*(tк) = Xk) = F(Xк+1 - Xk\ wo ' 

(9.1) F(u) = 0 für u < ~ Kd, F(u) = 1 für u = Kd, 

л я 
F(u) = — für - Kd <. u < 0 , F(u) = 1 für 0<u<Kd. 

2K 2K 

Es gilt 

(9.2) ^ + 1 (Л) = £(^*(tÄ+1))|x*(řk) = Л) . 

7V Wir suchen den Рrozess x, íïïr den ę\+1(X) = JV(6>) dF(<9 j Л) gilt. 

Weil die bedingte Distribution die Bedingungen (l) ... (3) erfüllt müssen, folgende 
Beziehungen 

(9.3) F(6>|Л) = 0 füx б К Л - K d , F(<9jЛ) = l für 6> = Л + Kd 

ï âF( \X) = Л, [\ - Л|dF(б>|Л) ѓ ðd 

gelten. Wir werden nur F( ) anstatt F( JЛ) schreiben und wir können gewiss 
Л = 0 annehmen. Wir haben also die Bedingungen 

(9.4) F(Л) = 0 für Л < - Kd 

(9.5) F(Л) = 1 für Л = Kd 

(9.6) ґлdF = 0 

(9.7) Ґ|Л| àF^yйSd. 

Wir müssen die Funktion F(Л) so aufsuchen, dass der Ausdruck 

(9.8) \<pЏ)àF(X) 
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maximal sein wird. Es sei F(X) „die Stiegenfunktion" (das ist die nichtfallende Funktion, 
die nur eine endliche Anzahl der Werte hat). Wir setzen voraus, dass F(X) die Unste-
tigkeit im Punkt v, 0 < |v| < Kd hat. Wir werden zeigen, dass eine neue „Stiegen­
funktion" existiert, die im Punkt v stetig ist und in den übrigen Punkten (anstatt 
— Kd, 0, Kd) unstetig sein könnte, nur im Fall, dass F(X) dort unstetig ist. Die neu 
Funktion muss auch (9,4)... (9,7) erfüllen und der Ausdruck (9,8) darf nicht kleiner 
werden. Wir können nur den Fall v > 0 annehmen (der Fall v < 0 ist analog;) 
Setzen wir e = F(v) - F(v - 0), F0(A) = 0 für X < 0, F0(X) = e(l - vjKd) für 
0 ^ 1 < v, F0(X) = - evjKd für v = X < Kd und weiter F(X) = F(X) + F0(A) 
für X < Kd, F(X) = F(X) = 1 für X ̂  Kd. Die Funktion F(X) ist selbverständlich 
stetig im Punkt v und die Stetigkeit in den übrigen Punkten (anstatt — Kd, 0, Kd) 
ist unverändert. Es gilt 

(9,9) ^(X)dF(X) = ^cp(X)dF(X) + e[cp(0) ( l - ^ ) + cp(Kd)^" <K*)]-

Wir erhalten jX dF(X) = jX dF(X) = 0 und J|A| dF(X) = J|A| dF(X) <: öd, wenn wir 
in (9,9) (p(X) = X oder cp(X) = \X\ setzen. Die Bedingungen (9,6) und (9,7) sind also, 
erfüllt. Im Fall, dass (p(X) konvex ist, ist der letzte Ausdruck in (9,9) in der Klammer 
nichtnegativer und jq>(X) dF(X) =• $cp(X) dF(X) gilt. Wir können diesen Prozess 
wiederholen, um die Funktion F*(X) zu erhalten, die nur in den Punkten — Kd, 0, Kd 
Unstetigkeiten haben soll. Eine solche Funktion ist mit Rücksicht auf (9,4) ... (9,7) 
eindeutig bestimmt. 

(9,1Ö)F*(X) = 0 für X<~Kd, F*(X) = \ min (^~, 1 j für - K d g 2 < 0 , 

F*(X) = | m a x ^ 2 - - ^ - , l N j für 0 = X < Kd, F*(X) = 1 für X^Kd. 

Der Ausdruck (9,8) ist in diesem Fall gleich j(p(X) dF*(X) = <p(- Kd) p(y) + 
+ <p(0) (1 — 2p(y)) + <p(Kd) p(y), wo p(y) = \ min (y/Kd, 1). Wir bekommen den 
grössten Wert im (9,8), wenn wir die Funktion nach (9,10) mit 8 = y wählen, weil cp(X) 
konvex ist. Es kann jede Distribution F(X), die (9,4) ... (9,7) erfüllt, mit einer „Stiegen­
distribution" Ft(X) aproximiert werden, die (9,4) ... (9,7) wieder erfüllt und so dass 
\jq>(X) dF(X) - ]cp(X) dF±(X)\ beliebig klein ist. Die Distribution F*(X) gibt also das 
Maximum für (9,8). Die Funktion cpk

k
+1(X) ist gleich q>k

k
+1(X) = $cp(X) dF*(X) = 

= (p(X - Kd) p(S) + <p(X) (1 - 2p(3)) + cp(X + Kd) p(S) und cpk
k
+i ist wieder konvex. 

Leider, können wir nicht nur konvexe Funktionen cp(X) betrachten. Wir müssen 
auch solche Funktionen annehmne, die im folgenden Hilfsatz beschrieben werden. 
In diesem Fall gibt der Prozess, der im Hilfsatz 9. konstruirt wird nur die obere 
Grenze, aber nicht das Maximum des Ausdruckes. Es zeigt doch, dass in den asympto­
tischen Formeln dieser Umstand keine Rolle spielt. 
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Hilfsatz 10. Wir setzen 0 £ (p(X) ;g 1, (p(X) = 1 für X _• v, voraus, wo v = sKd 
(s is* die natürliche Zahl), <p(X) konvex für A g v is*. Es gi/t 

(io,i) %(*(',.))) ^ £(<P*(XO)) . 

/ u r jeden Prozess xeX*od, für beliebige s > 0 und jede beliebige natürliche 
Zahl n, wO 

(10.2) cp*(X) = <p(A) / u r A £ (v - 2Kd - e, v) 

<p*(A) = 1 für X e <v - 2Kd, v> , 

9*(A) linear in <v — 2Kd — e, v — 2Kd> ist. 

Der Prozess y ist der im Punkte v — Kd beschränkte Prozess, welcher dem Prozess z 
entspricht. Der Prozess z ist in folgender Weise festgestellt: 

P(z(h+1) = ß~Kd\z(tk) = fi) = p = \min(<5/K, l ) , 

(10.3) P(z(*k+1) = \x + Kd | z(*fc) = jti) = p, P(z(tk+1) = M1 z(*fc) = /i) = 

= 1 - 2p, P(z(*0) = //) = P(x(*0) £ /z). 

Beweis. Wir werden die Folgenden Beziehungen und Behauptung brauchen. Es 
sei q>(X) eine B-Funktion, 0 g (p(X) S 1- Wenn F(A|/z) die bedingte Distribution 
eines Prozesses x e X*0td ist, dann gilt 

(10.4) 0 g L A ) d A F ( A | / i ) ^ l . 

Es sei &(X) eine lineare Funktion 0(X) = aX + b, dann gilt 

(10.5) E(0(x(tk+1) | x(^) = ß) = aii + b , 

wenn x e Kf0jd . 

Es sei (p(X) konvex für A = v, linear in <v — 2Kd, v>, cp(X) = 1 für A —• v, dann 
gelten für den Maximumprozess (d.h. der Prozess, der in <p\+1 ein Maximum gibt) 
die folgenden Beziehungen: wenn A < v — Kd, dann gelten im Zeitintervall <tk, tk+1y 
die Bedingungen (10,3), wenn A ^ v — Kd, dann gilt P(x(tk+1) = X\x(tk) = A) = 
= 1. Die Funktion (pl+1 ist konvex für A g v. Wir beweisen jetzt diese Behauptung. 
Nehmen wir die Funktion ß(X): ß(X) = <p(X) für A ^ v und ß(X) ist linear für A ;> 
^ v - 2Kd. Es ist sicher q>(X) <£ ß(X) und ß(X) ist konvex. Nach Hilfsatz 9. existiert 
der Prozess, der im Ausdruck ß\+ (X) das Maximum gibt und dieser Prozess (10,3) 
in (tk, tk+ly erfüllt. Für A ;> v — 2Kd ist ß(X) linear und wir können nach (10,5) 
den Prozess beschränkt im v nehmen. Mit Rücksicht auf Hilfsatz 7. ist cp\+1(X) g 
-S ßk+i(X). Weil für den Prozess beschränkt im v, P(x(tk+1) > v | x(tk) = A) = 0 
(unter der Voraussetzung A < v), ist cpk

k
+1(X) = ß\+1(X) für A ̂  v. Nach Hilfsatz 9. 

ist (pk
k
+1(X) konvex für A ̂  v. Wir bekommen selbverständlich <p\+1(X) = 1 für A > v. 
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Jetzt können wir schon Hilfsatz 10. beweisen. Definieren wir n\p(X) — q>(X) für 
X 4 (v - 2Kd, v), n\l/(X) ist linear in <v - 2Kd, v>. Weil <p(X) konvex ist, gilt 

(10.6) <p(X) =
 n^(X). 

Weil <p*(X) = 1 für X e <v - 2Kd, v>, gilt 

(10.7) y(x) = <?>*(A) . -*( 

Nach Hilfsatz 9. gilt 

(10.8) <Pn
n-i(X)Snrn-i(X). 

Aus der Behauptung und (10,7) folgt 

(10.9) W-i(X) = fo(») d-% | A) = L*(n) äF(n | A), 

wo F(fi | A) die bedingte Distribution des Prozesses ist, der (10,3) erfüllt und be­
schränkt im v ist. Setzen wir (pt-i(X) — JV*G") dF(fi | X), wo P(n | X) ist die bedingte 
Distribution des Prozesses der (10,3) erfüllt und im v — Kd beschränkt ist. Nach 
(10,1) ist 

(10.10) Q*-i(X) = 1 für X £ v - 2Kd . 

Aus (10,10), (10,1) und (10,9) folgt 

(10.11) nrn-i(X)^<P*-M-

Mit Rücksicht auf die Behauptung ist-V»-i(^) konvex für X ^ v und nach (10,4) 
ist VS-iC*) S 1. Wir werden also "~^(X) definieren: 

n-1\I/(X) = ni/sn
n„1(X) für X$(v-2Kd,v) 

B"V(^) ist linear in <v - 2Kd, v> . 

Es gut "-^(A) £ °K-i(ty und nach (10,8) gilt 

(10.12) rt.iWSi"-W-

Nach (10,10), (10,11), (10,4) ist n~ Xi//(X) £ <pt-i(fy 
Im Beweis können wir durch vollständige Induktion fortsetzen. Wir werden 

voraussetzen, dass folgende Funktionen *ty9 q>* existieren. 

(10.13) *8W£V(A) 
(10.14) ty(A) = q>t(X) für alle X, <p*(A) = 1 für X = v - 2Kd 

(10.15) fy(A) ist konvex für A = v 

(10.16) V(A) ist linear in <v - 2Kd, v> 

(10.17) V(A) = 1 für alle A, ty(J) = 1 für A = v. 
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Nach Hilfsatz 8. 

(10.18) V-__(A) __ tyJ__(A) 

ist. Mit Rücksicht auf der Behauptung (10,15) (10,16) ist tyj_-i(A) konvex für X <_ v 
und die Ungleichung ty___(A) = Jty(>) <_Pf> | A) = j>„fy) d/fy | A) gilt. Die letzte 
Ungleichung ist nach (10,14) erfüllt. Nach (10,4) und (10,14) ist J<p*{fi) dF{fx (X) __ 
rg J>*(/*) dF{fi | A) = <p*_i(A) und es gilt also 

(10.19) ty„_i(A) _5 ?*__(A) 

Definieren wir jetzt fc_V(A) = V*-iW für A _=(v — 2.0, v), *~V(^) i s t linear in 
<v - 2Kd, v>. Es gilt ty___(A) g *~ V(A), weil tyj__ konvex ist. Mit Rücksicht auf 
(10.19) und weil <pt-i{X) = 1 für X __ v - Kd ist, gilt (10,14) auch für fc - 1. (10,15) 
folgt aus der Behauptung, (10,16) folgt aus der Definition der Funktion *~ ty(A) und 
(10,17) folgt aus (10,4) (F(^ | A) ist die bedingte Distribution des Prozesses, der im v 
beschränkt ist). Wir haben also 

(10.20) <p\{X) ^ <pt{X) für jede fc 

(s. (10,3), (10,4)). Die Funktion <_>*(A) entsteht dabei aus <_>*+ t(A) mit Hilfe der Formel 

(10,21) ę*{X) = <pî+í{џ)dF{џ\X). 

Wir müssen noch die Gleichung beweisen 

(10.22) <pt{X) = E{<p*{y{tn)) | y{tk) = A). 

Es gilt 

-VMO)|3fo-_) =--*)-. 
(10.23) = E[E{<p*{y{tn)) | y{tk), ,<f„__))|y(*„-i) = A] = 

» =£[%*(X0)|X^))b(4-i) = ]̂> 
weil y zu X*Qtd gehört. Wir erhalten aus (10,22) P-fast überall 

(10.24) E(<p*(y(tni co)) | y(tk, co)) = q>*(y(tk, co)) 

gilt. Nach (10,21), (10J23), (10,24) erhalten wir E(<p*(y(tn)) \ y(tk„ x) = X) = <p*„ t(X). 
Also ist (10,22) für alle k bewiesen. Mit Rücksicht auf die Definition q>o(X)> (10,20) 
und (10,22) gilt 

E(cp(x(tn)) | x(t0) = X) S <pno(X) £ cp*(X) - E(cp*(y(tn)) | y(t0) -= X). 

Aus dem letzten Ungleichung beweist man leicht (10,1). 

In Hilfsatz 11. suchen wir die Abschätzung für P( sup x(t, co) ^ X) mit Hilfe des 
l % *o__*_i-n 

Ausdruckes P(y(tw co) ^ v) auf, wo y der Prozess aus Hilfsatz 10. ist. 
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Hilfsatz 11. Es sei x e XtQtdi y ist der im v - 2Kd beschränkte Prozess der dem 
Prozess z entspricht, wo z im Hilfsatz 10. bestimmt ist. Es gilt 

(11.0) F( sup X(T, CO) = v) g P(y(tn) £ v - 3Kd). 

Beweis. Wählen wir die Folge der Zahlen em -> 0(m -* oo, em > 0) und der 
Funktionen <pm(A): <pm(A) ist konvex für A <; v - Kd, cpm(X) = 1 für X ^ v — Kd, 
<Pm(fy -* <?(A), wo <p(2) = 0 für A < v -~ Kd, <e>(2) = 1 für'X =• v - Kd. Die Funktio-
nen <p*(A) (s. Hilfsatz 10) konvergieren zu der Funktion <p*(A) : <p*(X) = 0 für X < 
< v - 3Kd, cp*(X) = 1 für X = v - 3Kd. Zum beliebigen Prozess x e Xt0,d nehmen 
wir xy (s. Definition 2). Nach Hilfsatz 1. ist xv e Xt0fd und nach Hilfsatz 2. haben wir 

(11.1) P( sup X(T, CO) = v) S P(xy(tn) = v - Kd) . 

Wir konstruiren den Prozess x* e X*0fd nach Hilfsatz 6. zum Prozess xv (s. Definition 3). 
Nach Bemerkung 1. gilt 

(11.2) P(xv(*„) ä v - ICd) = P(x*(0 = v - Kd). 

Es wird 

(11.3) E(cpm(x*(tn))) - £(«Z>(**(0)) = P(x*(tn) ^v-Kd) 

erfüllt und auch 

(11.4) E(cp*m(y(tn))) - E(cp*(y(tn))) = P(y(g = v - 3Kd) 

erfüllt, weil die Funktionen (pm(X), cp*(X) zu cp(X), <p*(X) konvergieren. Mit Rücksicht 
auf Hilfsatz 10. gilt die Ungleichung 

(1U) E(cpm(x*(tn))) £ E(cp:(y(tn))) 

(11,0) folgt aus (11,2)... (11,5). 
Jetzt wissen wir schon, welcher Prozess uns ein ungefähres Maximum im Ausdruck 

P( sup x(t, co) i> v) gibt. Folgender Hilfsatz ermöglicht uns diesen Wert auszu-

rechnen. Er überführt diese Wahrscheinlichkeit mit Hilfe des Spicgelungsprinzip 
auf die Wahrscheinlichkeit P(z(tn) ^ v). 

Hilfsatz 12. £5 sei z der im Hilfsatz 10. bestimmte Prozess mit dem AnfangswYt 
z(t0, CD) = 0 und y(t) ist der im Punkt v beschränkte Prozess, welcher z entspricht 
Es sei v *=. sKd, wo s eine natürliche Zahl ist. Es gilt 

(12J) P(y(tn) £ v) = 2P(z(0 j> v) - P(z(tn) = v) . 

Beweis. Für jedes co, für welches die natürliche Zahl k jg n existiert, so dass 
z(tk, co) ^ v, können wir den symmetrischen Pfad nehmen z(tj, co) = 2v — z(tj,w) 
für k <j <n, z(tj, co) = z(tj, co) für j Sk. Es gilt P( sup z(tk, co) £ v, z(tm m) < 

Jk£n-1 
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< v) == P(z(tny co) > v), weil der Prozess z symmetrisch ist und weil die Zuwächse 
z(tk+i) - z(tk) unabhängig sind (P(Ay J3) ist die Wahrscheinlichkeit A n B). Weiter 
ist 

P(y(tm co) £ v) = P(sup z(tkco) £ v) = 
k£n 

P( sup z(tk, CO) = V, z(tn> CO) < v) + P(z(tn, CO) £ v) = 
k£n~t 

P(z(t„ co) > v) + P(z(tn, co)=-v) = 

= 2P(z(*„, co) = v) - P(z(tn, co) = v). 

Wir werden die Ausrechnung P(z(t„) ^ v — 3Kd) mit Hilfe des Satzes aus [6] 
durchführen. Wir müssen ihn für den Fall vebessern, dass die Gebiete Gn von n 
abhängen, aber speziell sind. 

Setzen wir vouraus, dass wir das System von n unabhäningen Versuchen haben und 
bei jedem Versuch kann gerade eine der k disjunkten Erscheinungen entstehen. 
Jede Erscheinung hat die Wahrscheinlichkeit piy 0 =f= pt =f= 1, i = 1,..., ky die unab­
hängig von n ist. mt bezeichnet die Zahl, wievielmal die Erscheinung mit dem Index i 
realisiert worden ist. Setzen wir xt = (mt - npi)lj(nptq^ qt = 1 — pt. Es gilt 

(13.1) i W ( M * ) = 0, 
k 

weil £ m( = n ist. 

Der Ausdruck (13,1) bezeichnet die Ebene im Euklidischen Raum mit den Ko­
ordinaten xj,..., xk. Es sei in dieser Ebene die Folge der Gebiete gegeben Gn : xk g: 
*• Xj -f /*„, wo die Zahlen fi„m ß konvergieren. Wir bezeichnen P(n)(Gn) die Wahr­
scheinlichkeit, dass der Punkt [x%9..., xÄ] zu Gn gehört. 

Hilfsatz 13. Es gilt 

(13.2) 1*0(0.) ^ P(G) - l(*Z"'9** )[e^iX*2dv 

gleichmässig nach ß und gleichmässig nach der Folge ßn -* ju*.2) Im Integral inte­
grieren wir über das Gebiet G : xk ^ xt + ß das in der Ebene (13,1) ist, dv ist das 
Lebesguesche Mass in der Ebene (13,1). 

Beweis. Zu einer beliebigen Zahl B > 0 können wir n0 so aufsuchen dass ß — s < 
< nn < ß + s für n > n0 ist. Wir bezeichnen G„e (und Ge) das Gebiet, das in der 
Ebene (13,1) ist und die Ungleichung xk^ xt + ß - B (xk^ xt + ß + B) erfüllt. 
Es gilt sicher 

(13.3) P(n)(Ge) S P(tt)(G„) S P(n)(G-e) . 

2) D.h. Zu beliebiger Zahl e > 0 existiert n0 und ö > 0 so, dass \P(n)(Gn) — P(G)| < e für 
n > n0> wenn |wM — ß\ < $ für n §: n0 ist. 
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Mit Rücksicht auf den Satz in [6] gilt 

p(»XGe)-> l( *-'•••>& 1̂ f e~*^dv 
• vW-'EWk 

und 

^G-W((#^,)L f i W d°-
Es gilt also (s. (13,3)) 

(13.4) l imsupP^G, , )^ l(*';:;-'qk ) f e-™«<2dv, 
VV(27t) L P Ä I / J G - , 

(13.5) lim inf P(n)(G„) ^ l( g l > —' g* A f e ^ ^ d u . 

VM» 'ZiWJc. 
Es genügt 

e - ^ ' ^ d u - ^ O 1 <У-в~<?e 

mit £ -* 0 zu bewiesen. G«.e — G£ ist das Gebiet, das in der Ebene (13,1) ist und dabei 
die Ungleichung x1+ß + e~-xk=^x1 + pi — e erfüllt. Es ist also das Gebiet in 
der Ebene (13,1), das zwischen den Ebenen xk = xx + \x + 8, xk — xx + \i — £ ist. 
Nehmen wir weiter q = min qt. Selb verständlich gilt 

g-łi-*.2 dv. (13.6) f e-*-»'"2 de $ f e 
J <J?-C — Ge J G~e~~Ge 

Mit der Rotation können wir erzielen, dass die Ebene (13,1) in die Ebene x2 = 0 
überführt wird und dass die Ebene xk = xx + pi + e, xk = xx + \x, xk = x± + \i — s 
in die Ebenen xk = l + fs, xk = Z, xk = l — fa überführt werden, wo l die Entfer­
nung der Schnittgerade der Ebenen (13,1) und xk = xx + \x von Anfangspunkt ist 
undf=t- 0 ist der Koeffizient, der von den Koeffizienten der Ebene (13,1) abhängt. 
Es ist also 

(13.7) f e-«*« 2 dt>=f e~*«*Xi2dv, 
JG-.e-Gs jHe 

wo HB das Gebiet x 2 =-= 0, l — fe S xk g Z + fß ist. Weiter haben wir 

<ад) ÍL-í^Wd-=(f) 
Uk-2) Ч+fe 

e~*gXk2 dxk. 
l-fe 

Der letzte Ausdruck konvergiert zu Null für e -> 0 gleichmässig nach Z. Die bewiesene 
Ungleichung (13,2) folgt aus (13,4) ... (13,8). 
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Ein folgender Hilfsatz ermöglicht uns die Ausrechnung der Formel für 

durchzuführen, wenn *n/dn -* oo. Nach den Hilfsätze 9. und 10. handelt es sich 
um die Ausrechnung der Wahrscheinlichkeit, dass der Prozess z im Moment tn die 
Grenze vn überschreitet. 

Hilfsatz 14. Es seien die Folgen positiver Zahlen tn9 dn9 vn gegeben 50, dass 
*Jdn, vJ(Kdn) ganze Zahlen sind, tjdn ~» co, vj^/(tndn) = an -+ a, 0 ̂  a < oo 
und wir setzen voraus, dass die Zahlen S9 K (s. (2), (3)) 0 < S < K erfüllen. Be­
zeichnen wir Pn = P(z(tn) = vn), wo z in Hilfsatz 10. bestimmt ist. [Jedoch anstatt 
v, d91 nehmen wir jetzt vn9 dn9tn). Es gilt 

(14,1) l i m p ; » 1 f 
n->ao V ( 2 7 r ) J c 

gleichmässig nach a und an -» a. 

e~ixì dx 
« / • / ( « ) 

Beweis. Wir können uns den Prozess zu folgendermassen vorstellen. Wir haben 
einen Punkt im Koordinatenanfang in der Zeit t < t0. Im Moment t = t0 springt 
dieser Punkt nach rechts (über die Entfernung Kdn) mit der Wahrscheinlichkeit 
<5/2K oder er springt nach links mit derselben Wahrscheinlichkeit, oder er bleibt mit 
der Wahrscheinlichkeit 1 — Ö/K unbeweglich. Im Moment t = tt müssen wir dasselbe 
wiederholen und so weiter. Wir können die Folgen tn9 dn, vn so verbessern, sodass 
tjdn = n gilt. Bezeichnen wir m£n) die Anzahl der Fälle (in allem Versuchen) in 
denen der Punkt nach links springt. Bezeichnen wir m2

n) die Anzahl der Fälle in denen 
das Punkt auf der Stelle bleibt und m(

3
n) die Anzahl der Fälle für die der Punkt nach 

rechts springt. Der Punkt wird am Schluss der ganzen Serie die Grenzen überschritten 
haben wenn und nur wenn m3

tt) — m(
1"

) _ sn gilt, wo sn = vJKdn. Jetzt nehmen wir 
die Formel xf = (m(tt) — wp^/v^Pigi) an (s. Betrachtungen vor Hüfsatz 13). Wir 
bekommen 

(14,2) x3-Xl^——^ _ = ̂  =ßn, ß = 

VM--P» vw-p)) Kj(p(i-p)y 
Aus der Beziehung mj,) + m^n) + m(

3
n) = n erhalten wir die Gleichung der Ebene 

(14,3) .xly/(l-p) + x2y/(2-4p) + x3y/(l-p).= 0. 

Weil Pn
+ = Pin)(Gn) gilt (wo Gn das Gebiet x3 = x± + ßn ist, das in der Ebene (14,3) 

ist — s. (14.2)), haben wir nach Hüfsatz 13. 

(14,4) 

lim P„+ = lim PM(Gn) = ) ~ P f e-M-p)*s+*p*2*ni -,*& dv , 
«-.«> „-« 2% y/(2 — 3p)jX3*Xl+ß 
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wo dv das Lebesquesche Mass in der Ebene (14,3) bezeichnet und wir integrieren 
durch das Gebiet x3 _• xx -f ß, das in der Ebene (14,3) ist. Ich werde nur die Aus­
rechnung des Integrals (14,4) andeuten. Wir nehmen zuerst die Funktion $(x) = 0, 
/*«, 3(x) dbc = 1. Wir setzen 

Z K , x2, x3) = e ^ 1 - ^ 2 ^ * 1 ^ 3 ^ S(x2) . 

Das Gebiet x3 = xt + ß, das im ganzen Raum x l s x2, x3 ist, bezeichnen wir H. 
Das Gebiet x3 ^ xt + ß, das in der Ebene (14,3) ist, bezeichnen wir G. Es gilt 

(14,5) 

JTf f(xux2,x3)dXldx2dx3 = l(jZ^)\ e - « « - ^ > 1 + a * « , + « - ' ^ d 0 . 

Mit Hilfe der Transformation x* = Zily/(l - p), i = 1, 3, x2 = £2/7(2p) erhal­
ten wir 

(14,6) /(Xi, x2, x3) dxt dx2 dx3 = 

=
 (I-PW(2P) IÜAT^T) ' v fe ' VÖ^T))d^d^2 d*3 

wo H' das Gebiet £3 = ^ + i?>/(l - p) im ganzen Raum fi ... f3 ist. Weiter 
verwenden wir die Beziehung 

(1V) f/fc)'^'^«'«'*-
= j ( 2 F ( i - 2P)) r e"«^a+fea+^> di>*, 

JG' 

wo G' das durch die Ungleichung £3 = f x + jS 7(1 — p) ausgedrückte ist und das 
in der Ebene 

(i4,8) z± y p + {2 7 ( i - 2P) + e3 7 p = 0 

ist und dv* ist das Lebesguesche Mass in der Ebene (14,8). Durch Anwendung der 
Rotation erreichnen wir, dass die Ebene (14,8) in die Ebene £2 = 0 transformiert 
wird un dass die Schnittgerade der Ebenen £3 = £x + Jt?70 ~~ $ m ^ (*4>*0 *n ^*e 

Gerade £3 = ß 7(1 — p)l\/2, £2 = 0 übergeht. Es gilt also die Beziehung 

(14,9) f «-*«-W+&a> dt;* = 7(2TI) f" 

Aus (14,4) bis (14,9) erhalten wir die bewiesen Gleichung (14,1). 
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Jetzt haben wir schon alles zu der Formulation und zu dem Beweis der ersten 
(zweiten) Satzes vorbereitet. Dieser Satz behandelt den Ausdruckes Pt mit der 
einfachen Anfangsbedingungen x(*0, CD) = 0. 

Satz 1. Es seien <5, K die vorgegebenen Zahlen 0 < S < K. Es seien dn9 tn9 vn die 
vorgegebenen Folgen positiver Zahlen s0, dass 

(1,0) — -+ oo , an = " -* a , 0 g* a < oo , 

dann gilt 

lim P^, K, vn, 4 , 0 = f -Y f°° e-^ dx , 

wo Px w (4) bestimmt ist. Der Grenzwert konvergiert gleichmässig mit Rücksicht 
auf a und a„ -> a. * 

Beweis. Wählen wir zuerst die Zahlen **, ***, v*, v** so, dass gilt 

AD 1 £ J! ^ 
V > ; dn* dn' Kdn Kdn 

sind die ganzen Zahlen und 

(1.2) /„* <;„<£*, vr<v„<v„*, U,- (J |«I , 
\tn - C*l < 4 , K - v„*| < Kd„, ly. - v;*| < Kdn 

gilt. Aus diesen Ungleichungen folgt 

(1.3) !i^oo, 2 _ _> oo , - -- -» 1, --- -• 1 . 
d„ dn tn tn 

Aus den Ungleichungen (1,3) folgt 

(M) n m ^ = ^ = l i m - A - = a 
•— x/(t**d„) - - V M 

und ähnlich 

Es sei x(n) ein beliebiger Prozess x(rt) eXro><fn (d.h., die Bedingungen ( l ) . . . (3) sind 
mit den Konstanten dn erfüllt.) Bezeichnen wir P(n) = P( sup xin\x) = vn). Es 

sei x("} der im Punkt vn beschränkte Prozess, welcher dem Prozess x(*° entspricht. 
Nach dem Hilfsatz 2. gilt 

(1,6) P{n)^l>(^{tn)^vn-KdB). 
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Nach Hilfsatz 3. gilt 

(IJ) P(x^(tn)^yn-Kdn)^P(x^(tr)^vn-Kdn). 

Ähnlich, haben wir nach Hilfsatz 4. 

(1,8) P(4"M*) S v , - Kdn) £ P(x<;l.(tD = v r - Kdn). 

Weiter konstruiren wir mit Hilfe Hilfsatz 6. den Prozess x* zu x^i*. Nach Bemer­
kung 1. gilt 

(i,9) I>(<..(tr) = vr - Kdn) = R(x*(.r) ^ v„** - m. 
Den Prozess, der im Hilfsatz 10. definiert wird, bezeichnen wir zn und den im Punkte 
v** — 3Kdn beschränkte Prozess, welcher zn entspricht, bezeichnen wir j * * * 

Nach Hilfsatz 11. ist 

(i,io) P(x*or) ^ vn** - a . ) ^ w * ( 0 * vB**- 4K0. 
Mit Rücksicht auf Hilfsatz 12. gilt 

(1,11) P(yr(c*) s vn** - 4Kdn) £ 2P(zn**(tn**) ^ vn** - 4K<g. 

Mit Rücksicht auf (1,3), (1,4) folgt aus Hilfsatz 14. 

(1.12) lim P(z^*) :> v^* - 4K4) = — L - f" , " ^ 2 dx . 
»•** y/\2n) JaW(dK) 

Nach den Ungleichungen (1,6) ... (1,12) gilt 

(1.13) lim snp Pfa K, vn, 4 , tB) g (-) [" e~^2 d£ . 
n~*°° V 7 1 / JaW(ÖK) 

Wir müssen noch die umgekehrte Ungleichung beweisen. Es ist sicher, dass 

(1.14) sup P(n) £ P(y„(0 ^ v„) 
. xєX. t0,dn 

gilt, wo y„ der im Punkte vn -f Kdn beschränkte Prozess ist, welcher dem Prozess zn 

entspricht (s. Hilfsatz 11). Nach den Hilfsätze 3. und 4. erhalten wir wieder 

(1.15) P(yn(tn)^yn)^P(y*n(tt)^yn
<), 

wo yn der im Punkt v* 4- Kdn beschränkte Prozess ist, welcher dem Prozess zn ent­
spricht. Durch Anwendung des Hilfsatzes 12. bekommen wir 

(1.16) P(y*n(t*) Z v*) = 2P(zJtf) * v*) - P(zn(t:) = v„*). 
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Nach (1,1), (1,3) und (1,5) folgt aus Hilfsatzes 14. 

(1.17) lim P(z(t*) 1> v„*) = - J L - f°° . "«* d£ . 

Aus (1,13) ... (1,17) und weil limP(z(f*) = v„*) = 0 haben wir 

(1.18) ]hnMP1(89K9vn9dn9tn)^(^\ P e~**d{. 

Die Ungleichungen (1,13) und (1,18) beweisen die Behauptung des Satzes. 

Wir bleiben noch beim Fall, dass die Prozesse x die Anfangsbedingung x(t0, co) = ö 
erfüllen, aber werden uns mit dem Ausdruck (s. (5)) beschäftigen. Das Problem 
werden wir etwas allgemeiner formulieren. Wir bezeichnen 

K- Vl> V2) = P&> K> ~ Vi, V2, d, t) = 

= sup P( sup X(T, CO) i> v2 ; inf x(x, co) 5* — v^ , 

wo x(t, co) die Anfangsbedingung x(t0, co) = 0 erfüllen, P(A; E) ist die Wahrschein­
lichkeit, dass A oder B eintritt. Wir können die Definition des in den Punkten — vx> v2 

beschränkten Prozesses, welcher dem vorgeschriebenen Prozess entspricht, ein­
führen. Wir definieren die Funktion t(co) so, dass t(co) das Minimum solcher Werte tk 

ist, für welche x(tk, co) .= v2— Kd oder x(tk, co) 'S —vt+Kd ist. Wenn für feste co 
kein solcher tk existiert, setzen wir t(co) = co. Der neue Prozess xVltV2 ist:xVltV2(t9co) = 
= xVltV2(t(co), co) = x(t(co)9 co) für t ^ t(co), xvltV2(t, co) = x(t, co) für * ̂  f(w). Wir 
können folgender Hilfsatz auf gleiche Weise, wie Hilfsatz 10. beweisen. 

Hilfsatz 15. Wir setzen 0 S cp(X) S 1, <p(A) = 1 für X^v2 und X g — vt vorausy 

wo vx = stKd9 v2 = s2Kd (sl9 s2 die natürlichen Zahlen sind). cp(X) ist konvex für 
A e < - vl9 v2>. Es gilt 

(15,1) E(cp(x(tn, co))) S E(cp*(y(tn,co))) 

für jeden Prozess x eXf0td für beliebige natürliche Zahl n, wo cp*(X) = 1 für X ^ 
-g — Vl + 2Kd und für X _• v2 — 2Kd. In dem Intervall < — vt + 2Kd + s, v2 — 
- 2Kd - 8> cp*(X) = q>(X) ist und in < - vx + 2Kd, - vt + 2Kd + e>, <v2 -> 
— 2Kd — ß, v2 — 2Kdy ist cp*(X) linear und y ist der in den Punkten — vt + Kd; 
v2 — Kd beschränkte Prozess (s. Hilfsatz 10.). 

Auch der Beweis des Hilfsatzes 16. ist ähnlich wie der Beweis des Hilfsatzes IL 

Hilfsatz 16. Es sei xeXtQtd, y ist der in den Punkten v2 — 2Kd, — vt + 2Kdf 
beschränkte Prozess, welcher dem Prozess z entspricht, (s. Hilfsatz 10.). Es gilt 

(16,1) P( sup X(T, CO)=^V2; inf x(-c, co) <; -- vt) ^ 
to^t^tn to£t£t„ 

S P(y(tn) ^ v2 - 3Kd ; y(tn) ^ - v . '+^iCd) . . . •; 
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Der Hilfsatz 17., der dem Hilfsatz 14. entspricht, wird in Wirklichkeit komplizierter 
sein. Wir werden weiter über den Prozess z (s. Hilfsatz 10.) sprechen. Bezeichnen wir 

Ak = {co : (k - 1) vx + kv2 < z(tn, co) '< kvt + (fc + l) v2} . 

* Hilfsatz 17. Wenn der Prozess z die Bedingung z(t0) = 0 erfüllt und y(t) ist der 
in den Punkten — vx + Kd, v2 — Kd beschränkte Prozess, welcher z entspricht, 
vt = stKd, v2 = s2Kd, wo sl9 s2 die natürliche Zahlen sind, dann gilt 

(17.1) P(y(tn) = v2 ; y(tn) = - v.) = 1 - £ (- l) 'P(A , ) -

Bemerkung 2. In Wirklichkeit ist immer nur eine endliche Anzahl der Mengen At 

nichtleer. 

Beweis. Bezeichnen wir A die Teilmenge A0 der co für welche max z(th co) jj> v2 

oder min z(tt, co) £ — vt und 

B = {© : z(rB) = v2 oder z(f„) = - vt} . 

Selbverständlich gilt 

(17.2) P(y(ttt) = v2 ; y(tn) = - v.) = P(A) + P(ß) . 

Für co e AI existiert jedoch das erste k < n, sodass z(tk, co) == — vt oder z(tk, co) = v2 

und z(tm, Ö))€(— Vj, v2). Die Menge Ö) für welche der erste Fall eintritt (z(t,co) 
berührt zuerst den Punkt - vt), bezeichnen wir Aa) und den anderen Fall A.(2>. 
Es gilt 

(17.3) . P(^L) = P(A(1>) + P(^(2>). 

Für coeA{2) bestimmen wir die Abbildung: den Pfad, der Punkt co entspricht, be­
zeichnen wir z(t, co). Wir definieren folgenderweise den neuen Pfad: z(ts, co) = 
= z(ts,co) für s ^ h,(?(**> v) == v2)> Kfs> °^ = ^v2 " z(ts> co) füx s > fc. Weil der 
Prozess z symetrisch ist, ist z(t, co) auch der Pfad dieses Prozess und die Menge {ö>} 
existiert sodass z(t„ co) = z(ts, co). Dadurch haben wir A(2) in At transformiert und 
das Mass wird selbverständlich beibehalten. Wir können ähnlich _4(1> in A-± Ab­
bilden. Es ist also 

(17.4) P(A)^P(A.1) + P(A1). 

Die Gleichheit muss wirklich nicht gelten. Wir können die Menge Ax wieder auf -A(
1
1> 

und A42) zerlegen. Wenn der Pfad das erstemal den Punkt — vx durchgeht, geben 
wir co in A(

1
1) usw. Wir haben also wieder 

(17.5) P (^ ) = P(4») + P(4 2 ) ) . P(A-1) = P(A^\) + P(A^1). 
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Auf _A(
1
2)(_A(i}) können wir die inverse Abbildung definieren. Es ist also 

(17.6) P(^(2)) = P(A(2)) , P(A(1)) = P(A(i{) . 

Wenn wir die Punkte aus A^ ähnlich wie früher transformieren, aber symetrisch 
zum Punkt — vx (A(3{ symetrisch zum Punkt v2) transformieren wir diese Punkten 
auf A(}1 (A(_l transformieren wir auf A2

2)). Wir können so für alle k fortfahren. Wir 
haben also 

(17.7) P(Ak) = P(A™) + P(A™) , fc=f=0 

(17.8) P ( 4 2 ) ) = P04 (-2>+ 1), P ( 4 X ) ) = P ( ^ - I ) , fe*o. 
Aus (17,3) bis (17,8) folgt 

(17.9) P(4 = f(-iri[J°(^) + ̂ -*)]= X. (-i),+1^.) 
* = 1 Z=-oo , I*0 

(17,1) leiten wir leicht mit Hilfe (17,2) und (17,9) ab. Der Hilfsatz 17. bestimmt uns 
den Ausdruck P(max z(tj) ^ v2; min z(tj) = — vx) mit Hilfe der Ausdrücke P(—vx < 

k=n Jk_gn 

< z(tn) < v2). Wir müssen auch den Hilfsatz 14. verbessern, wo anstatt einer Unglei­
chung wir zwei Ungleichungen nehmen müssen. 

Hilfsatz 18. Es seien die Folgen positiver Zahlen tn9 dn9 v^\ v2
n) gegeben sor 

dass tjdn9 v
(
f
n)/Kdn die ganzen Zahlen sind (wir bezeichnen wieder tjdn = n„ 

y{i)lKdn = s(/°) und so, dass tjdn -> oo, v^V^f-A) -> ai9 0 = a* < oo, i = 1, 2. 
Bezeichnen wir Pn = P(— viB) < z(tn) < v2

n)), wo zn der bekannte Prozess ist. Es 
gilt 

1 t»a_./7(«-) 

(18,1) limP„° = - ± - \ , - « , d . 

gleichmässig mit Rücksicht auf ccl9 a2 und y^ly/(t„dn) -> af. 

Dieser Hilfsatz bekommen wir einfach aus Hilfsatz 14. Wir können ihn analog 
dem Satz 1. beweisen. 

Satz 2. Es seien 59 K die vorgeschriebene Zahlen 0 < 5 < K. Es seien dn9 tn9 v
(rt) die 

vorgeschriebenen Folgen positiver Zahlen so, dass tjdn -> oo, a^ = v^l+ffad,) -» 
-> cci9 0 _g at < oo, i = 1, 2, dann 

r[tei + (f+l)a2]/V(5ü:) 

(11,1) limP(-v«v<">) = l - t tj^r 
П-+O0 

(П,2). Jim P2(5, К, v«, d„, 0 = 1 - £ - - ^ 
n->oo l=-00yj{27tj 

[ ( I - l ) « i + te2W(«) 

r [ ( 2 ř + l ) a i ] / V ( ^ ) 

C(2I-l)ei]/VW.K) 

Die beiden Grenzwerte konvergieren gleichmässig mit Rücksicht auf at9 a2 und 
tѓp -» «,. 
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Bemerkung 3. Mit Hilfe des Satzes 2. können wir die Abschätzungen 

/-3«i/V(^) 

«->oo 

und 

lim P2 = / ( -) ( \9 «"«* dÉ + f ^ «"«* dA 
*-»oo \WUai/VW J*xN(9K) J 

Moo /•3a1/.J(íK) f5aiM(ÓK) \ 

e-^dt+i e - « 2 d | - e-«*d«í\ 
n-*oo 

ableiten usw. 

Ein folgender Satz wird die Ausdrücke Pl9 P2 angehen, wenn die Anfangsbedin­
gung die ZufaUsgrösse ist. Setzen wir voraus, dass wir die Folge der Distributionen 
FjX) haben, die die Bedingung Fn(vn — 0) = 1 erfüllten. Bezeichnen wir Pi(F„) = 
= sup P( sup X(T) __Z vn), wo x e Xt0tdn und der Prozess x(t) erfüllt die Anfangs-

X to__t__tn 

bedingung P(x(f0, co) ___ X) = Fn(X). Wir werden ähnlich für die Folge der Distri­
butionen definieren P2(Fn) = sup P( sup |X(T)| \\t vn), wo x e XtQtdn, P(x(t0) <£ 

^ X) = Fn(X), Fn(-vn) = 0, Fn(vn - 0 ) ° = T 

Satz 3. Es sei die Folge der Disributionen Fn(X), n = 0, 1,... gegeben, es seien 
die Bedingungen aus Satz 1. oder!, erfüllen. Es sei die Menge M dicht auf'(— oo, co), 
^«(v» — 0) = 1 soydass für jede X e M, hm Fn(Xvn) = F0(A) gi/7, dann 

1ìmP_(Fа)^(-) Г Г e-^dfdҒ^).' 

Wenn FB(A) anstatt der höher angeführten Bedingungen Fn(— vn) = 0, F0(—l) = 0 
erfüllt, dann 

00 f_ iV t*00 /•C*(2"+l-^)W(^) 
Üm P2(F„) = 1 - 1 A-iL e-«2 d£ dFo(A) • 
»-* 0 0 l== - °° V (2 7 r j J -oo J [a(2i-1 -X)_IJ(5K) 

Der Beweis dieses Satzes können wir leicht durchführen, weil die Ausdrücke 
in den Sätzen 1, 2. gleichmässig konvergieren und durch Anwendung der Sätze 
von Helly. 

Die vorhergehenden Ergebnisse werden wir auf die Differentialgleichung x = 
= R(t, x, co) anwenden, wo R(t, x, co) der Zufallsprozess ist, der im bestimmten 
Raum ß(ß, #", P) definiert wird. Wenn die Funktion R(t, x, co) für feste co in t, x die 
Bedingungen von Caratheodory erfüllt, dann hat die Differentialgleichung die 
Lösung x(*, co) mit vorgeschriebener Anfangsbedingung, die der zufällige Prozess ist. 
Wir werden jetzt die verschiedenen Bedingungen über R(t, x, co) voraussetzen. 

1) R(t, x, co) ist konstant in den Intervallen <*fc, tk+1). Wir bezeichnen den -Wert 
R(t9x,co) für te(tk, *fc+1) als Rk(co). Wenn die Zufallsgrössen Rk(co) miteinander 
unabhängig sind und E(Rk(co)) = 0, E(\Rk(co)\) <; <5, |-Rfc(co)| = K ist, dann fällt die 
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Lösung x(t, co), x(t0, cD) = 0 in Xt0fd und wir können Satz 1. anwenden. Wenn auch 
x(*0, co) eine Zufallsgrösse ist, müssen, wir noch voraussetzen, dass die Zufallsgrossen 
x(t0,co), Rt(co), ...,Rn(co) unabhängig sind und dass P(x(*0, co) < v) = 1 oder 
P(~ vx < x(t0, co) < v2) = 1 ist (s. Satz 2.). 

2) R(t, x, co) hängt in den Intervallen (tk, tk+1) nur von t und co ab. Wir werden 
nur R(t, co) schreiben. Wir müssen jetzt etwas stärkere Bedingung über die Unabhän­
gigkeit annehmen. Es sei tk = xx < x% < ... < xm = tk+v Wir bezeichnen ^(k) die 
kleinste a-Algebra, die durch die Zufällsgrössen JR(T15 CO), ..., R(xm, co) bestimmt ist. 
Wir müssen voraussetzen, dass .^"(0),..., #"(/l) miteinander unabhängig sind d.h. 

n n 

P(C\ -^i) = I I P(Ai), wenn At e <F(I). Ähnlich wie früher müssen wir voraussetzen 
i=l i = l 

E(R(t, co)) = 0, E(\R(t, co)\) = 5, \R(t, co)\ = K (s. Satz L). Wenn x(t0, co) auch eine 
Zufallsgrösse ist, müssen wir noch voraussetzen, dass #'(~1), J r (0),..., «F(w) mit­
einander unabhängig sind, wo Jzr(^1) == {x(*0, co)} und dass P(x(t0, co) < v) = 1 oder 
~°(- vi < *(*o> Ö>) < v2) = 1 ist. 

3) Der allgemeine Fall, d.h. R(t, x, co) kann von allen t, x, co abhängen. In diesem 
Fall werden wir \R(t, x, co) — R(t, y, co)\ = C|x — y\ voraussetzen, wo C eine Kon­
stante ist, die von n (s. Satz 1.) abhängen kann. Es sei weiter #(n) = {P(T1? x1? co),..., 
..., R(xm, xm, co)}, t0 = xt < T2 < ... < xm < tn. Wir müssen die Bedingung (l) 
und \R(t, x, co)\ = K annehmen und weiter E(\R(t, x, co)\ | $(n)) <£ <5 für alle tn < 
<t<tn+1 und für beliebige x. Es ist möglich zu beweisen, dass E(\x(tn+1) — 
— x(tn)\ | x(tn),..., x(tt)) <£ öd(l -f- |C(K/<5) d), wo x(t) die Lösung der Gleichung 
x = R(t, x, co), x(t0, co) = 0 ist. Wenn lim dnCn = 0 (s. Satz L) ist, erhalten wir die 

» - • 0 0 

zweite Bedingung. Wenn x(*0, co) von co abhängt, müssen wir die #(rt) = {x(i*0, co), 
R(xl9 xl9 co), ...5 P(TOT, xm, co)} betrachten. D.h. wir müssen E(\R(t, x, co)\ j $in)) = ö 
für alle te(tn, tn+l) und alle x voraussetzen und noch P(x(t0) < v) = 1 oder P( — vx < 
< x(t0) < v2) = 1 annehmen. 

In diesem dritten Fall ist es möglich andere Bedingungen zp fordern. Anstatt der 
Bedingung (l), \R(t, x, co) - R(t, y, co)\ = C|x - y\ und \R(t, x, co)\ <J K werden 
wir noch voraussetzen; JR(T, y(co), co) ist unabhängig von #(n) (oder #(n)) für x e 
e(tn, tn+1), wo y e &n)(¥n)) und E(\R(t, y(co), c»)|) ^ <5 für behebige y(co) e *<*> 
(oder <p(n)). 

Wir kehren jetzt zu dem Fall 2) (d.h. R hängt nicht von x ab) zurück. In diesem 
Fall können wir über P3(<5, K, vn> dn, tn) = sup P(xn(tn) 2> vn) und P4(S, K, vn, dn, tn) =* 

Xn 

= sup P(\xn(tn)\ = vn), sprechen, wo xn der Prozess xn(t, co) = JJ0 R(x, co) dx ist 
Xn * 

und R(t, co) die Bedingungen aus Punkt 2) erfüllt. Es ist, nämlich klar, dass in allge­
meinen Fall 3) P3 = Pt, P4 = P2 gilt. Wir werden noch voraussetzen, dass R(t, co) 

ein symetrischer Prozess ist. 
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Satz 4. 

a) Wir werden voraussetzen, dass die Bedingungen des Satzes 1. erfüllt sind und 
dass die höher angeführte Beschränkung gilt, dann gilt 

lim P3(<5, K, v„, d„, ta) = 
. V(-*) 

1 Г e-«24í. 
a/V(äK) 

b) M r werden voraussetzen, dass die Bedingungen des Satzes 2. erfüllt sind und 
dass die höher angeführte Beschränkung von R gilt, dann gilt 

lim P4(<5, K, v„, dn, tn) = ( - Y r e^2 d£ . 
»-*00 W Ja/VW 

Wir könnten auch den Satz, der dem Satz 3. entspricht formulieren. 

Beispiel. Als co bezeichnen wir die Folge der n Zahlen. Diese Zahlen können Eins 
oder Null sein. Der Raum Q ist die Menge aller co, cok ist das k-te Glied der Folge co. 
Als WahrscheinHchkeitmass nehmen wir P(co) == (S/2l)s (l — ö/2X)n~~s, wo s die 
Anzahl der Komponenten cok = 0 und A eine gewisse Zahl A > Ö/2 bedeutet. Den 
Prozess xx(t, co) werden wir auf Gebiet <0, T> x ( — co, co) definieren.^xx(t, co) — 
— xx(tk, co) = — X(t - tk)füxtk ^ t < tk+1 u n d für alle co, für die cok = 0, xx(t, co) -
— xx(tk, co) = Xd(t - tk)/(2X - S) für tk S t < tk+1 u n d für alle co, für die cok = 1. 

Der Process x^ erfüllt die Voraussetzungen (l), (2) und dabei P(xx(t, co) = 
= tA<5/(2A - ö)) = (1 - <5/2A)fc+ \ wo rfc = r < rfc+1 ist. Daraus folgt für A -• oo, dass 

der Prozess xx sich dem Unzufälligkeitsprozess x(t) = (S/2) t nähert. In diesem Fall 
ist der Einfluss der Störungen in der Richtung der positiven Achse x grösser als in 
der umgekehrten Richtung. In diesem Beispiel ist das wichtigste, dass xx(tk+1, co) — 
— xx(tk, co) nicht beschränkt ist. 
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Výtah 

O JISTÉ TŘÍDĚ NÁHODNÝCH PROCESŮ 
S POHLCUJÍCÍMI BARIÉRAMI 

Ivo VRKOČ, Praha 

V článku jsou nalezeny limitní výrazy pro n -> oo 

sup P( sup xn(r, co) ^ vn), sup P( sup |xn(t, co)\ i> vn) , 
Xn to^t^tn Xn řo^T^ín 

kde P( sup XW(T, co) ;> vn), P( sup |xn(t, co)\ ^ vn (viz str. 402) znamená pravdě-

podobnost, že proces xn nebo \xn\ překročí aspoň jednou hranici vn v intervalu 
<řo> Os přičemž xn probíhá třídu náhodných procesů XtoJn, která jest určena vztahy 
(1)... (3), (kde d = ďn). Limitní vzorce jsou určeny jak za předpokladu, že x(ř0) = 
= 0 — viz věta 1, tak za předpokladu, že x(ř0) je náhodná veličina — viz věta 2. 
V závěru práce jsou tyto výsledky aplikovány na diferenciální rovnici x = R(t, x, co), 
kde R(t, x, co) jest náhodný proces, který má význam poruch. Jsou uvedeny podmínky 
na R(t, x, co), při kterých jest možno použít věty 1—4. 

Резюме 

ОБ ОПРЕДЕЛЕННОМ КЛАССЕ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 
С ПОГЛОЩАЮЩИМИ СТЕНКАМИ 

ИВО ВРКОЧ, Прага 

В работе находятся предельные выражения для 

8ирР( 8ир хп(т, со) ^ V»), зирР( $ир |х„(т, со)\ ^ V») , 
х и г о ^ т ^ ^ п хп гой^й^п 

где Р( зир хп(т, со) ̂  уп), Р( $ир |хп(т, со)\ ^ уп) (см. стр. 402) значат ве-

роятности, с которыми процесс хп или |хп| переходит по крайной мере один 
раз границу У„ В интервале (10, *„>, и хй пробегает группу случайных процессов 
Хго4п, которая определена выражениями (1)...(3) (где й = йп). Предельные 
формулы определяются как при предположении, что х(г0) = 0 — см. Теорема 1, 
так при предположении, что х(*0) — случайная величина — см. Теорема 2. 
В самом конце работы используются эти результаты для дифференциального 
уравнения х = Л(г, х, со), причем Р(г, х, со) — случайный процесс, которой выра­
жает возмущения. Приведены условия, при которых можно здесь использовать 
теоремы 1 — 4. 
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