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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 89 (1964), Praha 

INTEGRACE PODLE HAUSDORFFOVY MÍRY NA HLADKÉ PLOŠE 

JOSEF KRÁL a JAN MAŘÍK, Praha 

(Došlo dne 9. listopadu 1963) 

Hlavním výsledkem práce je věta o výpočtu integrálu podle Hausdorffbvy 
míry na hladké ploše pomocí Lebesgueova integrálu. 

Úvodní poznámka. Předkládaný článek má metodický charakter. Jsou v něm vy
loženy základní vlastnosti Hausdorffovy míry a je dokázána věta o výpočtu inte
grálu podle m-rozměrné Hausdorffovy míry na m-rozměrné hladké ploše pomocí 
Lebesgueova integrálu.1) Z této věty plyne zejména věta o substituci pro Lebesgueův 
integrál (viz např. [2] nebo [5]), jejíž znalost se zde nepředpokládá. Nároky kladené 
na čtenáře jsou minimální; stačí znát základy diferenciálního počtu, lineární algebry 
a teorie integrálu. 

V této části vyložíme základní vlastnosti Hausdorffovy míry a ukážeme, že m-roz-
měrná Hausdorffova míra v m-rozměrném euklidovském prostoru splývá s Lebes-
gueovou mírou (viz též [9]). 

1*1. Definice a označení. Buď X metrický prostor s metrikou Q. Průměr množiny 
A c X označíme symbolem diam A. 

Bud A funkce, která je definována na systému všech částí prostoru X a která má 
tyto vlastnosti: 

i. A(Q) = o; 

2. A cz U An cz X => A(A) á f A(An); 
n=l n=l 

3 J , C c X, Q(B, C) > 0 => A(B) + A(C) = A(B U C). 

Potom řekneme, že A je vnější míra (na prostoru X). Když A c X a když pro 
každou množinu B c X je A(B n i ) + A(B — A) = A(B), řekneme, že množina 
A je A-měřitelná. 

*) Výpočtu Hausdornovy rníry hladké plochy pomocí Lebesgueova integrálu je věnována též 
práce [11] a článek [7], který se opírá o konstrukci provedenou v knize [4]. 
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Nejmenší tr-algebru, obsahující všechny uzavřené množiny prostoru X, označíme 
symbolem 25(J). 

1*2. Bud A vnější míra na prostoru X. Buďtyí systém všech A-měřitelných množin 
a bud%l systém všech množin N, pro něž A(N) = 0. Potom je 9t c 31, S8(X) c 2Í, 
systém 21 je a-algebra a funkce A je na 21 a-aditivní (tedy parciální funkce A | 2Í 
je míra). 

Důkaz. Viz např. [8], kap. II, nebo [10], kap. VI, cvič. 17 k § 5. 

1*3. Definice. Buďm přirozené číslo. Symbolem ym budeme značit objem (= m-roz-
měrnou Lebesgueovu míru) m-rozměrné koule o průměru 1. Je-li A c X a e > 0, 
položíme 

Hm(A[,e) = 7m.infX(diam(2nr, 
n-í 

kde při tvoření infima bereme všechny posloupnosti Qx, Q2,.... pro něž A c \JQtt 

a diam Qn< e (n = 1, 2,...). Při pevné množině A je HjA, e) nerostoucí funkcí pro
měnné e. Existuje tedy lim HjA, e) = sup HjA, e). Tuto limitu (které může být ne-

e-+0+ c > 0 

konečná) nazveme m-rozměraou Hausdorffovou vnější mírou množiny A a označíme 
ji symbolem HjA). 

1*4. Funkce Hmje vnější míra a pro každou spočetnou množinu S c X je HjS) = 
= 0. 

00 

Důkaz. Nechť An, B,C,R c X, A c \J An, Q(B, C) > 0 a nechť množina R obsa-

huje nejvýš jeden bod. Čtenář snadno dokáže, že pro každé e > 0 je HjR, e) = 0, 

HjA, B) S £ HjAn, B) a že pro každé e e (0, Q(B, C)) je HjB, e) + HjC, e) = 
»=i 

= HjB u C, e). Odtud tvrzení snadno plyne. 
1*5. Ke každé množině A c X existuje taková množina B typu G$, že A c B a že 

HJA) = HJB). 
Důkaz. Můžeme se omezit na případ, že Hm(Á)< oo. Buď p přirozené číslo. Čtenář 

snadno zjistí, že existují takové otevřené množiny Gn
p, že \JGn

p => A, diam Gn
p < í/p 

n 

(n = 1, 2,...) a Že ym £(diam G>)M < Hm{A) + l[p. Nyní stačí položit B = f) \JGn
p. 

n p n 

1*6. Bwď cp zobrazení množiny A c X do metrického prostoru Xf s metrikou Q' 
a buďp takové číslo, že platí implikace x, y e A=> Qr((p(x), (p(ý)) S P Q(X, y)> Potom 
Hm((p(A)) š. Pm HjA). Je-li zobrazení cp isometrické, je . Hj(p(A)) = HjÁ). 
(Symbol Hj(p(A)) se ovšem vztahuje k metrice Q'.) 

Důkaz. Můžeme předpokládat, že p > 0. Je-li A c \JQn, je cp(Á) c \JRn, kde 
Rn = cp(A n Qn)\ zřejmě diam Rn = p diam Qn. Pro každé e > 0 je tedy Hjcp(A)9 

pe) ^ j5m Hm(-4, e). Odtud tvrzení snadno plyne. 
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1*7. Buďcp zobrazení množiny A a X do X a buďO g r\ < 1. Předpokládejme^ že 
Hm(Á) < co a ze platí implikace 

x,yeA=> \Q(X, ý) - Q(<P(X), (p(y))\ £ ij 0(*, y). 

Potom je \Hm(A) - Hm(<K^))| á ((1 - i f ) - - 1) H»fo(-4))-

Důkaz. Protože 0(^(x), <p(y)) <* (1 + IJ) g(*, y), je podle V6 Hj[<p(A)) S 
š ( l + f7)MHm(Al)atedy 

(1.1) HJ>(^0) - Hm(A) š (1 - (1 + nym) Hm(cp(A)) . 

Protože je zároveň Q(<P(X), (p(y)) ^ (1 — ti) Q(X, y), je zobrazení <p prosté a pro pří
slušné inversní zobrazení ý platí implikace 

í, * e <p(-4) => Í # ( ' ) , ý(v)) ž(l-ti)~x o(t, v); 

podle 1-6 je tedy Hm(A) = Hjý(<p(A)) Š (1 - f])"m Hm(q>(A)\ takže 

(1.2) Hm(A) - ff^)) á ((1 "" nYm - 1) Hm(cp(A)) . 

Snadno se však zjistí, že (1 - rj)~m — 1 ^ 1 — (1 -+- rj)~m. Odtud a z (1,1), (1,2) 
tvrzení ihned plyne. 

1*8. Úmluva. V dalším se budeme zabývat jen Hausdorffovou mírou v euklidov
ských prostorech. Budeme tedy předpokládat, že X je některý prostor Er s metrikou,, 
která je obvyklým způsobem odvozena z normy ]x| = (X*?)* (x = [xí9 ...,xr])-
Lebesgueovu vnější míru v Er budeme značit symbolem Lr nebo prostě L. Číslo m 
(dimense Hausdorffovy míry) bude pevné; budeme proto psát Hw = H. Ze souvislostí 
bude vždy patrné, ke kterému prostoru Er se L, H vztahují. Místo „L-měřitelnosť* 
budeme psát prostě „měřitelnost". Naším cílem je nyní dokázat, že pro každé 
AcLmjei?(A) = L(Á). 

1*9. Buď G neprázdná otevřená množina v Em> L(G) < co, a buď e > 0. Potom 
existují disjunktní uzavřené koule Kl5..., Kp o průměrech < s taky že \)K} c Gy 

-ZL(Kj)>L(G).±ym. 

Důkaz. Pro n = 1, 2,... buď $„ systém všech uzavřených krychlí o hraně 2~~\ 
jejichž vrcholy mají souřadnice tvaru k . 2~n (k celé) a jež jsou částí G. Buď S„ sjedno
cení systému Mn. Zřejmě Sx c S2 <-= ..., \JSn = G. Existuje tedy takové q, že 2~9 < & 
a že L(S^) > \L(G). Každou krychli ze systému Mq nahraďme nyní uzavřenou koulf 
o témže středu a průměru 2~q~1/m. Tak dostaneme konečný disjunktní systém kouli 
Kl9..., Kp. Přitom je diam Ks < e, \)Kj c S 9 c G a IMKJ) = ?« • 2~m ~*P = 
= fywLfo)>£TwL(G). 

1*10. Buď G neprázdná otevřená množina v Em a bude > 0. Potom existují dis-' 
junktní uzavřené koule Ku K2,... o průměrech < e tak, že \JK„ <= G a že L(G — 
-U-Q--0 . 
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Důkaz. Zřejmě můžeme předpokládat, že L(G) < oo; položme X = 1 —'%ym. 
Podle 1.9 existuje množina Rx <= G, která je sjednocením konečného počtu disjunkt
ních uzavřených koulí o průměrech < a a splňuje vztah L(G - Rx) < X L(G). Položíme 
GJL = G — JRX, sestrojíme množinu R2 c Gx, která je sjednocením konečného počtu 
disjunktních uzavřených koulí o průměrech < e a splňuje vztah L(Gt — R2) < 
< XlJ^G^ položíme G2 = Gx - R2 atd. Tak dostaneme množiny Ru R29...; buď 

n oo 

Tn = U -Rk, T = U -R*. Potom L(G - Ttt) < XL(G - Tn_t) < ... < Xn L(G) a tedy 
fc=l fc=l 

L(G — T) = 0. Jistě je zřejmé, jak určíme koule Kn. 

1*11. Bud A c Em, L(A) < a, e > 0. Potom existují koule Kl5 K2,... 0 průměrech 
< e tak9 že A cz [JKn9 £L(Krt) < a. 

Důkaz. I. Buď napřed L(A) = 0. Existují krychle C1? C 2 , . . . o průměrech <e 
takové, ž e i c \)Cn a £!<(€„) < am"im. Buď Kn uzavřená koule, která má týž střed 
a stejný průměr jako krychle Cn. Je Cn <= Kn, L(K„) = ymm*w L(Crt) < m*m L(Cn)a 
tedy il <= \JKn9 £L(lQ < «• 

IL Buď nyní L(-A) > 0. Zvolme otevřenou množinu G tak, aby bylo A c G, 
L(G) < a. Podle 1*10 existují disjunktní koule K*, K2,... o průměrech < s tak, že 
\JK* c G a že množina AL' = G - U&Í splňuje vztah L(A') = 0. Položíme-li ještě 
a' = a — L(G), pak podle I (kde 4, a zaměníme za A', a') existují koule Kl9 K2,... 
o průměrech <e tak, že A! c U ^ a že £L(K;,) < a '- Zřejmě £L(K*) + £ L ( K Ó < 
< L(G) + a - L(G) = a, i c G c (UK?) u (\)K'n). Nyní stačí položit např. 

1*12. Pro každou množinu A c £m fe j?(̂ 4) <£ L(A[). 

Důkaz. Můžeme předpokládat, že L(A) < oo. Zvolme libovolně a > L(A) a 
E> 0. Podle 1*11 existují koule Kl9 K2,... o průměrech < e tak, že A c= \JKn a ym. 
. £(diam K„)m = XL(KB) < a. Vidíme, že Hm(A, s) < a; je tedy H(Á) = a, H(Á) S 
ž L(A). 

1*13. Úmluvy a označení. Body prostoru Em (m > 1) budeme někdy psát ve tvaru 
£x, y], kde x e Fm-x, y e L t . Je-li AI c= Em (m > 1), položíme 

Ax = {y; [*> y] e ^} pro x e £ w - 1 , 

Ar* = {x; [x, j>] e AL} pro yeEl9 

sym _4 = {[x, y]; x e Em_l9 y = Kyt - j 2 ) , yu y2 e Ax] . 

Nejmenší konvexní množinu, která obsahuje A9 označíme symbolem conv A. 

1*14. Bud A konvexní kompaktní množina v Em(m> 1). Potom je sym A kom
paktní a je L(sym A) = L(A)9 diam sym A = diam A. 

Důkaz. Snadno se zjistí, že sym A je kompaktní. Buď nyní xeEm„v Je-li Ax = 0, 
je zřejmě též (sym A)x = 0. Je-li Ax = <a, b> (a = b), je (sym A)x = < —c, c>, kde 
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c = |(b — a), takže Ax, (sym Á)x jsou intervaly stejné délky. Z Fubiniho věty nyní 
plyne, že L(sym A) = L(A). Zvolme dále vx, v2 e sym A. Můžeme psát Vj = [xJ3> 

\(yj - ZJ)]> k d e [xi> yj]> ÍXP z1] GÁ- Buď např. \yt - y2\ = (z! - z2\. Je [Í^ -
- t;2|

2 = \x± - x2\
2 + ^(y! - y2 - (zi - Z2))2 =š |*i " * 2 | 2 + Ni - ^ 2 | 2 = 

= |[xi> Z i] "" [x2> Z2]|2- Odtud plyne ihned, že diam sym A g diam A. 
Poznámka. Snadno se zjistí, že pro každou konvexní množinu A c Em je též 

sym A konvexní; nebudeme to však potřebovat. 

1*15. Pro každé A a Em je diam A = diam conv A. 
n 

Důkaz. Snadno se zjistí, že conv A. je množina všech bodů tvaru ^af*,., kde 
n J»i 

XjEA, otj = 0 (j = 1,..., n), ]T <xj = 1. Je-li kromě toho ykeA, $k = 0 (k = 
P i-=i 

= l,...,p), £/?k = l, je E t y x , - ] ^ ^ ^ 
k = l j fe j,fc j.ft j \ * 

— y*| = zl JX/J* = A, kde zl = max \xj—yk\. Odtud snadno plyne, že diam conv.4 S 
j * j,k 

= diam A. Opačná nerovnost je zřejmá. 

1-16. Buď A <= Em, diam A = 1. Potom L(A) g ym. 
Důkaz.2) Pro m = 1 tvrzení zřejmě platí. Nechť nyní m > 1 a nechť je tvrzení 

dokázáno v Em^1. Buď A c Fm, diam A. = 1; položme P = conv A, Q = sym P. 
Podle 1.15 je diam P = diam A; zřejmě diam P = diam P. Množina P je konvexní 
a kompaktní. Z 1*14 nyní plyne, že množina Q je kompaktní, tedy měřitelná, a že 
diam Q = diam P ^ 1. Je-li zx = [x, y] e Q, je zřejmě též Z2 = [x, — j>] 6 Q; pro
tože \2y\ = |z, - z 2 | á 1, je |y| £ i Pro |y| > f je tedy Q* = 0. Buď nyní \y\ £ f; 
nechťx1? x2 e Qy. Protože [x1? j>] e Q, [x2, - y] e Q, je 1 = |[x l 5 3?] - [x2, - y ] | 2 = 
= \xt — x 2 | 2 + 4y2 atedy IXÍ— x 2 | = (1 — 4y2)*. Tím jsme dokázali, že prokaždé y 

je diam Qy
 = diam Ky, kde K je koule o středu v počátku a průměru 1. Z indukčního 

předpokladu snadno plyne, že Lw_ t(Qy) á Lm_ ĴS?) a podle Fubiniho věty je L(Q) g 
£ L(K) = ym. Zřejmě je však L(A) = L(P) a podle 114 je L(P) = I(Q). Tím je vše 
dokázáno. 

1-17. Pro fcazáé ^ c Em je H(A) = L(A). 
Důkaz. Podle 1*12 stačí dokázat, že H(A) —- L(A). Můžeme tedy předpokládat, že 

H(A) < 00; buď s > 0, a > H(A). Existují množiny At, A2,... o průměrech < e tak, 
že A <= U^„ a 7m £ ( d i a m ^»)m < a* p o d l e v 1 6 -e Lv4) = ?m(diam 4,)m> takžeL(A) £ 
á £144,) < a, L(^) g H(A). 

1-18. Je-/i fe < m, je H(Ek) = 0. 

Důkaz. Buď N množina všech bodů z Em, jejichž m-tá souřadnice je 0. Prostor Ek 

lze zřejmě isometricky zobrazit do jy; podle F6 a F17 je tedy H(Ek) = H(N) = 
= L(N) = 0. 

2 ) Tento důkaz (založený na tzv. Steinerově symetrisaci) nám sdělil as. J . JELÍNEK. 
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V této části je nejprve dokázána věta o rozkladu matice na součin tří matic speciál
ního tvaru. Odtud je pak odvozen vzorec pro výpočet m-rozměrné Hausdorffovy 
vnější míry množiny ÍF(<2), kde Q c Em a kde W je lineární zobrazení prostoru Em 

áo Ek, pomocí Lebesgueovy vnější míry množiny Q. 

2*1. Definice a označeni. Slovem matice (resp. vektor) budeme vždy rozumět 
reálnou matici (resp. reálný vektor). Pro libovolnou matici M buďM' matice transpo
novaná k M (j-tý řádek matice M' je tedy roven j-tému sloupci matice M). Deter
minant čtvercové matice M označíme symbolem det M. Matice typu (1,1) ztotožníme 
zřejmým způsobem s čísly. Vektory budeme jako obvykle pokládat za sloupce. Jsou-li 
x, y vektory o stejném počtu členů, položíme xy = x'y. 

Buď nyní M libovolná matice. Pro každý vektor x, pro nějž má Mx smysl, je 
x'M'Mx = |Mx[2 ^ 0; podle známých vět o kvadratických formách je tedy 
det (M'M) ^ 0. Položme D(M) = (det (M'M))*. Je-li M čtvercová matice, je D(M) = 
= |det M\; jsou-li tedy A, B čtvercové matice téhož typu, je D(AB) = jdet (AB)\ = 
= jdet A|. Jdet B\ = D(A) . D(B). Je-li M vektor (= sloupec), je D(M) jeho norma. 

2*2. Sloupce matice M jsou lineárně závislé právě tehdy, když D(M) = 0. 

Důkaz. Jsou-li sloupce matice M lineárně závislé, existuje takový vektor x =f= 0, že 
Mx = 0; tím spíše je M'Mx = 0 a tedy det M'M = 0, D(M) = 0. Je-li naopak 
D(M) = 0, existuje takový vektor y + 0, že M'My = 0 a tedy \My\2 = y'M'My = 
= 0, My = 0; vidíme, že sloupce matice M jsou lineárně závislé. 

2*3. Definice. Řekneme, že systém vektorů ví9 ...,vn je ortonormální, když \vt\ = 
= ... = |vn| = 1 a když v-Vj = 0 pro i =f= j\ Řekneme, že matice M je ortonormální, 
když její sloupce tvoří ortonormální systém neboli když M'M je jednotková matice. 
Pro každou ortonormální matici M je zřejmě D(M) = 1. 

Je-li M ortonormální čtvercová matice, je MM' opět jednotková matice, takže M' 
je rovněž ortonormální. 

2*4. Nechť ortonormální matice M má m sloupců. Potom je D(MB) = D(B) pro 
každou matici B, která má m řádků, a zobrazení x -* Mx (x e Em) je isometrické. 

Důkaz. Je (MB)' MB = B'M'MB = B'B a tedy D(MB) = D(B); zejména je tedy 
JMxJ = | 4 

2*5. Bud q> lineární (= aditivní a homogenní) zobrazení nenulového modulu 
R c Em do Ek* Potom existuje takové e e R9 že \e\ = 1 a že platí implikace xe R, 
x . e = 0 => <p(é) cp(x) = 0. 

Důkaz. Množina Q všech t e R, pro něž jř| = 1, je kompaktní a funkce \(p(t)\ je 
spojitá; existuje tedy takové ee Q, že pro každé t e Q je \<p(t)\ ^ |í>(e)|- Nechť nyní 
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x 6 K, x . e = 0. Pro každé reálné x položme f(x) = \cp(e + xx)\2 = \(p(e)\2 + 2T . 
. cp(e) cp(x) + T2|<p(x)|2. Zvolme x; buďy = e + xx, X = [yj, z = y/X Zřejmě A ^ 1, 
z e g a tedy \(p(y)\ =*- A|<p(z)| g> (<p(e)|- Vidíme, že pro každé x jef(x) ^ f(0); je tedy 
<p(e) cp(x) = ±f'(0)~0. 

2*6. Buď <p lineární zobrazení modulu R a Em do Ek a buďr dimense modulu R. 
Potom existuje takový ortonormální systém vt, ...,vr (vt e Ř), že pro i #= j je <p(v^). 
•<p(vj)=0. 

Důkaz. Tvrzení zřejmě platí, je-li r = 0. Bud tedy r > 0 a předpokládejme, že 
tvrzení platí pro dimensi r — 1. Buď e vektor z odst. 2*5 a buď R 0 množina všech 
xeR, pro něž x . e = 0. Snadno se zjistí, že R0 je modul dimense r — 1; podle indukč
ního předpokladu existuje ortonormální systém v1,...,vr^.1 (vieR0) takový, že 
<p(vt) <p(vj) = O,- jakmile 1 * g i < j ^ r - 1. Nyní stačí položit vr = e. 

2*7. Definice. Buď C čtvercová matice o prvcích c l7. Řekneme, že C je diagonální 
když CÍJ = 0 pro i 4= j . 

2*8. Buď M matice typu (k, m), k gr: m. Potom existuje ortonormální matice A 
typu (k, m), diagonální matice C typu (m, m) a ortonormální matice B typu (m, m) 
tak, že M = ACB. 

Důkaz. Podle 2*6 existuje ortonormální systém vl9..., vm (vteEm) tak, že Mvt. 
. Mvj = 0 pro i 4= j . Položme a- = \Mv{\. Buď C diagonální matice typu (m, m) 
o prvcích Cij taková, že cu = at. Dále buď Q množina všech indexů i, pro něž až > 0. 
Pro i e Q položme wř = Mvjuia P r o indexy i, které nepatří do Q, určeme wt tak, aby 
systém wl9..., wm byl ortonormální. Buď A matice o sloupcích w l 5 . . . , ww; buď V 
matice o sloupcích vu ..., vm a buď B = F'. Potom jsou matice A, B ortonormální; 
zřejmě AC = MV a tedy ACB = MFB = M. 

2*9. BuďC diagonální matice typu (m, m). Pro každé x e Em položme (p(x) = Cx. 
Potom pro každou množinu Q a Em je L((p(Q)) = D(C) L(Q). 

(Důkaz lze přenechat čtenáři.) 

2*10. jBuďM matice typu (k, m); buď Q c Em, seEm, b eEk. Pro každé teEm 

položme W(t) = M(t - s) + b. Potom E(W(Q)) = D(M) L(Q). 

Důkaz. Buď napřed k ^ m a buďte A, B, C matice z odst. 2*8. Položme Wx(t) = 
= B(t - s), W2(x) = Cx, W3(y) = Ay + b. Zobrazení Wt, W3 jsou podle 2*4 íso-
metrická a je W(Q) = W3(W2(Wt(Q))). Podle 1*6, V17 a 2*9 je E(W(Q)) = 
= ff^S^fi))) = L ^ í ř ^ g ) ) ) - D(C) . L ^ t Q ) ) , L(WX(Q)) = H(^X(Q)) = 
= E(Q) = L(g) a podle 2*4 je D(M) = D(CB) = D(C). D(B) = D(C); je tedy 
opravdu E(W(Q)) = D(M) . L(Q). 

Buď nyní k < m. Podle V18 je ^ ( ^ ( g ) ) = 0; protože sloupce matice M jsou 
lineárně závislé, je podle 2*2 D(M) = 0, takže tvrzení opět platí. 
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V této části dokážeme větu o výpočtu HausdorfFovy míry hladké m-rozměrné 
plochy v Ek a větu o transformaci m-rozměrného integrálu při hladkých zobrazeních 
z Em do Ek. 

3*1. Úmluvy a označení. V dalším bude stále G neprázdná otevřená množina v Em 

a # = [$l9..., á>J bude zobrazení třídy Cx množiny G do £*. (To znamená, že 

funkce $j mají v G spojité derivace 1. řádu.) Pro í = [tl9..., řm] e G označíme sym
bolem M0(t) matici typu (fc, m) o prvcích [3#j(f)/flí/]. Místo D(M<p(ř)) budeme psát 
D0(ř); tato funkce je zřejmě spojitá na G. Pro každé seG definujeme zobrazení Ws 

prostoru Em do Ek předpisem Vj(t) = <P(s) + M#(s). (í - s). 
Symbolem H budeme značit m-rozměrnou Hausdorffovu vnější míru v Ek a sym

bolem L Lebesgueovu vnější míru v Em. Dále položíme 23 r = 25(Fr) ( = nejmenší 
c-algebra, obsahující všechny uzavřené množiny prostoru Er). 

V lemmatech 3*2—3*4 bude C neprázdná kompaktní část množiny G. 

3'2. Kg každému e > 0 existuje 5 > 0 s touto vlastností: Je-li 

(3.1) s, í, veC, | í - s | < ( 5 , [ i > - s | < < 5 , 

potom 

(3.2) |<f>(i>) - * ( t ) - ( y / c ) - vjfi)\ š «|t- - t\. 

D ů k a z . Buď2 > 0. Existuje 5 > 0 s touto vlastností: Je-li s e C, w e Em, |w — s| < 
< 5, potom w G G a 

|grad #ř(w) — grád # ř(s)| < 2fc~* (i = 1,..., fc) . 

Platí-li nyní (3,1), leží úsečka U o koncových bodech ř, t; v G a existují body w1,..., 
w* e 17 takové, že (fr^v) — $,{*) = (v — ř) . grád ^(w*) = (i? — ř) . grád ^ ( s ) + 
+ (v — í ) . (grád ^-(w*) - grád $i(s)). Protože |w1' — s| < 5, je 

(3.3) |#-(!>) - <Př(í) -(v-t). grád <í>ř(s)| š \v - t\ ek~* . 

Protože (v — ř ) . grád ^(s) je f-tá složka vektoru !Fs(z;) — Ws(t), plyne z (3,3) ihned 
(3,2). 

3*3. Existuje takové P e El9 že platí implikace 

t,veC=> |*(t>) - *( í)| g j8|» - ř| . 

D ů k a z . Určeme e > 0 tak, aby množina C* = {x;xe Em, Q(X, C) ^ ~s} byla 

částí G. Položme at = max |grad # ř(í) | (ř e C*), a = ( £ a?)*, FC = max |*(i>) - $(*)] 
í = i 

(ř, ve Č), p = max (a, ?c/2). Nechť t,ve C. Je-h |t? — řj ^ 2, je úsečka o koncových 
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bodech ř, v částí C* a je tedy |#.(v) - <p.(t)\ <£ a í |v - í(, |$(i?) - *(í)| <* a|« - t\; 
je-li (v - íj > £, je zřejmě j#(v) — #(í) | g K á /?g. V obou případech je tudíž 
|#(v) - &(t)\ S fi\v - t\. 

3*4. Předpokládejme, že zobrazení® je na množině C prosté a zeje D0> Ona C. 
Potom existuje otevřená množina V a číslo p tak, že C c V cz G a že platí implikace 

(3.4) t9 v e V=> |v - t\ £ J8|*(t0 - *(ř) | • 

Důkaz. Předpokládejme opak. Potom ke každému přirozenému číslu n existují 
takové body ť9 vn e G, které mají od množiny C vzdálenost menší než í/n, že 

(3.5) |vn - tn| > n\<P(vn) - $(ť)\. 

Položme yn = (vn - f)/|vn - řn|. Můžeme předpokládat, že posloupnosti {f}9 {vn}9 

{yn} jsou konvergentní; nechť ť -> í, vn -> v, yn -* y. Snadno zjistíme, že ř, v e C, 
a z (3,5) plyne, že $(f) = #(v); je tedy ř = v. Protože matice o řádcích grád $i(t) má 
lineárně nezávislé sloupce a \y\ =- 1, existuje takový index i, že y . grád Ťt(i) =j= 0. 
Pro všechna dost velká n je |#(vn) - $(ť)\ = [^(v") - ^t(ť)\ = |(vn - t*) . 
. grád $i(wn)\ = |v" - ť\ . | y . grád $i(wn)\, kde w" je bod úsečky o koncových 
bodech ť9 vn; je tedy wn -> ř. Z (3,5) nyní plyne, že | / . grád #ř(ww)| < 1/n a tedy 
y . grád $ř(ř) = 0, což je spor. 

3*5. Existují kompaktní množiny Ql9 Q2,. -. takové, že\JQn = #(G) a že H(Qn)< co 
(n = l ,2, . . . ) . 

Důkaz. Existují kompaktní množiny Cl9 C2,..., pro něž (JC„ = G. Položíme-li 
Qn = <P(Cn), potom podle 1*12, 3*3 a 1*6 je H(QW) < co. Ostatní je zřejmé. 

3*6. Buď A H-měřitelná množina, A cz <P(G). Potom existují takové množiny 
R9Se^k,že Rez A cz S c <ř(C), j?(S - JR) = 0. 

Důkaz. Buďte Qn množiny z předešlého lemmatu. Existují Pn9 Sn e 95k tak, že 
Qn n X cz Sn cz Q„, Q„ - A[ c P„ cz Qm H(Sn) = H(Q„ n A), H(Pn) = H(Q„ - A). 
Položme Kw = Q„ - PW5 K = UK, S = (JSr Je Rn cz Qn n A cz Sn, H(Rn) = 
= H(Qn) - H(Pn) = H(QW) - H(Qn - Ai) = H(Qn n ^ ) = H(SB) a tedy H(Sn -
- Rn) = 0. Protože S - R cz (J(Sn - Rn), je též H(S - R) = 0. Ostatní je zřejmé. 

3*7. BuďW prosté spojité zobrazení otevřené množiny V cz Emdo Ek. BuďB e Í8m9 

Bez V. Potom je W(B) e 35*. 

Důkaz. Zvolme kompaktní množinu K c. V a označme symbolem 21 systém všech 
množin A cz Em, pro něž W(A n K) e 35k. Systém 31 zřejmě obsahuje všechny uzavřené 
množiny; z toho, že W je prosté, snadno plyne, že 21 je cr-algebra. Je tedy S5OT cz 2Í, 
!F(B n K)G 33*. Existují kompaktní množiny Kí9 Kl9... takové, že \JKn = V. Odtud 
plyne, že W(B) = \JW(B n Kn) e 35*. 
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3*8. Buď Ve 95m; buďW spojité zobrazení množiny V do Eka buď Be 23*. Potom 
V-\B)e®m. 

D ů k a z . Buď % systém všech A c= Ek, pro něž W~1(A) e 25m. Snadno se zjistí, že 2Í je 
<7-algebra. Je-li množina F uzavřená v Ek, je množina M = }F~1(F) uzavřená ve V, 
tedy M = V n M e 25M, F e %. Odtud plyne, že 23* c 2Í, !F" '(P) 6 25m. 

3*9. Označení. Buď .4 c #(G) a bud ^ charakteristická funkce množiny 4. Polo
žíme r 

P{A)= lA{4>{t))Djt)dt, 
J G ® 

pokud tento integrál existuje. 

P o z n á m k a . Buď G* = {t; D0(t) > 0}. (Množina G* je zřejmě otevřená.) Snadno 
se zjistí, že P(A) má smysl právě tehdy, když množina M = G* n <p-x(Á) je měři
telná; je potom P(A) = J M D^(ť) dí. 

3*10. Nechť zobrazení # je prosté, D® > 0 na G a nechť existuje P(A). Potom 
je množina A H-měřitelná a H(A) = P(A). 

D ů k a z . Je-li A = 0, je tvrzení zřejmě správné; buď tedy A =t= 0. Položme M = 
= *-x(A). 

I. Předpokládejme napřed, že množina M je omezená a že splňuje vztahy M e 23m, 
M cz G. Zvolme g > 0. Existuje takové 8t > 0, že platí implikace 

(3.6) (s, t e M, ]s - f| < <5X) =-> |D0(s) - D0(ť)\ < B . 

Dále buď K = sup {Djt); t e M} a buď n takové číslo z intervalu (0, 1), že 
K((1 — r\)-m — 1) < e. Podle 3*2 a 3*4 existuje takové <52 > 0, že pro všechna s, ř, t>€ 
e M , která splňují nerovnosti jí — s\ < 529 \v — s\ < S2i platí vztah 

(3.7) [#(*) - 0(t) - (¥s(v) - Ws(t))\ á ij|*(«0 - *(0I • 

Buď nyní <5 = min (<51? <52). Dále buď R e 25m, 0 4= K c M, diam K < 5; položme 
T = #(R). Zvolme seJR. a pro každé x e T definujme (p(x) = ¥s(<P~x(x)). Protože 
cp(T) = Ws(R), je podle 2-10 

(3.8) #(«< r ) ) = Djs) L(R) -S * L(#) . 

Buďte nyní x, j libovolné body množiny T; nechť x = #(í), j ; = $(v). Protože 
í, v e JR, je podle (3,7) \y - x - (<p(y) - (?(x))| S n\y - x|; podle VI & (3,8) je tedy 

(3.9) \H(T) - J f f ( ^ ) | á ((1 - nYm - 1) H(cp(T)) g fi L(K) . 

Podle (3,6) je j.fffo(T)) - P(T)\ = (J*(l\(s) - .!>*(*)) dí | á 6 L(P); odtud a z (3,9) 
plyne, že 

(3.10) \H(T) - P(T)| á 2B L(R) . 
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Snadno se zjistí, že existují navzájem disjunktní množiny Ri9 ..., Rne %}m takové, že 
M = \JRj a že diamRj < 5 pro j = 1,..., n. Položíme-li 7} = $(K,*), je podle 3*7 
7)6 25* a podle (3,10) máme \H(Tj) - P(Tj)\ S 2eL(Pi); je tedy |H(A) - P(A)\ g 
^2eL(M), H(A) = P(A). 

II. Vynechme nyní předpoklad, že množina Mje omezená a ž e f c G ; předpoklá
dejme však stále, že M e 25m. Existují kompaktní množiny Ctcz C2 c ... takové, že 
G = \JCn. Položíme-li Mn = M r. C„, ALn = #(MW), je podle 3*7 An e S8* a podle I je 
H(An) = P(An) (n = 1, 2,...). Odtud plyne limitním přechodem vztah íř(A) = 
- P(A)-

III. Nyní vyšetříme obecný případ. Protože množina M je měřitelná (viz pozn. 
v odst. 3*9), existují takové množiny Mt9 M2 e 35w, že Mt c M c M2 a že L(M2 — 
- Mx) = 0. Položme Aj = #(Mj). Zřejmě A± a A c A2i P(A2 - At) = 0. Podle 
3-7 je Aj e 58fc a podle II je H(A2 - Ax) = P(A2 - At) = 0, H(A±) = P(Ait). Mno
žina A je tedy H-měřitelná a je H(^) = H(At) = P(-4t) = P(A). 

3*11. Buď zobrazení $ prosté, D&> 0 na G a buď g funkce na množině #(G). 
Potom je 

g(Щ)Djt)dt=f g{x)åH{x), 
J Ф(Є) 

pokud má levá strana smysl. 

Důkaz. Podle 3*10 tvrzení platí, když g nabývá jen hodnot 0 a 1. Nyní se lemma 
snadno dokáže tvořením lineárních kombinací a používáním limitních přechodů. • 

3*12. Označení. Množinu R a Ek nazveme ř-rozměrnou rovinou, když existuje 
bod z 6 Ek a /-rozměrný podmodul Q prostoru Ek tak, že .R je množina všech bodů 
tvaru z + x, kde xeQ. 

313. BuďR l-rozměmá rovina v Ek, M c Ek9 diamM < co a buď s > 0. Nechť 
každý bod z M má od R vzdálenost ^ £. Potom existují množiny Ml9..., Mq takové, 
ze M = [JMp diam Mj S 3e (j = 1,..., q) a že pro každé a ^ Oje 

£(<11am Mtf = ^a-l. 3a . (e + I* . diam M)1. 

Důkaz. Je-li Z = 0, je diam M ^ 2e a můžeme volit q = 1, M% = M. Buď nyní 
1 > 0 a buď S kolmý průmět množiny M do roviny JR. Určeme celé číslo n tak, aby 
platilo (n — 1) e :š J* . diam M < ne. Protože množinu S lze isometricky zobrazit do 
I-rozměrné krychle o hraně ml~~*9 existují neprázdné množiny Su ..., Sq (q = nl) 
o průměru <* ^ takové, že S c (JSj. Buď Mj množina všech bodů z M, které mají od Sj 
vzdálenost _- e. Snadno se zjistí, že M = ( J ^ j a že diam Mj ;=- 3e (j = 1,..., q). Pro 
každé a = 0 je tedy ]T( d i a m Mif ^ e<x"Z • 3 " • «*'• Protože ^e1 = (m)1 £(« + /*. 
. diam M)*, je tvrzení dokázáno. 
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3-14. Pro množinu Z = {t; D0(t) = 0} je H($(Z)) = 0. 

Důkaz. Buď C kompaktní množina, 0 4= C c Z, abuď8e(0,1). Jestliže ve vztahu 
(3,2) z lemmatu 3-2 položíme s = t, vidíme, že při vhodně zvoleném <5 e (0,1) je 
splněna implikace 

(3,11) (ř, v € C, |v - t\ < <5) => |#(0) - 5^)1 á % " í| -

Existují krychle Kn o průměrech Sn< 5 tak, že C <z lj£„, ZL(^«) < 1 + L(c)> 
Kn n C 4= 0 (n = 1, 2,...). Zvolme f e C n Kn. Množina i*n = Wtn(Em) je podle 2*2 
rovina o dimensi ln < m. Každý bod množiny Sn = <P(C n Kn) má podle (3,11) od 
roviny Rn vzdálenost g£<5n a je diam 5n S /?<5n, kde /? je konstanta z lemmatu 3*3. 
Podle 3*13 existují množiny M\,..., M\ (po jednoduchost zápisu nevyznačujeme zá
vislost q na n) takové, že Sn = UM", diam M) S 3a<5n < 3e a £(diam M ; ) m ~S 

Ž (^nf~In • 3m . (e<5„ -f- Z* . jS<5n)
z» = em~l» . 3M . 8m . (e + Z* . flý* < e ^ . pl9 kde 

ft = 3M(1 + (m - 1)*. jS)"1"1. Je tedy £(diam M£)w á ajSj. £5? = a / ! ^^ £L(Kn) < 

< fijS2, kde jS2 = j ^ m ^ l + L(C)). Protože UMJ = *(C) a diam MJ < 3e, je 

H(#(C), 3£) < eyj2 a tedy ff(*(C)) = 0. 

Zvolme nyní kompaktní množiny Cl9 C2,... tak, aby bylo \JCn = G, a položme 
Zn = Z n Cn. Množiny Zn jsou zřejmě kompaktní; jak jsme právě dokázali, je 
H(#(Zn)) = 0 pro každé n. Protože <ř(Z) = U#(Z<n)> je též H(<2>(Z)) = 0. 

3*15. Věta. Buďf taková funkce na množině G, že existuje integrál I(f) = J*G/(*) * 
. D0(t) át. Potom pro H-skoro všechna x e #(G) má smysl součet 

*(*;/) = L7(0 (teG,$(t) = x); 
dále existuje integrál J(f) = j^G)a(x;f)áH(x) (funkce a(x;f) je tedy H-měři-
telná) a rovná se integrálu I(f). 

Důkaz. I. Předpokládejme napřed, že D0 > 0 a/ = 0 na G. Podle 3*4 (kde za C 
volíme jednobodovou množinu) má každý bod z G okolí, na kterém je zobrazení # 
prosté. Existují tedy takové otevřené množiny Ui9 U2,..., že UUn = G a že ^ je na 
každé z nich prosté. Položme Mn = Un - U Uj9 In = $Mnf(t) D0(t) át (n = 1, 2, ...). 

j<n 

Množiny Mn jsou po dvou disjunktní a jejich sjednocení je G; je tedy /(/) -= £/„. 
Definujme nyní na množině #(G) funkce gn takto: Je-li x — $(t), t e Mn, buďgn(x) = 
= f(t); jinak buď gj[x) = 0. Zřejmě je gn(x) = 0 pro x e *(G) - <ř(l/n), g„(<K0) * 
==/(*) pro í e M n , gH($(t)) = 0 pro ře I7n - Mn. Odtud a z 3*11 plyne, že I n = 
= k gJWt)) DJ® át = J W l 0 gn(x) dH(x) = j * ( G ) gn(x) dH(x), takže !(/) = JJn = 
= j<í>(G) (Tj9n(x)) dH(x). Snadno se však zjistí, že £gn(x) = a(x;f). Tím je věta pro 
náš případ dokázána. 

II. Yynechme nyní předpoklad, že/ ^ 0 (předpokládejme však stále, že D0 > 0). 
Položme fx = max(/, 0), f2 = max (-/, 0). Potom existují integrály I(fj)9 aspoň 
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jeden z nich je konečný a podle I je I(fj) = J^) (j = 1, 2). Aspoň jedna z funkcí 
o(x;fj) je tedy konečná p r o H-skoro všechna x; pro tato x m á pak smysl součet 
<i(x;f) a rovná se <j(x;fx) - o(x;f2). Je tudíž /(/) = I(fx) -1(/ 2) = J(ft) -

m . Nyní vyšetříme obecný případ. Položme G* = {ř; D0(t) > 0}, Z = G ~ G*. 
Zřejmě je í(/) = $G*f(t) D0(t) dt a podle II je /(/) = J ^ <r*(x;/) dff(x), kde 
<r*(x;f) = £/(í) (* e G*> * ( ř ) = *)• P r o k a ž d é * e $ ( G ) - # ( z ) > P r o n ě ž m á s m y s l 

<r*(x;f), j e zřejmě cx*(x;/) = o(x;f); dále j e # ( G ) - <f>(G*) c <ř(Z) a podle 3*14 je 
H($(Z)) = 0. Odtud plyne ihned, že 

í o*(x;f) dH(x) = í o(x;f) dH(x) = J(f). 
J 0>(G*) J tf(G) 

Tím je vše dokázáno. 
P o z n á m k a . Buď M měřitelná množina, M cz G; b u ď / charakteristická funkce 

množiny M . Ze vztahu <P(M) = {x;o(x;f) > 0} vidíme, že množina $ ( M ) je 
H-měřitelná. 

3*16. Označeni. Pro každé x e # ( G ) buď N(x) počet prvků množiny #~*(x) (je-li 
t a t o množina nekonečná, klademe N(x) = co). 

3*17. Funkce N je H-měřitelná. 

D ů k a z . Jestliže ve větě 3*15 p o l o ž í m e / ( í ) = 1, vidíme, že N(x) = o(x;f). 

3'18. Věta. Buď g funkce na množině # ( G ) . Položme Y = {x;N(x) = oo}. Před-
pokládejme^ že nastane některý z těchto dvou případů: 

1. Existuje integrál I = J G g(<P(t)) D^(t) dt. 
2. Existuje integrál J = j ^ G ^ g(x) N(x) díř(x) a funkce g je H-měřiíelná na mno

žině Y 
Potom oba integrály J, J existují a I = J. 

Důkaz. L Nechť existuje integrál I. Pro každé x e $(G) je zřejmě g(x). N(x) = 
= J>(*(í)) (ř e G, #(ť) = x); podle 315 je tedy í = J. 

II. Nechť existuje integrál J. Předpokládejme napřed, že g je charakteristická 
funkce množiny A cz $(G). Množina A je zřejmě H-měřitelná, neboť A = {x; x 6 
e 4>(G), g(x) N(x) > 0}. Podle 3*6 existují takové množiny Aj€^Sk, že At cz A cz 
cz A2 cz #(G) a že H(A2 — Ax) = 0. Buď gj charakteristická funkce množiny Aly. 
Potom je gj$(t)) charakteristická funkce množiny $~~l(Aj); podle 3'8 je <P~1(AJ)G 
€ S5m. Položíme-li tedy hjt) = gj$(t)) D0(t), existuje integrál JG (h2(t) - ^(í)) dí 
a podle I se rovná j 0 { G ) (g2(x) — gjxj) N(x) dH(x); tento integrál se vsak zřejmě 
rovná nule. Je tedy h^t) = h2(t) skoro všude. Protože funkce h(ť) = #(#(*)) Aj,(í) 
splňuje vztah hxShS h2, je též h(t) = fti(í) skoro všude. Odtud snadno plyne, že 
integrál I existuje (a podle I se rovná J). Obvyklým způsobem se nyní vztah I = J 
dokáže pro každou H-měřitelnou funkci g, pro niž existuje integrál J. Z existence 
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integrálu J však podle 3*17 plyne, že funkce g je if-měřitelná na $(G) — Y. Tím je vše 
dokázáno. 

Poznámka 1. Jestliže integrál J konverguje, je zřejmě g(x) = 0 pro H-skoro 
všechna x e Y a je tedy I = J. 

Poznámka 2. Buď A cz #(<?). Z dokázané věty ihned plyne, že integrál P(A\ 
definovaný v odst. 3*9, existuje, jestliže množina A je H-měřitelná; množina $"Í(A) 
vsak nemusí být měřitelná, jak ukazuje příklad v odst. 3*21 (kde k = m = 1 a zobra
zení $ je dokonce prosté). Je-li D# > 0 všude na G, pak ovšem A je H-měřitelná právě 
tehdy, když #""1(A) je měřitelná (viz poznámku v odst. 3*9 a poznámku za důkazem 
věty 3*15). 

3*19. Věta. Buď zobrazení <P prosté a buďg funkce na množině #(G). Potom platí 

( g(<P(t))D0(t)dt= f g(x)dH(x), 
J G J <r»(G) 

jakmile má aspoň jedna strana této rovnosti smysl. 
(Plyne z 318.) 

3*20. Buď M c (0,1), L(M) > 0. Potom M obsahuje neměřitelnou množinu. 

Důkaz. Definujme v Et ekvivalencí ~ takto: x ~ y znamená, že x — y je racio
nální. Buď£ systém všech tříd této ekvivalence. Pro každé TG X je zřejmě T n (0,1) # 
4= 0. Buď AI množina, která z každého průniku Tr\ (0, 1) obsahuje právě jeden prvek. 
Dále buď r l 5 r 2,.. . prostá posloupnost, obsahující všechna racionální čísla z intervalu 
(—1,1). Pro každé přirozené číslo n buďAin množina všech x 4- rn, kde xe A. Snadno 
se zjistí, že \JAn cz (—1,2) a že pro p 4= n je Ap n An = 0. Každé y e Et lze psát ve 
tvaru x + r, kde x e A a r je racionální; je-li >* € (0, 1), je zřejmě \r\ = \y — x\ < 1. 
Vidíme, že (0, 1) c U-4n. Položme nyní Mn = M n An z. předpokládejme, že všechny 
množiny Mn jsou měřitelné; odvodíme spor. Protože M = \)Mn a L(M) > 0, exis- . 
tuje q, pro něž L{M^ > 0. Pro n = 1, 2,... buď dále Sn množina všech x — rg 4- r„> 
kde x € Mq. Každá z množin 5n je měřitelná a splňuje vztah Sn cz An, L(S„) = L(M€); 
protože (JSn c (-1,2), Sp n Sn = 0 pro p 4= n, je jednak L({JS„) S 3, jednak 
-̂(U^n) = Z^(^n) = °°- Tímto sporem je dokázáno, že některá z množin M n An je 

neměřitelná. 

3#21. Příklad. Buď al9a29..- posloupnost reálných čísel, která je hustá v intervalu 
G = (0,1). Pro každé přirozené n buď cpn funkce, která je spojitá v Ex a má tyto 
vlastnosti: Je-li t = an nebo t = an + 3~w, je <pn(ř) = 0; je-li an < ř < an + 3~w, je 
0 < cpn(t) < 2""". Pro t e G bud<p(t) = £<?>„(*), #(ř) = J 0 <p(x) dx. Snadno se zjistí, že 
funkce <p = # ' = D0 je spojitá a že zobrazení $ je prosté. Buď Z = {t; D0(t) = 0}. 
Protože G-Zcz \J(an, an + 3-"), je L(G - Z) = £ 3 " n = | a tedy L(Z) ^ §. 
Podle 3*20 existuje neměřitelná množina R cz Z; položme A = #(K). Podle 3*14 je 
L(A) = 0, ale množina #~*(A) = R není měřitelná. 
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3*22. Poznámka. Věty, které byly dokázány v tomto článku, platí pro plochy mno
hem obecnější než jsou plochy definované pomocí zobrazení třídy Ct; příslušné důkazy 
vyžadují však jemnějších prostředků. Čtenář, zajímající se o tyto otázky, najde formu
lace příslušných vět o povrchu plochy např. v referátech A. S. BESICOVITCHE [1] (pro 
dvojrozměrné plochy) a H. FEDERERA [3] (pro m-rozměrné plochy). Velmi obecné 
věty o transformaci vícerozměrných integrálů jsou odvozeny v monografii T. RADO 
a P. V. REICHELDERFERA [6]. 
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Pe3K)Me 

HHTETPHPOBAHHE HO MEPE XAYCflOPOA HA HIA^KOň 
nOBEPXHOCTH 

HOCE<D KPAJI (Josef Král) H ilH MAP3KHK (Jan Mařik\ npara 

CTaTBH HMeeT MeTO#HHecKHÍí xapaKTep. HaHHHaa c onpe#eJieHHH MepBiXayc,a;op-
4>a, aBTOpH ycTaHaBJíHBaioT eě ocHOBHBie cBOHCTBa (B §§ 1, 2) H, HaKOHeij (B §3), #0-
Ka3BisaK)T cjieAyK>irjHe TeopeMLi, B KOTOPLDC npenriojiaraeTCH, HTO G — OTKpHToe 
MHOaceCTBO B m-MepHOM eBKJIHflOBOM npOCTpaHCTBe Em, # = [ # l 9 . . . , <Pk] — OT-
o6pa»ceHHe KJiacca Ct MHoacecrBa G B Ek, fc ^ m, H oGosHa^aeT m-MepHyio Mepy 
Xaycflop<|>a H D(t) KBajrpaTHBríí Kopent H3 onpe,n;eJiHTejiH c 3JieMeHTaMH 

^ ~ ^ * ~ ^ " (i, j = l , . . . , m ) . 
. r=l Cti Otj 

TeopeMa. ECAU f — (fiyHKijUH na G u ecmi cyufecmeyem uHmepeaA Jleóeza A = 
== jGf(t) D(i) dt, mo cyMMa 

<*>/) = 1/(0 (íeG,<P(í) = x) 
* 

uMeem CMUCA ÓAH noumu ecex (omHocianedbHO H) x e $(G)> cyufecmeyem jUHmezpaA 
/<&(<?) ^C**/) dJH(x) u pasHnemcn unmezpaAy A. 
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TeopeMa. 06O3HUHUM nepe3 N(x) HUCJIO moueic MHOweecmea ^ _ 1 (x ) u noAootcuM 
Y = {x; N(x) = +00}. Ilycmb g — (fiyHKyun m MHootcecmee $(G), ydoenemeopmo-
ufax nexomopoMy U3 cAedyioufux mpe6oeanuu: 

1. Cyiyecmeyem mmeepaA I = jGg($(t)) D(t) dt. 
2. Cyiyecmeyem unmeepaA J = f&(G) g(x) N(x) dH(x) u g U3uepuMa (H) na Y. 

Tozba uwneepaAU I, J 06a cyufecmeywm u I = J. 

O T HHTaTeJifl Tpe6yeTCK JIHHIB 3HaKOMCTBo c OCHOBHHMH cBOHCTBaMH MepH 
H HHTerpajia, BorjEoraa TeopeMy <£V6HHH. Hnrfle He Hcnojn>3yeTCK TeopeMa o 3aMe-
He nepeMeHHMX B HHTerpajie, KOTopa# TaKHM o6pa30M noJiynaeTCji KaK ^CTHLIH 

cjiynaft yxa^HHMX TeopeM (cosna^eHHe m-MepHoii Mepti Xaycflopcjya c Mepot 
JIe6era B Em flOKaaaHo B § 1). 

Summary 

INTEGRATION WITH RESPECT TO THE HAUSDORFF MEASURE 
OVER A SMOOTH SURFACE 

JOSEF KRAL and JAN MARIK, Praha 

The paper is methodical in character. Starting with the definition of the Hausdorff 
measure the authors derive its basic properties (§§ 1, 2) and, at last (§ 3), they prove 
the following theorems, where G is an open set in Em (= the Euclidean m-space), 
$ = [$l9..., $k~j is a map of G into Ek (k ^ m) with $t possessing continuous first 
order derivatives on G: D(t) is the square root of the determinant with elements 

* 8$r(t) d$r(t) . . . . v 

r = l 0tt Otj 

Theorem. Iff is a function on G such that A = /<?/(*) ^ ( 0 & exists, then 

<*>/) = L/tt)(te<V*(t) = x) 
t 

is meaningful almost everywhere (H) on $(<?), j^Gy <r(x, f) dH(x) exists and is 
equal to A; here H is the m-dimensional Hausdorff measure. 

Theorem. Denote by N(x) the number of points in $~1(x) and put Y = {x; N(x) = 
= + 00}. If g is a function on $(G) and either I = j G g($(t)) D(t) dt exists or J = 
= §&(G) g(x) N(x) dH(x) exists and g is measurable (H) on 7, then I, J both exist and 
/ = J. 

The reader is supposed to be acquainted with basic properties of measure and in
tegral including Fubinfs theorem. Theorems concerning transformation of integrals 
are nowhere used and are thus obtained as a particular case of the above theorems 
(a proof showing that the m-dimensional Hausdorff measure in Em coincides with 
the Lebesgue measure is included in § 1). 
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