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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 90 (1965), Praha 

ASYMPTOTISCHE FORMELN FÜR DIE LÖSUNGEN 
HOMOGENER LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

n-TER ORDNUNG IM OSZILLATORISCHEN FALL 

ZDENIK HUSTTT, Brno 

(Eingegangen am 19. Februar 1964) 

Diese Arbeit stellt ein Studium der asymptotischen Eigenschaften der 
Lösungen homogener linearer Differentialgleichungen der n-ten Ordnung 
dar. Den Ausgangspunkt bildeten die bekannten Eigenschaften der Lösungen 
binomischer Gleichung der zweiten Ordnung im oszillatorischen Fall, die auf 
eine Gleichung der n-ten Ordnung verallgemeinert wurden. 

VORBEMERKUNGEN 

Es sei eine homogene linerare Differentialgleichung mit der Dimension — kurz 
Gleichung — in der halbkanonischen Form 

(0.1) yW(x) + £ ( " ) A{x) / - ' > (x) = 0, x e J = (a, co) 

gegeben, wo der Koeffizient A-x die Dimension i hat und A2 e Cn~2(J\ At e C0(J), 
/ = 3,4,..., n. Die Gleichung (0.1) können wir auf perturbierte Form 

(0.2) in(y,A2) + t(")»,(x)/-'>(*) = o 

überführen, wo 

(o.3) i„(y, A2) =* y»> (x) + £ ("]fiA2) y("-f) (x) = 0 

die iterierte Gleichung n-ter Ordnung, fi(A2) das iterierte Polynom der Dimension i 
und a)i(x) = At — fi(A2) die Hauptsemiinvariante der Dimension i der Gleichung 
(0.1) ist. Die Gleichung (0.3) ist quasiidentisch mit der Gleichung, die wir durch 
(n - l)-fache Iteration der Gleichung u2y' - (n — 1) uu'y = 0 erhalten, wo u eine 
beliebige Lösung der Gleichung 

(0.4) / + - ? - A2y = 0 
n + l 
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ist. Die iterierte Gleichung (0.3) besitzt das Hauptsystem 

(0.5) ^ I - = I I " - V - 1 , i = l ,2, . . . ,n 

wo w, v unabhängige Integrale der Gleichung (0.4) sind, siehe [4]. 

1. HILFSSÄTZE 

Hilfssatz 1.1. Ist h, H e C2(J) und gelten ferner folgende Voraussetzungen 

h > 0, lim hh' = 0 , H > 0 , H' > 0 , 

< 00 
J . h2H> J . ' 

dann Äaf die Gleichung (0.4), wo 

(1.1) A = ---J— _42 

n + 1 

isf, das Hauptsystem 

(1.2) u = fr[sin ff + o(l)] , v == h[cos H + o(l)] 

mi7 den Ableitungen 

(1.3) w' = ftff'[cos H + o(l)] , t/ = - fcff'[sin ff + o(l)] , 

siehe [3]. 
Bemerkungen 1.2. a) Ist h > 0, h e C2(J), lim /J/J' = 0 und 

x-+oo 

t - 2 _i_ AU2\ (1.4) pl/iÄ" - /T2 + Ah2\ dx < oo , 

dann gelten für das Hauptsystem der Gleichung (0.4) die Formeln (1.2), (1.3), wo wir 

setzen. 
b) Es sei h > 0, h e C2(J) und es gelte (1.4). Dann hat die Gleichung (0.4) das 

Hauptsystem (1.2) mit den Ableitungen 

(1.6) u' = i {fcfc'[sin ff + o(l)] + [cos H + o(l)]} , 
h 

v' = - {fcft'[cos ff + o(l)] - [sin ff + o(l)]} , 
h 

wo die Funktion ff durch die Formel (1.5) bestimmt wird, siehe [ l] . 

80 



Hilfssatz 1.3. Es sei W(x) die Wronskische Determinante der Funktionen (0.5), 
welche das Hauptsystem der Gleichung (0.3) bilden und es sei Wm(x) das Komple
ment des Elementes y«-1) in der Wronskischen Determinante W(x). Ist ferner 

(1.7) Г\Ш 
} J . W(x) 

| £ cф) (И--V-7"" 4 ! dx < oo , 
* = 3 

/, m = 1, 2,..., n, so hat die Gleichung (OA) das Hauptsystem 

(1.8) un"ivi-1\ci + o(l)], cf = Konst. , i = 1,2,..., n, 

siehe [2]. 

Hilfssatz 1.4. Ist u eine Lösung der Gleichung (0.4), so ist 

« P = i u'-'+Vy-'tfM ' J = 1,2,..., n, 
/z = 0 

wofJ
ß(A) dasj-te Polynom des Elementes A der Dimension \x ist, das der Gleichung 

fi(A) = (r-j + n+ \)fi~l(A) - (j - n + 1) AfiZ\(A) + [fiZ\(A)J , s 

« = 2, 3, . . . , j , fi(A) = r(r - 1) ... (r - ; + 1) , 

/{-1(A)=T :-1
1(A)=/j-1(A) = 0 entspricht. 

Der Hilfssatz 1.4 kann durch Induktion nach j bewiesen werden. 

Hilfssatz 1.5. Sind u, v beliebige Integrale der Gleichung (0.4), so ist 

(1.9) 

(«v)<» = I I S (T)«'-•'+,+',»«-,+,'(«')J-,-',(-0"V,;-,(^)^)> ; - » . 
( = 0/i = 0 v = 0 \ / / 

Der Hilfssatz 1.5 kann durch die bekannte Leibnizsche Formel für die Ableitung 
des Produktes zweier Funktionen und den Hilfssatz 1.4 bewiesen werden. 

2. ASYMPTOTISCHE FORMELN 

Satz 2.1. Es existieren derartige positive Funktionen (p(x), *Hx), dass 

(2.1) u = 0[q>(x)], u'= 0[il/(x)]9 

wo u eine allgemeine Lösung der Gleichung (0.4) ist. Wenn ferner 

(2.2) |A(
2
r)| ^ M = Konst. > 0 im Intervall J, r = 0, 1,..., n - 5 , 

(2.3) r<pn+k+*-2il/n-k-J\cok\ dx < oo , 
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k = 3, 4,. . . , n, j = 0, 2, 3, . . . , n - fc> ist, dann hat die Gleichung (0.1) das Haupt
system (1.8). 

Beweis. Nach dem Hilfssatze 1.3 genügt es zu zeigen, dass (2.3) => (1.7), wenn 
die Voraussetzungen des Satzes 2.1 erfüllt sind. Wenn wir den Hilfssatz 1.5 in (1.7) 
anwenden, so erhalten wir die Ungleichungen 

r\jM^\\^Wk
n^n~Yl £ (n ~ k\u-i+k+i+*vi-i-i+v^y-k-i-v(vy-^ 

Ja I W(x) k=3 1 = 0 M = 0 v = 0 \ l J 
I n n-k n-k-l l / „ _ k\ 

*=3 J = 0 M - 0 v = 0 \ l J 

n n-k n-k—l l 

í ^ í ^ ť»kt.-
i+*+'+" „'-1-'+" (u'f-

k-l-"(v')l-vf;-k-l(A) fl(A) 
a \ W(X) 

dx, 

i, m = 1, 2,..., w. Da W(x) = Konst., FVw(x) = 0[(pH'1(x)']9 m = 1, 2,..., n und 
die Funktionen fr

s(A), s = 0, 2, 3,..., n - 3, r = 2, 3,..., n - 3 beschränkt sind, 
so gelangen wir mit Berücksichtigung von (2.1) mittels der oben angeführten Unglei
chungen zu dem Schluss, dass (2.3) => (1.7), wo j = \x 4- v gesetzt wurde. 

Bemerkungen 2.2. a) Es gelten die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1.1. Es sei 
u eine allgemeine Lösung der Gleichung (0.4). Nach (1.2), (1.3) gilt (2.1), wo wir 
<p(x) = h, ij/(x) = hH' setzen. 

b) Es gelten die in der Bemerkung 1.2 b) angeführten Voraussetzungen und es sei 
\hh'\ < r\ = Konst. > 0. Es sei ferner u eine allgemeine Lösung der Gleichung (0.4). 
Dann gelten nach (1.2), (1.6) die Formeln (2.1), wo wir cp(x) = h, il/(x) = 1/h setzen. 

Satz 2.3. Es gelten folgende Voraussetzungen: 

a) \A(
2

r)\ S M = Konst. > 0, r = 0, 1,..., n - 5, 

b) h e C2(J) h > 0, lim Afc'"=. 0, H e C2(J), H > 0, H' > 0, 
x-»oo 

c ) f" \(hy)'\ d x < oo , f m\hhe - H'2h2 + Ah2\ dx < oo , 
h h2H' J . ' 

d) | n 2 ("- l\H')"-k-J K | dx < oo, fc = 3, 4,..., n, j = 0, 2, 3, ..., n - k . 

Dann hat die Gleichung (0.1) das Hauptsystem 

(2.4) h"'1 [sin""' H cos*-» H + o(l)] , i = 1, 2,..., n . 

Der Satz 2.3 kann mittels des Satzes 2.1, des Hilfsatzes 1.1 und der Bemerkung 2.2 
a) leicht bewiesen werden. 
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Satz 2.4. Es gelten folgende Voraussetzungen: • 

a) \A(
2

r)\ Ž M = Konst. > 0, r = 0, 1,..., n - 5, 

b) h e C2(J), h>0, \hh'\ < q = Konst. > 0, 

c) f"|*fc* ~ h~Z + M2\ dx < oo , 

d) h2ik+j-l)\cok\dx < oo, fc = 3, 4,. . . , w, 7 = 0, 2,. . . , n - k. 

Dann hat die Gleichung (0.1) das Hauptsystem (2.4), wo die Funktion H durch die 
Formel (1.5) bestimmt ist. 

Der Satz 2.4 kann mittels des Satzes 2.1, der Bemerkungen 1.2 b) und 2.2 b) leicht 
bewiesen werden. 

Folgerung 1. Es gelten die Voraussetzungen a) — c) des Satzes 2.4. Wenn die 
Funktion h im Intervall J beschránkt ist, dann konnen wir die Voraussetzung d) 
durch die Voraussetzung j™ \(ok\ dx < 00 , fc = 3, 4,. . . , n ersetzen. 

Folgerung 2. Es gelten die Voraussetzungen a) — c) des Satzes 2.4. Wenn die 
Ungleichung h ^ 1 fur alle genug grossen x gilt, so ist die Voraussetzung d) erfúllty 

wenn 
jooft2(»-i) | ^ | d x < oo ? fc = 3, 4,. . . , n - 2, n , ^h2in~2) K . J dx < 00 gilL 

3. ANWENDUNGEN 

Im 3. Kapitel fiihren wir einige Anwendungen der Sátze aus dem 2. Kapitel an. 
Wir werden immer voraussetzen, dass (2.2) gilt; ferner verwenden wir die in (1.1) 
eingefuhrte Bezeichnung. 

3.1. Es gelten folgende Voraussetzungen: 
/•oo 

x~2s \Ax4s - c2\ dx < 00 , c = Konst. > 0, s = Konst. < \ , 

(3.1) f x 2 5 ^ - ^ |(yfc| dx < 00 , fc = 3, 4,. . . , n , j = 0, 2, 3, ..., n - fc 

.1) rx2s(k+j-i) 

Dann hat die Gleichung (0.1) das Hauptsystem 

rl-2s-\n~i r „„l-2s-[i-í 
xs(n~ "t^Thf^Y+^Y '-1-2 -• 

Die Behauptung folgt aus dem Satz 2.3, wo wir h = xs, H = [c/(l - 2s)] x1 

setzen. 
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Bemerkungen 3.1. a) Für s = 0 erhalten wir folgende Behauptung: Wenn 
Ĵ ° \A — c2| dx < oo, j ^ l̂ kl dx < oo, k = 3, 4,. . . , n, gilt, dann hat die Glei
chung (0.1) daß Hauptsystem [sin ex]""*. [cos ex]1"1 + 0(1), i = 1, 2,. . . , n. 

b) Für s > 0 können wir (3.1) durch die Bedingung J* x2,(""1) |cofc| dx < oo> 
k = 3, 4,. . . , n - 2, n, /* x2s(w~2) Ico^J dx < oo ersetzen. 

c) Für s < 0 können wir (3.1) durch die Bedingung f̂ ° x2s(fc-1) IcaJ dx < oo, 
k = 3, 4,. . . , n ersetzen. 

3.2. Es gelten folgende Voraussetzungen: 

dx < oo , a = Konst. > ~, A a 

X A 
x2 1 

/•oo /*oo 

x"*"1!^) dx < oo , k = 3, 4,. . . , n — 2, n , x""2!^...!! dx < oo . 
Ja Ja 

Dann haf die Gleichung (0.1) das Hauptsystem 

x(w~1)/2{[sin (a - \f In x]w~'. [cos (a - if In x]1"1 + 0(1)} , 

i = 1, 2,. . . , n. 

Die Behauptung folgt aus dem Satze 2.4 (siehe Folgerung 2), wo wir h = (a — i)~*x* 
setzen. 

3.3. Es gelten folgende Voraussetzungen: 

A *£ c2, c = Konst. > 0, AT* ist konvex. 

^

00 

|cofc|dx < oo , fc = 3, 4, ..., n . 

Dann ha* die Gleichung (0.1) das Hauptsystem 

(3.3) ^- ("-1) /4IHän f V dsT ' . [cos PA* dsT + 0(1)1 , 

i = 1,2,..., n. 

Wenn wir h = AT* wählen, so können wir uns leicht überzeugen, dass die Voraus
setzungen a)—c) des Satzes 2.4 erfüllt sind, siehe z.B. [1], Seite 517. Ebenfalls wird 
die Voraussetzung d) des Satzes 2.4 erfüllt, wenn (3.2) gilt, denn die Funktion A~* 
beschränkt ist. Wenn wir die gewählte Funktion h in (2.4) einsetzen, wo die Funk
tion H durch die Formel (1.5) bestimmt ist, so erhalten wir (3.3). 

84 



Literatur 

[1] M. Ráb: Asymptotische Eigenschaften der Lösungen der Differentialgleichung / ' + Л(x) y — 

= 0. Czech. Math. J. 8 (83), 1958, 513—519. 

[2] M. Ráb: Über lineare Perturbationen eines Systems von linearen Differentialgleichungen. 

Czech. Мath. J. 8 (83), 1958, 222—229. 

[З] J. Mařík, M. Ráb: Asymptotische Formeln für die Lösungen der DiŕľerentialgІeichung 

У" + q(x) y = 0. Czech. Math. Ј. 14 (89), 1964, 203—221. 

[4] Z. Hustý: Die Iteration homogener linearer DifFerentialgleichungen. Publ. Fac. Sci. Univ. 

Ј. E. Purkyn , Brno, No 449, 23—56 (1964). 

[5] J. Dula: Asymptotické vzorce pro řešení rovnice y(4) + ЮAУ + (10A' + co) ÿ + [3(ЗA2 + 
+ A") + co^] y = 0 v případ oscilatorickém. Diplomarbeit. Přírodov decká fakuîta Univ. 
Ј. E. Purkyn , Brno, 1962. 

Souhrn 

ASYMPTOTICKÉ VZORCE PRO INTEGRÁLY 
HOMOGENNÍ LINEÁRNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE n-TÉHO RÁDU 

V OSCILATORICKÉM PŘÍPADĚ 

ZDENĚK HUSTÝ, Brno 

V práci jsou zobecněny pro integrály homogenní lineární diferenciální rovnice 
— kratčeji rovnice — n-tého řádu asymptotické vzorce známé u oscilatorických rovnic 
druhého řádu. Jestliže např. rovnice y" + 3/(n + 1) A2y = 0, A2e Cn„2(l), I = 
= <a, co), má fundamentální systém u = ři[sin H + o(l)], v = /i[cos H + o(l)], 
ii = hH'[cos H + o(l), v' = -hH'[sin H +0(1)], kde 0 < h e C2(l), lim hh' = 0, 

0 < HeC2(l), H' > 0, pak rovnice (A) /"> + f (n\ A^'^ = 0, Aše C0(I), 

i = 3,4,...,n, má fundamentální systém hw~1[sin,,"l.fírcosi""1J[f+0(l)], ř = l,2,...,n, 
jestliže |A(

2
r)| S M = konst. > 0, r = 0,1,.. ., n - 5, J? h2in-l)(H')n-k-j\cok\ dx<oo, 

fc = 3, 4,..., n, j = 0, 2, 3,..., n — fc. Funkce coh i = 3, 4,..., n jsou fundamentální 
semiinvarianty rovnice (A). Zvolíme-li např. h = 1, H = cx, obdržíme následující 
tvrzení: Jestliže |A(

2
r)| ^ M = konst. > 0, Ĵ ° |A - c2\ dx < co, (.4 = 3/(n + 1) Al2), 

c = konst > 0, J* |a>J dx < co, fc = 3, 4,..., n, pak rovnice (A) má fundamen
tální systém sinw~ř cx cos1*"1 cx + o(l), í = 1, 2, ..., n. 
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Резюме 

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ РЕШЕНИЙ 
ОДНОРОДНОГО ЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

УРАВНЕНИЯ и-ОГО ПОРЯДКА В СЛУЧАЕ КОЛЕБЛЕМОСТИ 

ЗДЕНЕК ГУСТЫ (2с1епёк Нш*у), Брно 

В работе обобщены для решений однородного линейного дифференциально
го уравнения — короче уравнения — п-ого порядка асимптотические формулы, 
которые известны для колебательных уравнений второго порядка. Если, 
например, уравнение у" + 3/(п + 1) А2у = О, А2 е Сй.2(/), I = <а, оо), имеет 
фундаментальную систему и = й[$1пЯ + о(1)], V = к[со$Н + о(1)], и' = 
= Ш'[со8 Я + о(1)], V' = -йЯ'[>1п Я + 0(1)] где 0 < к е С2(/), Шп кк' = 0, 

х-+оо 

0 < Я б С2(1\ Н' > 0, то уравнение (А) у<"> + X Г ) А1У

{п~'1) = 0, 4, € С0(1), 

?" = 3, 4,..., п, имеет фундаментальную систему йл~1[81пг,~|Ясо81~1 Я + 0(1)], 
1 = 1, 2,..., п, если И(

2

Г)| = М = кот*. > 0, г = 0,1,..., п - 5, $? А2*"-" . 
(Я')и"*"7]а)к| их < со, к = 3, 4,..., п, I = 0, 2, 3,..., п - /с. Функции <оь г = 3, 

4,..., п являются фундаментальными семиинвариантами уравнения (А). Если 
выберем, например, к = 1, Я = сх, получим следующие утверждения: если 
И(

2

Г)1 = М = кош*. > 0, /^ И - с2\ их < оо (Л = 3/(п + 1) Л2), с = кош*. > 0, 
/* |в>*1 ^х < оо, к = 3, 4,..., п, то уравнение (А) имеет фундаментальную систе
му впг^'схсоз1"1 сх + 0(1), * = 1, 2,..., п. 
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