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ASYMPTOTISCHE FORMELN FUR DIE LOSUNGEN
HOMOGENER LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
n-TER ORDNUNG IM OSZILLATORISCHEN FALL

ZDENEK HusTtY, Brno
(Eingegangen am 19. Februar 1964)
Diese Arbeit stellt ein Studium der asymptotischen Eigenschaften der
Losungen homogener linearer Differentialgleichungen der n-ten Ordnung
dar. Den Ausgangspunkt bildeten die bekannten Eigenschaften der Lésungen

binomischer Gleichung der zweiten Ordnung im oszillatorischen Fall, die auf
eine Gleichung der n-ten Ordnung verallgemeinert wurden.

VORBEMERKUNGEN

Es sei eine homogene linerare Differentialgleichung mit der Dimension — kurz
Gleichung — in der halbkanonischen Form

(0.1) y™(x) +iZn:2 <:l> Ax)y" D (x) =0, xeJ =(a, )

gegeben, wo der Koeffizient A; die Dimension i hat und A4, € C,_,(J), 4;€ Co(J),
i = 3,4,..., n. Die Gleichung (0.1) kénnen wir auf perturbierte Form

(0.2) I(y, A;) +§3 (':) wx) y* 9 (x) = 0
iiberfithren, wo v
(0.3) L(y, 4;) = y™ (x) + éz (':) f{A2) y* P (x) =0

die iterierte Gleichung n-ter Ordnung, f,-(Az) das iterierte Polynom der Dimension i
und w{(x) = A4, — fi(A4,) die Hauptsemiinvariante der Dimension i der Gleichung
(0.1) ist. Die Gleichung (0.3) ist quasiidentisch mit der Gleichung, die wir durch
(n — 1)-fache Iteration der Gleichung u?y" — (n — 1) uu’y = 0 erhalten, wo u eine
beliebige Losung der Gleichung

3
(0.4) Y+ Ay =0
n

+1
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ist. Die iterierte Gleichung (0.3) besitzt das Hauptsystem
(0.5 yi=u"h" i=1,2,..,n

wo u, v unabhingige Integrale der Gleichung (0.4) sind, siehe [4].

. 1. HILFSSATZE

Hilfssatz 1.1. Ist h, H e C,(J) und gelten ferner folgende Voraussetzungen

h>0, limhh' =0, H>0, H >0,

00 217y )
I—(-h—y——z-ldx<oo, |hh" — H'*h? + Ah?*|dx < 0,

« WH o

dann hat die Gleichung (0.4), wo
3
1.1 A= A
(1.1) n+1 2
ist, das Hauptsystem
(1.2) u = h[sin H + o(1)], v = h[cos H + o(1)]
mit den Ableitungen
(1.3) u' = hH'[cos H + o(1)], v = — hH'[sin H + o(1)],
siehe [3].
Bemerkungen 1.2. a) Ist h > 0, h € Cy(J), lim hh’ = 0 und
(1.4) f k" — k=2 + AR dx < o,
dann gelten fiir das Hauptsystem der Gleichung (0.4) die Formeln (1.2), (1.3), wo wir
. -

(1.5) H= f s
setzen.

b) Essei h > 0, he C,(J) und es gelte (1.4). Dann hat die Gleichung (0.4) das
Hauptsystem (1.2) mit den Ableitungen

(1.6) W = % {hi'[sin H + o(1)] + [cos H + o(1)]} ,
o = % {h'[cos H + o(1)] — [sin H + o(1)]} ,
wo die Funktion H durch die Formel (1.5) bestimmt wird, siehe [1].
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Hilfssatz 1.3. Es sei W(x) die Wronskische Determinante der Funktionen (0.5),
welche das Hauptsystem der Gleichung (0.3) bilden und es sei W,(x) das Komple-
ment des Elementes y{; ") in der Wronskischen Determinante W(x). Ist ferner

(1) [ W)

a(x) (W )Pl dx < oo,
20| ) o2y
i,m=1,2,...,n, so hat die Gleichung (0.1). das Hauptsystem

(1.8) u"" e, + o(1)], ¢;=ZKonst., i=1,2,...,n,
siehe [2].
Hilfssatz 1.4. Ist u eine Losung der Gleichung (0.4), so ist

)
(W) = R w= Wy tf(4), j=12.m,

wo fJ(A) das j-te Polynom des Elementes A der Dimension p ist, das der Gleichung
I3

A =(r =i+ p+ D7) - (= n+ )AL + [FZIAT
p=23..,j, flA)=rr-1)..(r—j+1),
A7 (4) = F3H(4) = f71(4) = 0 entspricht.
Der Hilfssatz 1.4 kann durch Induktion nach j bewiesen werden.

Hilfssatz 1.5. Sind u, v beliebige Integrale der Gleichung (0.4), so ist
(1.9) ;
ve)(!) — Z z Z ( ) u" j+l+p vq-l+v (ur)j—l—y (U’)'_vf:;—l(A)f:(A)', ] é n.

1=0u=0v=0

Der Hilfssatz 1.5 kann durch die bekannte Leibnizsche Formel fiir die Ableitung
des Produktes zweier Funktionen und den Hilfssatz 1.4 bewiesen werden.

2. ASYMPTOTISCHE FORMELN

Satz 2.1. Es existieren derartige positive Funktionen ¢(x), ¥(x), dass

(2.1) u = 0[p(x)], v =O[Y(x)],
wo u eine allgemeine Lisung der Gleichung (0.4) ist. Wenn ferner

(2.2) |AP] £ M = Konst. > 0 im Intervall J, r=0,1,...,n -5,

(2.3) f @RI 2Yn—kij  dx < o0,
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k=3,4,...,nj=0,23,...,n — k, ist, dann hat die Gleichung (0.1) das Haupt-
system (1.8). v

Beweis. Nach dem Hilfssatze 1.3 geniigt es zu zeigen, dass (2.3) = (1.7), wenn
. die Voraussetzungen des Satzes 2.1 erfiillt sind. Wenn wir den Hilfssatz 1.5 in (1.7)

anwenden, so erhalten wir die Ungleichungen

)]
Pal) gpgumtobs o gimt a0 (=4t 11741 4) £ )

e

i,m=1,2,...,n. Da W(x) = Konst., W,(x) = O[¢""!(x)], m=1,2,...,n und
die Funktionen f{(A), s =0,2,3,...,n— 3, r =2,3,...,n — 3 beschrinkt sind,
so gelangen wir mit Beriicksichtigung von (2.1) mittels der oben angefiihrten Unglei-
chungen zu dem Schluss, dass (2.3) = (1.7), wo j = p + v gesetzt wurde.

SN A A

dx,

Bemerkungen 2.2. a) Es gelten die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1.1. Es sei
u eine allgemeine Losung der Gleichung (0.4). Nach (1.2), (1.3) gilt (2.1), wo wir
@(x) = h, Y(x) = hH’ setzen.

b) Es gelten die in der Bemerkung 1.2 b) angefiihrten Voraussetzungen und es sei
|hh'| < n = Konst. > 0. Es sei ferner u eine allgemeine Losung der Gleichung (0.4).
Dann gelten nach (1.2), (1.6) die Formeln (2.1), wo wir ¢(x) = h, Y(x) = 1/h setzen.

Satz 2.3. Es gelten folgende Voraussetzungen:
a) |4l <M =Konst. >0, r=0,1,...,n -5,
b) he Co(J) h>0, limhh"=0, HeCyJ), H>0, H >0,

X—* 00

00 2 AV 0
c)f %)‘Iduoo, f |hh* — H'?h?* + Ah?*|dx < o0,

d)j R2O-D(H % T || dx < o0, k = 3,4,...,n, j=023..,n—k.

Dann hat die Gleichung (0.1) das Hauptsystem
(2.9) "~ ![sin" *Hcos' *H + o(1)], i=12,..,n.

Der Satz 2.3 kann mittels des Satzes 2.1, des Hilfsatzes 1.1 und der Bemerkung 2.2
a) leicht bewiesen werden.
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Satz 2.4. Es gelten folgende Voraussetzungen: .

a) |4 <M =Konst. >0, r=0,1,...,n -5,
b) he C)(J), h >0, |hh'| <n = Konst. >0,

c)J‘ |[hh" — h=2 + Ah*|dx < o,

d)jhz("”_”lwkldx<oo, k=34,....n, j=0,2,...,n—k.

Dann hat die Gleichung (0.1) das Hauptsystem (2.4), wo die Funktion H durch die
Formel (1.5) bestimmt ist. -

Der Satz 2.4 kann mittels des Satzes 2.1, der Bemerkungen 1.2 b) und 2.2 b) leicht
bewiesen werden.

Folgerung 1. Es gelten die Voraussetzungen a)—c) des Satzes 2.4. Wenn die
Funktion h im Intervall J beschrdnkt ist, dann kénnen wir die Voraussetzung d)
durch die Voraussetzung f:" o dx < 0o, k=3,4,...,n ersetzen.

Folgerung 2. Es gelten die Voraussetzungen a)—c) des Satzes 2.4. Wenn die
Ungleichung h = 1 fiir alle genug grossen x gilt, so ist die Voraussetzung d) erfiillt,
wenn

[2r* Vg ldx <o, k=3,4,...,n~2n, [Ph*" D|w,_ |dx <o gilt.

3. ANWENDUNGEN

Im 3. Kapitel fiihren wir einige Anwendungen der Sitze aus dem 2. Kapitel an.
Wir werden immer voraussetzen, dass (2.2) gilt; ferner verwenden wir die in (1.1)
eingefiihrte Bezeichnung.

3.1. Es gelten folgende Voraussetzungen:

@
Ix'zsle4‘—c2|dx<w, ¢ = Konst. >0, s = Konst. <1,

a

(3.1) j x2k+i=D g )dx <0, k=3,4,..,n, j=02,3,...n—k.
Dann hat die Gleichung (0.1) das Hauptsystem

1-2s"n~i 1-2s7i—1
xS =1) {[Sin ix - ] - [cos ix - ] + 0(1)} , i=12...n.
— 25 — 45

Die Behauptung folgt aus dem Satz 2.3, wo wir h = x°, H = [¢/(1 — 25)] x' "%
setzen.
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Bemerkungen 3.1. a) Fiir s =0 erhalten wir folgende Behauptung: Wenn
214 — ldx < o0, [ |ogldx < 0, k=3,4,...,n, gilt, dann hat die Glei-
chung (0.1) dgs Hauptsystem [sin ex]"~* . [cos ex]'™* + o(1), i = 1,2,...,n.

b) Fiir s > 0 konnen wir (3.1) durch die Bedingung [P x**®~D |o,|dx < o0»
k=3,4,....,n—2,n, [?x*"?|w,_,|dx < oo ersetzen.

¢) Fiir s <0 konnen wir (3.1) durch die Bedingung [? x**~V |o,|dx < oo,
k=3,4,..., nersetzen.

3.2. Es gelten folgende Voraussetzungen:
0

j x
a

Jx""lwddx<oo, k=3,4,...n—2n, Jx”"zlwn_lldx<m.

o
4-=
X

dx < o, a = Konst. > J,

a

Dann hat die Gleichung (0.1) das Hauptsystem
x" D2 {[sin (@ — $)  Inx]""". [cos (@ — $)  In x]"! + o(1)},
i=12,...,n
Die Behauptung folgt aus dem Satze 2.4 (siehe Folgerung 2), wo wir h = (o —%) " *x*
setzen.
3.3. Es gelten folgende Voraussetzungen:

A =% ¢ = Konst. > 0, A * ist konvex.

(3:2) j lo dx < 00, k=3,4,....n.

Dann hat die Gleichung (0.1) das Hauptsystem

(3.3) A‘("'l)"{[sin f :A* ds]"—i .[cos J :A* ds]i_l + 0(1)} ,

i=12,...,n ]

Wenn wir b = A~ * wihlen, so konnen wir uns leicht iiberzeugen, dass die Voraus-
setzungen a)—c) des Satzes 2.4 erfiillt sind, siehe z.B. [1], Seite 517. Ebenfalls wird
die Voraussetzung d) des Satzes 2.4 erfiillt, wenn (3.2) gilt, denn die Funktion 4~*
beschrinkt ist. Wenn wir die gewihlte Funktion k in (2.4) einsetzen, wo die Funk-
tion H durch die Formel (1.5) bestimmt ist, so erhalten wir (3.3).
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Souhrn

ASYMPTOTICKE VZORCE PRO INTEGRALY
HOMOGENN{ LINEARNI DIFERENCIALNi ROVNICE n-TEHO RADU
V OSCILATORICKEM PRIPADE

ZpENEK Husty, Brno

V préci jsou zobecnény pro integrdly homogenni linedrni diferencidlni rovnice
— kratéeji rovnice — n-tého fddu asymptotické vzorce zndmé u oscilatorickych rovnic
druhého fddu. JestliZe napf. rovnice y” + 3/(n + 1) 4,y =0, 4,€C,_,(I), I =
= (a, ), md fundamentdlni systém u = h[sin H + o(1)], v = h[cos H + o(1)],
u" = hH'[cos H + o(1), v" = —hH'[sin H +0(1)], kde 0 < h e Cy(I), lim hh' = 0,

X=>

0 < He Cy(I), H' > 0, pak rovnice (A) y™ + Y (n) Ay =0, A,eCyI),
i=2 \i

i=3,4,...,n, md fundamentdlni systém A"~ '[sin"~* H cos’™ ! H+0(1)], i=1,2,...,n,
jestlize |AP| < M =konst. >0, r=0,1,...,n—5, [2h2® D (H) *J|g,] dx<oo,
k=3,4...,n j=0,23, .., n—k. Funkce w;, i =3, 4,..., n jsou fundamentdlni
semiinvarianty rovnice (A). Zvolime-li napf. h = 1, H = cx, obdrZime ndsledujici
tvrzeni: Jestlize |43’| < M = konst. > 0, (2|4 — ¢?|dx < 00,(4 = 3/(n + 1) 4;),
¢ = konst > 0, [ |w)dx < o0, k=3,4,...,n, pak rovnice (A) m4 fundamen-
tdlni systém sin"~F ex cos' "' ex + o(1), i =1,2,...,n.
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Pe3rome

ACUMIITOTUYECKUE ®OPMyIbl AJIS1 PENIEHUNA
OJHOPOIHOI'O JIMHEMHOI'O NqU®PEPEHIIUAJIBHOIO
VPABHEHUS »n-OT'O IOPSOKA B CJIYUYAE KOJIEBJIEMOCTH

3JEHEK I'VCTBI (Zden&k Husty), bpto

B paGoTe 0606LIEHBI IS pELEHi OOHOPOJHOTO JIMHEHHOro nuddeperuaIbHO-
ro YpaBHEHHMSI — KOPOYE YPaBHEHHS — n-Oro mopsaka aCUMNTOTHYECKHE HopMyIIb],
KOTOPBIE M3BECTHBI IJIsi KosiebaTenbHbIX ypaBHEHHH BToporo mopsaka. Ecmu,
HanpuMmep, ypasuernue y” + 3/(n + 1) A,y = 0, 4, € C,_,(I), I = {a, ), umeer
dynnamenTanbiylo cucremy u = h[sin H + o(1)], v = h[cos H + o(1)], v’ =
= hH'[cos H + o(1)], v’ = —hH'[sin H + o(1)] rae 0 < he Cy(I), lim hh’ = 0,

X—* 00

n
0 < He Cy(I), H' >0, To ypasuenue (4) y™ + ) (n) Ay P =0, A;e Cy(I),

i=2 \ i
i=3,4,...,n, umeer PynnamenTanpuyto cucremy h" ![sin" 'H cos'™* H + o(1)],
i=1,2..,n em |4} SM=konst. >0, r=0,1,...,n =5 [P "D,
(HY*odx <o, k=3,4,...,n,j=0,23,...,n— k. Oyuxmmm o, i =3,
4, ..., n ABIAAIOTCA BYHNAMEHTAJLHBIME CeMUMHBApUaHTaMu ypasHenus (A). Ecmu
BhiOepeM, Hampumep, h = 1, H = cx, mojyyuM CJICAYIOIIUE YTBEPKICHUA: €CIH
|AP] £ M =konst. >0, [?]|4—c* dx <o (4=3/(n+1)A4,), c=konst. >0,
[&loy) dx < 0, k = 3, 4, ..., n, TO ypaBHeHHe (A) uMeeT PyHIaMeHTaIbHYIO CHCTe-
My sin"“fexcosTlex + o(1), i =1,2,...,n.
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