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O ISTEJ SÚSTAVE DIOFANTICKÝCH ROVNÍC 

PAVEL BARTOŠ, Bratislava 

(Došlo dňa 5. júla 1967) 

V tejto úvahe sa zo všeobecní veta 3 z článku [1]. 
Ide o riešenie sústavy rovnic 

x 2 + x 3 + ... + xn = axxx, 
s*\ Xi + x 3 + ... + xn = a2x2 , 

xx + x 2 + ... + x n _ x = anxn, 

v priroďzených číslach x i 5 ah i = 1, 2, . . . , n, n = 3. O tom platí táto 

veta. Všetky riešenia sústavy (1) v prirodzených číslach xh a{ sa dostanu násle
dovně: 

ax, a29..., anje lubovolné riešenie rovnice 

(2) —A— + — — + ... + —i— = 1 
ai + 1 a2 + 1 an + 1 

v prirodzených číslach a 

M 
(3) x, = ~ . k , i = 1, 2, ..., n 

ai + 1 

fcde M j e najmenší spoločný násobok čísel ax + 1, i = 1, 2, . . . , n a k lubovolné 
prirodzené číslo. 

D ó k a z . Pričítajme na obe strany ř-tej rovnice (1), i = 1, 2, . . . , n9 číslo xh sústava 
dostane tvar 

(4) x x + x 2 + ... + xn = (ax + 1) x, = (a2 + 1) x 2 = ... = (an + l) xn 

a teda 

1 1 1 
+ + ... + a x + 1 aг + 1 a„ + 1 

XУ + í í ' + ... + Ъ. = i 
Xt + X2 + ... + Xя Xt + X2 + ... + X„ ^ ! + X2 + ... + Xв 
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číže (2) platí. Obrátene, nech at spíňajú rovnicu (2)1). Sústavu (1) pišme v tvare 

(5) 

-a^x^ + x2 + ... + xn = 0 
*i - a2x2 + ... + xn = 0 

i x + x2 + ... - anxn = 0 

Táto má netriviálně riešenie právě vtedy, keď 

(6) D 

Podlá příkladu 2 na straně 32 z [2] platí 

~ a, 1, . • * , 1 
1, ~a2, . • • , 1 

1, 1, • • • > -<*n 

= 0 

D = (-i)"K + i)(a2 + _)...(_•. + i)(i - - 1 - - - 4 - - ... - — M 
\ a ! + 1 a 2 + 1 an + 1/ 

a tak podmienka (6) je splněná. Este třeba dokázať, že kořene xt sú dané rovnicami (3). 
Determinant D má hodnosť n — 1. Je totiž podlá cit. vety z diela [2] 

-aí9 1, . . . , 1 
1, - a l 5 ..., 1 

1, 1, ..., ~ a n _ ! 

( - l ) « - Ҷ a 1 + l ) ( a 2 + l ) . . . ( a n _ 1 + l) 
1 

+ 1 a, + 1 ŕrO-
= ( - ! ) " (a 1 + l ) ( a 2 + l ) . . . ( ű п _ 1 + l ) . 

1 

a„ + 1 

a teda je rozny od nuly, takže pri určitých aí9 al9..., an tvoria kořene xí9 xl9..., xH 

jednoparametrovú množinu. Zo (4) je zřejmé, že 

x i : X2 :xи aг + 1 a 2 + 1 a„ + 1 

z čoho bezprostředné vyplývajú vzorce (3) pre všetky kladné celočíselné kořene 
xí9 x29..., xn sústavy (l) pri daných aí9 al9..., an spíňajúcich rovnicu (2). 

Tým je dókaz ukončený. 

P o z n á m k a . Ak xí9 xl9..., xn značia velkosti stráň n-uholníka (ktorý ponímame 
ako uzavretú lomenu čiaru pozostávajúcu z n úsečiek), potom vyhovujú len tie 
riešenia sústavy (l), v ktorých pre všetky i = 1,2, . „ . u platí a f > 1. L'ahko sá 

l) Použitím substitúcie at = bt — 1, i -= 1, 2,..., n dostane rovnica (2) tvar (l/*->i) + (l/62) + 
+ ... + (ljbn) =- 1, a teda ide o zvláštny případ tzv. optickej rovnice. 

485 



přesvědčíme, že pre n = 4 sú to tieto případy (ak nehladíme na možnosť permuto-
vania ař): 

al 
aг aъ a 4 

2 2 3 11 

2 2 5 5 

3 3 3 3 

at + 1 * 2 + 1 * з + l a 4 + 1 

3 3 4 12 

3 3 6 6 

4 4 4 4 

a teda čísla at sú prirodzené právě pre tie štvoruholníky, ktorých strany majú velkosti 
v poměre 

1) 4 : 4 : 3 : 1 ; 2) 2 : 2 : 1 : 1 ; 3) 1 : 1 : 1 : 1 

a tak rovnostranné štvoruholníky nemajú tej výnimočnosti ako rovnostranné troj-
uholníky podlá vety 1 v článku [1], 
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