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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 94 (1969), Praha 

O EXISTENCI HOMEOMORFNÍHO ZOBRAZENÍ GAUSSOVY ROVINY 
NA SEBE PŘEVÁDĚJÍCÍM DANOU ELEMENTÁRNÍ KŘIVKU 

NA KŘIVKU PO ČÁSTECH LINEÁRNÍ 

ILJA ČERNÝ, Praha 

(Došlo dne 25. března 1968) 

1.1. V celém článku budeme užívat terminologie a označení z [1]. E t resp. E resp. S 
bude množina všech konečných reálných čísel resp. množina všech konečných 
komplexních čísel (otevřená Gausssova rovina) resp. množina E zvětšená o bod co 
(uzavřená Gaussova rovina). 

V S zavádíme topologii pomocí okolí U(z, e) jednotlivých bodů z: Pro zsE zna
mená U(z, e) otevřený kruh o středu z a poloměru e, U(oo, e) je vnějšek kruhu o stře
du 0 a poloměru 1/e (k němuž ovšem počítáme bod co); předpokládáme přitom 
(v obou případech), že e e (0, co). S je pak metrisovatelný topologický prostor; 
metrikou v S, která indukuje zavedenou topologii, je např. metrika £* z [1], str. 24. 

Omezenou nazýváme takovou množinu M c S, která je obsažena v jistém U(0, e). 

1.2. Křivkou budeme rozumět každé spojité zobrazení cp (libovolného) kompaktní
ho intervalu <a, /?> c E t do S. Body <l>(a), cp(fi) nazýváme krajními body křivky cp; 
bod <p(a) = p . b . <p resp. cp(fí) = k . b . cp je přitom počáteční resp. koncový bod této 
křivky. Množině 

(i) <<p> = <p««, fi» 

budeme říkat geometrický obraz křivky cp; dále zavedeme označení 

(2) (cp) = <p«a, p)) , (<p> = <K(a, j8» , (tp) = cp((a, p)). 

Je-li <<p> cz M, budeme říkat, že cp je křivkou v M. 
Je-li cp jako dosud, bude -cp křivka definovaná v <-/>, ~a> předpisem 

(3) ( ^ ) ( 0 = <K-0-
Je-li ještě ý křivka definovaná v <y, 5>, pro niž je p . b . ý = k . b . <p, bude co = 

= q> + ý křivka definovaná v <a, /? + 6 — y) předpisem 
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\ n ř - /ř 4- y) pro i e </?, j8 + <5 - y> . 

Analogicky se definuje (pt 4- . . . + <p„ (za předpokladu, že n ^ 2 a že p . b . <pf = 
= k . b . 9 ^ ! pro i = 2,..., n). Je-li <p — ^ + .. . + <pn, nazýváme každou z kři
vek <pf čásí/ cp. Místo <p + (—tfO píšeme krátce cp — i//. 

1.3. Je-li cp křivka definovaná v <a, jčf> a je-li <p(a) = <?(/?), říkáme, že <p je uzavřená 
křivka; jsou-li kromě toho obě parciální zobrazení (p | <a, /?), <p | (a, /?> prostá, nazý
váme cp Jordánovou křivkou. Geometrický obraz Jordánovy křivky se nazývá íoj>0-
logická kružnice. Je-li hranicí nějaké oblasti (tj. souvislé otevřené množiny) Q topo
logická kružnice, říkáme, že Q je Jordánova oblast. 

Jordánovu větu (sr. s [1], str. 108) lze vyslovit také takto: Je-li cp Jordánova křivka, 
má S — <<p> právě dvě komponenty; jsou to Jordánovy oblasti, jejichž společnou 
hranicí je <<p>. 

Je-li cp Jordánova křivka v E, obsahuje jedna z komponent množiny S — <<p> 
bod co, druhá je omezená. První z uvedených komponent značíme Ext cp nebo Ext <<p> 
a nazýváme vnějškem cp nebo <<p>, druhou značíme Int cp nebo Int <<p> a nazýváme 
vnitřkem (p nebo <<p>. 

V [1] (str. 214) je zavedena definice indexu bodu z0e S — <<p> vzhledem k uzavře
né křivce cp v E; označení: ind^ z 0. V [1] jsou také dokázány základní vlastnosti 
funkce ind^, z nichž některé budeme potřebovat: Funkce ind^je konstantní v každé 
komponentě množiny S — <<p>; v neomezené komponentě je přitom ind^ = 0. 
Je-li cp Jordánova křivka v E, je ind^ v Int cp roven bud + 1 nebo — 1; v prvním (ve 
druhém) případě říkáme, že křivka cp je kladně (záporně) orientována. 

1.4. Obloukem (sr. s [1], str. 95) rozumíme geometrický obraz libovolné prosté 
křivky, tj. obraz libovolného kompaktního intervalu <a, j8> c Er při libovolném 
prostém spojitém (tedy homeomorfním) zobrazení do S. Je-li cp prostá po částech 
lineární křivka, nazýváme <<p> prostou lomenou čarou. 

Je-li cp prostá křivka definovaná v <a, J?>, pro niž je <<p> = L, lze ukázat, že množi
na (<p(a), cp(f})} nezávisí na bližší volbě křivky cp (sr. s [1], str. 95); body <p(a), cp(fi) 
nazýváme krajními body oblouku L. Jestliže pro každou dvojici různých bodů 
zu z2 z Lpoložíme zx -< z2> když <P-i(zi) < <P-i(zi), stane se Luspořádanou mno
žinou, v níž je cp(oc) prvním, cp(fi) posledním bodem. Lze ukázat, že totéž uspořádání 
bychom dostali, kdybychom vyšli od jiné prosté křivky ý, pro niž je <</'> = L, 
p . b . ý = p . b . cp. (Sr. s [1], str. 96.) Zavedeme-li popsaným způsobem v L uspo
řádání, budeme říkat, že jsme oblouk L orientovali; bod cp(a) resp. cp(fi) nazveme po
čátečním resp. koncovým bodem orientovaného oblouku LSL označíme p . b . L resp. 
k. b . L. Je-li L oblouk s krajními body a, b, existuje (právě jedna) orientace oblouku L, 
při níž je a = p . b . L (a b = k . b . L). 
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Otevřeným obloukem příslušným k L nazveme množinu £, která vznikne z L 
odstraněním obou jeho krajních bodů. 

Je-li C topologická kružnice, a 4= b dva její body, existují právě dva různé oblouky 
Ll9 L2 s krajními body a9 b obsažené v C; je pro ně Lt u L2 = C, Lt n L2 = L t n 
n £2 = 0. (Sr. s [1], str. 175.) Nastane-li pro oblouky Lí9 L2 právě popsaná situace, 
nazveme L2 obloukem komplementárním k Ltv C. 

1,5. Úvahy o „0 - křivkách" z [1] (str. 182-185) doplníme třemi větami, které 
budeme v dalším často potřebovat. 

Věta 1. Nechť 

(5) Xj (j = 1, 2, 3) jsou prosté křivky v E, 

pro něž je 

(6) . p . b . Xj == a , k . b . A; = b pro j = 1, 2, 3 , 

(7) množiny (Xj) (j = 1, 2, 3) jsou disjunktní. 

K Nechť (Jordánova) křivka Xt •*- X2je kladně orientována a nechť (X3) c Int (Xt -
-A 2 ). 

Pak jsou i křivky Xx - A3, A3 - X2 kladně orientovány a je 

(8) Int (X, - A2) - (A3) = Int (X, - A3) u Int (X3 - A2), 

kde Jordánovy oblasti vpravo jsou disjunktní. 

Důkaz. (8) plyne ihned z věty 113 a jejího dodatku (viz [1], str. 182-183); zbývá 
dokázat tvrzení o orientaci křivek X1 ~ X3 a X3 — A2. Podle známých vět o indexu 
bodu vzhledem ke křivce (viz [1]) je 

(9) ind^-M, = indA^Aa + ind^x2 *) • 

Zvolme libovolně bod z i eInt(A 1 — A3); podle (8) je pak z ^ I n t ^ — A2), 
takže vzhledem ke kladné orientaci křivky X% — X2 je na levé straně (9) (po dosaze
ní z t) +1. Vzhledem k (8) je zx e Ext (X3 — A2), takže druhý člen vpravo je 0; první 
člen vpravo je tedy 4-1, takže křivka X1 — X3 je kladně orientována. 

Zcela analogicky se dokáže kladná orientace křivky X3 - A2. 

*) Pokud budeme psát rovnost mezi indexy bodu vzhledem ke křivce, budeme tím vždy rozu
mět rovnost v průniku definičních oborů příslušných indexů; v případě (9) se tedy jedná o rovnost 
v S - « A 1 * > U < A 2 > u a 3 » . 
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Věta 2. Nechť platí (5), (6) a (7). Nechť křivka Xx - X2 je kladně orientována 
a nechť (X3) c Ext(A t -̂  A2). Pak jsou jen tyto dvě možnosti: 

1. Křivky Xx ~ X3, X2 •> X3jsou kladně orientovány a zároveň 

(10)! (Xx) c Ext (X2 - X3), (X2) c Int (Xx - A3) , 

(11)! Int (kx - X3) - (A2) = Int (Xx -*- A2) u Int (A2 --- A3), 

kde množiny vpravo jsou disjunktní, 

(12)j množina S — (</li> u </l2> u <A3>) má komponenty 

Int (Áx - X2), Ext (Ai --- A3), Int (A2 --- A3). 

2. Křivky X3 — Al9 A3 — X2jsou kladně orientovány a zároveň 

(10)2 (Aj) c Int (A3 - A2) , (A2) c Ext (A3 - Xx), 

(11)2 Int (A3 - X2) - (AO = Int (Xx - A2) u Int (A3 - At), 

kde množiny vpravo jsou disjunktní, 

(12)2 množina S — (</!<!> u <A2> u <A3>) má komponenty 

Int (Xx - A2), Int (X3 - /li), Ext (/t3 - X2). 

D ů k a z . Podle důsledku 1 věty 113 z [1] (str. 183) plyne z podmínky (X3) c 
c Ext (/li — X2), že Int ( i t — X2) je jednou z komponent množiny S — A, kde /l = 
= (Xxy u <A2> u <A3>. Jsou jen tyto dvě možnosti: Komponentami S — A jsou 

1. Ext (Ai -*- X3), Int (X2 ~ X3), 
2. Int (X3 - Xx), Ext (X3 - X2). 

Z citovaného důsledku ihned plyne, že v případě 1 resp. 2 platí (l0)i—(12)x resp. 
(10)2 —(12)2. Zbývá tedy dokázat tvrzení o orientaci křivek Xx — X3, X2 — X3; k tomu 
stačí užít (9), ( l l ) x resp. (11)2 a téže metody jako v důkazu věty 1. 

Snadným důsledkem věty 2 je toto tvrzení: 

Věta 3. Nechť Jordánovy křivky x a <o j^ou kladně orientovány, nechť co = 
= cox + (o2 nebo co = co2 + cox, kde cox je část x, (coi) n <£> == 0- Jestliže existuje 
část Xi křivky x tak, že (xi) c Ext co, je Int co c Int #. 

D ů k a z . Protože index vzhledem ke křivce cox 4- co2 je roven indexu vzhledem ke 
křivce co2 -i- co1? můžeme bez újmy obecnosti předpokládat, že co = cox + co2 a že 
p . b . x = p . b . c o 1 . Pak je x = cox 4- X2 pro vhodnou křivku x2. Vzhledem k tomu, 
že 

fa) n <a)> = (Xi) n «co!> u (co2)) = 0 , 
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mají křivky 
Xt = o)t, X2 = -co2 , X3 = - ^ 2 

týž počáteční a týž koncový bod, přičemž množiny (Xj) (1 = 1, 2, 3) jsou disjunktní. 
Zřejmě je (xt) c (#2), takže (vzhledem k tomu, že (x2) n <co> = 0 a že (%i) <= Ext co) 
je (ti) c Ext co. 

Podle věty 2 — vzhledem k tomu, že křivky co = Xx — A2, ^ = Xt — A3 jsou kladně 
orientovány — je 

Int co = Int (At — A2) c Int (At — A3) = Int # 
(viz (11).). 

2.1. Elementární křivkou budeme nazývat uzavřenou křivku (p definovanou 
v <a, /?>, je-li množina 

(13) r = {t e <oe, j?>; existuje ť e <a, j8> tak, že ť # í, <p(ť) = <p(í)} 

konečná. 
Buďte 

(14) a = í a < *i < ••• <tM = P2) 

právě všechny body množiny Ta označme 

(15) q>t = c/>| Oi-uti> pro i = l, . . . , M . 

Je zřejmé, že každá křivka (pt je buď prostá (je-li (p(ti-i) # c/>(íř)) nebo Jordánova 
(je-li (p(ti„t) = cp(řř)) a že množiny 

(16) ((pi), ((p2),..., ((pM) jsou disjunktní. 

2.2. V odst. 2,2-2,4 provedeme jistý „rozklad" křivky <p; jeho vlastnosti jsou 
popsány ve větě 4. Křivka (p bude jako v odst. 2,1 a budeme užívat téhož označení; 
z technických důvodů jsme však nuceni psát q>(i) místo c/>ř. 

Položme i{ = 1. Je-li křivka cp(i{) prostá, je k . b . (p(i{) 4= p . b . (p(i{) = k . b . 
<p(M), takže i} 4= M, a existují čísla j tak, že k . b . (p(i{) = p . b . (p(j). 3) Buď i\ 
největší takové j . Je-li křivka^*}) 4- q>(i\) prostá, je opět i2 < M, a existuje největší i\ 
tak, že k . b . <p(i\) = p . b . <p(i\), atd. 

V konstrukci pokračujeme tak dlouho, až dojdeme k indexu i^ (Kx = 1), pro který 
křivka 

(17) ^i==cp(il) + ... + CP01.) 

není prostá. 

2) Body a,)? patří do T, neboť p(a) =- ,?(#). 
3) N a p ř . y = i í + 1. 
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Dokažme, že takto definovaná křivka ^i je Jordánova: To je zřejmé, když Kt = l 
(takže ^i = <p(i\))l buď tedy Ki > 1. Ze způsobu konstrukce plyne, že křivka 

<A? = <K*l) + ... + <K4~i) 

je pak prostá; protože ^1 = ^ 1 + ^Oic,) n e n í prostá, je nutně k . b . <p(iKi) e <^?>. 
Odtud plyne existence nejmenšího I, pro něž je 1 ^ I g K1? k . b . <p(iKi) = P * b . 
<p(i)). Kdyby bylo í < j £ Kl9 nebylo by iKi = M (protože by bylo k . b . <p(iKi) # 
=f= p . b . (p(i{) = k . b . (p(M))9 a iKí + 1 by bylo číslo větší než i) a nejvýše rovné M, 
pro které by bylo 

p . b . (p(iKi + 1) = k . b . q>(iK) = p . b . <p(i)) = k . b . <p(i)„t) ; 

to by však odporovalo pravidlu, podle kterého mělo být i) zvoleno. Je tedy j = 1 
a 1̂1 je v důsledku toho Jordánova křivka. 

2,3. Není-li {i{9..., iKí} = {1,..., M}4), buď i\ nejmenší číslo množiny {I,... 
...,M} - {ij,..., 4}.Pakjep.b.<p(ií) = k . b . < p O ? - í)e <*/>!>, neboť i\ - 1 = 
= ij pro vhodné j . Není-li k . b . q>(i\) e <i/>i>, je ÍJ < M (neboť k . b . <p(M) = 
= p . b . řl>(ř"í) e <^i>) a existuje největší číslo i\9 pro něž je p . b . <p(*2) = k . b . cp(i\). 
Není-li ani k . b . <p(i\)e <^i>, existuje největší číslo i\ tak, že p . b . q>(il) = 
= k . b . <p(í*2), atc*. V konstrukci pokračujeme tak dlouho, až dostaneme křivku 
(p(iK2), která má koncový bod na <^i>- Položíme pak 

(i8) ^2 = v(íi) + . . . + <K4)> 

načež je p . b . ý 2 e <^x>, k . b . ^ 2 e < î>» (^2) n <lAi> = 0-
Tvrdíme dále, že 

(19) {. i , . . . , .UM& ••••'•&-*• 

Z definice indexu jj ihned plyne, že i\ 4= i)9 je-li 1 ^ j g, Kv Z podmínky i* = i*, 
kde 1 < q S K29 l <L P ú Ku by plynulo, že k . b . <p(i\-i) = p . b . <p(i\) = 
= p . b . <p(ip) e <ir

/i>, což není možné, neboť konstrukce křivek <p(ij) by musela 
skončit nejpozději u <p(i\-^). Je tedy skutečně i\ 4= i\ (pro kterákoliv dvě čísla p9 q9 

pro něž je 1 g p ^ Ki, 1 <; <j <; K2)-
Dokažme, že křivka [j/2 je buď prostá nebo Jordánovi: Není-li ý2 prostá, existuje 

nejmenší j tak, že k . b . (p(i)) = p . b . <p(i\) pro vhodné k g j . Je-li j = 1, je ^ 2 ^ 
= (p(i\) Jordánova křivka a jsme hotovi. Buď tedy j > 1; z toho, jak bylo j defino
váno, plyne, že křivka 

Ý* = <p(i\) + ... + <K*,--i) 

je prostá; přitom (^*> n <^x> = 0. Kdyby bylo k . b . <p(ij) = p . b . <p(il)9 1 < 

4 ) Jak snadno nahlédneme, může tato rovnost nastat jen tehdy, když q> je Jordánova křivka. 
кt = м= 1. 
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< k = j , bylo by k . b . cp(i)) e (^*>, tedy k . b . <p(i)) # <^t>, takže by bylo i) < 
< M 5), p . b . (p(i) -f 1) = k . b. <p(i)) = p. b . (p(if) = k. b . <p(í*_ t), což by odporo
valo pravidlu, podle něhož mělo být nalezeno číslo i*. Z podmínek k. b . (p(i)) = 
= p . b . q>(il), 1 = k = ; tedy plyne, že kx = 1. Protože k . b . <p(ij) = p . b . (p(il) e 
6 <^!>, nepokračovala konstrukce dále než k indexu i), tj. je j = K2. Křivka i/>2 je 
tedy Jordánova. 

2,4. Není-lf 

(20) {i\,...,il}u{il,...,i2
K2} = {l,...,M}, 

existuje nejmenší z čísel 1,..., M, nepatřící do množiny na levé straně (20); označme 
je ij. Analogicky, jako jsme sestrojili křivku xj/2, definujme nyní křivku 

(21) ^ 3 = cp(il) + ... + <p(i3
K3) (kde K3 = 1) ; 

t//3 bude opět prostá nebo Jordánova, přičemž její krajní body budou ležet v <^i> u 
u (\l/2), zatímco (^3) bude s touto množinou disjunktní. Kromě toho budou disjunktní 
i množiny 

{ií9..., iKi), \ix,..., iKl), {1*1,..., iKi] . 

V konstrukci křivek ^i>^2»--- pokračujme tak dlouho, dokud {i{,..., i^J u 
u {i),..., í|2} u ... není rovno množině {1,..., M}. 

Je patrné, že platí toto tvrzení: 

Věta 4. Je-li (p elementární křivka definovaná v <a, /?>, jsou-li (14) právě 
všechny body množiny (13) a znamená-li (p(i) zobrazení cp | <ř f-i, íř>, existují 
křivky ýi,..., \f/P (P = 1) 5 těmito vlastnostmi: 

1. Každé ij/m má tvar cp(i™) -j- ... + <p(i^J, kde Km = 1; kaZdé Z č/se/ 1,..., M 
Je přitom rovno právě jednomu číslu i™, kde l = m = P, 1 :g j = Km. 

2. Křivka \j/i je Jordánova, každá z křivek \j/2,..., ^ p j e buď prostá nebo Jordá
nova. 

3. Je-li 1 < m = P, jsou krajní body křivky ^ m obsaženy v množině <ýi> u ... 
... u <^m-i>» kdežto (ým)je s touto množinou disjunktní. 

3,1. Buď 9JI neprázdný ronečný systém topologických kružnic obsažených v £. 
R 

Předpokládejme, že SOI lze rozložit na disjunktní sjednocení \J 9RQ (kde R = 0) a že 

prvky z SPI lze sestavit do prosté posloupnosti C0, Cl? ..., CN (kde N = 0) tak, aby 
platilo: 

i. a»0 = {Co}, «R* * 0. 

II. Při vhodné volbě bodů aneCn platí: Je-li Cwe9WQl, COTe9JlQ2, Qi = Q2, 

5 ) k . b . K M ) 6 ( ^ ) . 
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c» n Cm * 0, n # m, je buď £ i = Q2 a CB n Cm = {aB} = {am}, nebo 61 = 62 + 
+ 1 a C„ n Cm = {«„} 4= {am}.6) 

III. Je-li C„ e 9J?Q, 1 ^ Q = R, existuje právě jedno Cm e a H ^ tak, že C„ n Cm #= 
* 0 . 7 ) 

IV. Množiny Int Cl5..., Int CN jsou disjunktní a množina 

(22) U (Int С„ - {«„}) u Џ (J Int c„ 
С„eЯti Q = 2 СЄSЙQ 

je obsažena v jedné komponentě Q0 množiny S — C0.
8) 

Obr. 1. Příklad elementárního systému. (C0 patří do Wt0f Cl9C2,C3 do Wlif C4,..., C9 do 
SB2, Cio» •••» C 13 d o ^ 3 > ^3 4 d o ^ &o *= I n t co-> 

Pak řekneme, že 2R je elementární systém (topologických kružnic); číslo JV (o jed
ničku zmenšený počet prvků 9Pí) nazveme stupněm systému 9JI, topologickou kruž
nici C0 (jediný prvek podsystému 9Jl0) jeho basí. 

6 ) Je tedy a0 4= an pro každé n = 1,..., N. 
7 ) Z toho a z podmínky WtR 4= 0 ihned plyne, že WlQ =J= 0 pro každé Q = 0,..., R. 
8 ) Je tedy buď Í20 = Int C0 nebo Q0 = Ext C0. 
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Poznámka 1. Buď 991 = {Cn}nssQ elementární systém s basí C0. Jak snadno na
hlédneme, lze body ane C„, kde n = 1,..., N zvolit jen jedním způsobem tak, aby 
splňovaly shora uvedené podmínky II-IV. Je-li totiž an e Cn9 kde Cn e 50lQ, Q ^ 1, 
existuje podle III právě jedno Cm e "MQ-Í tak, že Cn n Cm #= 0, přičemž podle II je 
nutně {aj = Cn n Cw. 

Dále snadno nahlédneme, že {ai9...9aN} je množinou všech bodů, obsažených 
alespoň ve dv6u různých topologických kružnicích z 501. Z toho je patrné, že množina 
{ai9..., aN} závisí pouze na systému 501; nezávisí na očíslování prvků z 501 ani na volbě 
base systému 501. Dále je z toho patrné, že množiny C0, C t — {a j , ...9CN — {.%} 
jsou disjunktní. 

Poznámka 2. Ukažme, že platí: Obsahuje-li elementární systém 501 dva různé 
prvky A9 B9 pro něž je Int A n Int B # 0, má jen jednu basi; označíme-li ji C0 

N 

a jsou-li C 1 ? . . . , CN ostatní prvky z 501, je (J Int Cn c Int C0 (tj. množina O0 z pod-
» = i 

minky IV je rovna Int C0). 

Důkaz. Za uvedených předpokladů o A a B musí být jedna z těchto množin 
basí SR, neboť vnitřky dvou různých topologických kružnic z 501, z nichž žádná není 
basí 991, jsou podle IV disjunktní. 

Buď tedy např. C0 = A basí 501; z podmínky Int C0 n Int £ 4= 0 a ze IV ihned 
N 

plyne, že komponentou množiny S — C0, která obsahuje \J Int Cn9 je Int C0. 

Předpokládejme, že některá z topologických kružnic C e 991, C =f= C0, je také 
basí 991. Pak by muselo být buď Int C0 c Int C nebo Int C0 c Ext C; jak jsme již 
dokázali, je přitom Int C c Int C0. Protože C 4= C0, nemůže být zároveň Int C0 c 
c Int C. Kdyby bylo Int C0 c Ext C, dostali bychom z inkluse Int C c Int C0 in-
klusi Ext C0 c Ext C, tedy celkem vztah S = Int C0 u Ext C0 cz Ext C, což je 
nemožné. Topologická kružnice C0 je tedy skutečně jedinou basí systému 50?. 

Dále platí: Je-li 50Í elementární systém kladného stupně, C0 jeho base a obsahuje-li 
Int C0 vnitřky všech ostatních topologických kružnic Ci9..., CN z 501 je (podle IV) 
např. Int C0 n Int C t + 0, takže podle toho, co jsme již dokázali, je C0 jedinou 
basí systému 501. 

Z toho, co jsme řekli, tedy plyne, že má-li mít elementární systém 501 více než jednu 
basi, musí být jeho stupeň kladný a vnitřky topologických kružnic z 501 musí být 
disjunktní. Označíme-li C0 (kteroukoliv) basi systému 501, Ci9..., CN ostatní prvky 

N 

z 501, je tedy podle IV Í20 = Ext C0, (J Int Cn a Ext C0. 
ii -=i 

Nechť 501 je elementárním systémem kladného stupně N s basí C0; O0 nechť zna
mená totéž jako v podmínce IV. V dalším budeme studovat množinu 

(23) Q = ß 0 - U Int Cn 
в = l 
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V případě, že Q0 = Int C0, má systém 9K — podle toho, co jsme řekli nahoře — jen 
jednu basi C0 a 

N 

Q = Int C0 - U Int Cn. 
n = l 

V případě, že Q0 = Ext C0, může mít systém 951 sice více basí, ale množina 

N 

Q = 0 Ext Cn 
J I - = 0 

je zřejmě na bližší volbě base nezávislá. 
Z toho je patrné, že množina (23) je v případě, že stupeň systému SOI je kladný, 

závislá pouze na tomto systému — není závislá na volbě base systému 9PÍ. 

Dokažme toto tvrzení o množině (23): 

Věta 5. Je-li 90Í = {Cn}nzs0 elementární systém s basí C0 a je-li Q0 ta komponenta 
N 

množiny S — C0, která obsahuje \J Int Cn,je množina (23) jednoduše souvislá oblast 
N n = l 

s hranicí H(Q) = U Cn. 
n = 0 

Důkaz provedeme indukcí podle stupně N elementárního systému 951. Je-li N = 0, 
je Q = Q0 Jordánova oblast s hranicí C0; tvrzení tedy platí. 

Předpokládejme, že tvrzení platí pro každý elementární systém stupně N — 1 
(kde N > 0) a nechť 9JI je elementární systém stupně N jako nahoře. Označení 
můžeme volit ještě tak, že bude CN e 95lK. Je zřejmé, že {Cn}n~0 je elementární systém 
stupně N — 1. Podle indukčního předpokladu je tedy 

N-l 

Q* = Q0 _ U Int Cn 
»=o 

jednoduše souvislá oblast. Souvislost množiny Q* je ekvivalentní s podmínkou, že 
množina 

N - l 

S - fí* = (S - Q0) u U Int Cn 
n=i 

neroztíná S.9) Protože množina Int CN také neroztíná S (S -- Int CN = Ext CB je 
souvislá množina), protože S — Í2*, Int Cn jsou uzavřené množiny a protože průnik 

(24) (S - ß*) n Int C* = K } 

9) Definici viz v [1], str. 108. 
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je souvislý, neroztíná S podle známé Janiszewského věty10) ani množina 

(25) S - Q = (S - Q*) u Int C* = (S - O0) u U Int Cn. 
„=1 

To znamená, že .0 je souvislá množina, tedy oblast. 
Protože indukční předpoklad zaručuje souvislost množiny S — Í2*, je (v důsledku 

toho, že (24) je neprázdná množina) souvislá i množina (25); oblast Q je tedy jedno
duše souvislá. 

Dále je 
N N 

(26) S - = f í u U C n u ( S u U Int Cn), 
-i=o » = i 

~ JV 

kde Q je komponenta množiny S — C0, různá od Q0. Buď ze\J Cn — {au ..., aN}, 
H = 0 

takže je ze Cn pro vhodné n (O = n :g N); číslo n je přitom určeno jednoznačně, 
neboť množiny C0, Ci — {aj,..., CN — {%} jsou — jak jsme viděli nahoře — 
disjunktní. 

Je-li z € C0, je každé dost malé jeho okolí U(z) disjunktní s U Int Cw, neboť toto 
w - = l 

sjednocení je uzavřená množina neobsahující z; kromě toho je (podle Jordánovy 
věty) U(z) n Q0 =f= 0 pro každé okolí U(z) bodu z. Z toho plyne, že z € S. 

Je-li z e Cn pro některé n > O, je z e 0 0 , takže každé dost malé okolí U(z) je 
obsaženo v Q0; protože sjednocení všech Int Cn, kde 1 = m g N, m 4= n, je uzavřená 
množina neobsahující bod z, je s ním každé dost malé okolí U(z) disjunktní. Každé 
okolí U(z) bodu z však protíná Ext Cn; z toho opět plyne, že z e Q. 

N • 
Dokázali jsme tedy, že U Cn ~~ {ai> •••» aN} c ^5 protože Oje uzavřená množina, 

N « = o ^ JV 

je dokonce U C „ c í - - Protože množina Q u U Int Cn je otevřená a disjunktní s Q, 
»=-o n = l 

je částí S — Í2. Z toho zřejmě podle (26) plyne, že 

N 

Ú = Qu\JCn, 
w = 0 

a tedy 
N 

H(Q) = fi-í. = UC„, 
n = 0 

jak jsme měli dokázat. 

Definice. Buď 9JI jako ve větě 5, buď JV stupeň SR. Je-li JV = O, tj. SR = {C0}, 
nazveme každou z množin Int C0, Ext C0 elementární oblastí určenou systémem ffi. 
Je-li JV > O, nazveme elementární oblastí určenou systémem SR množinu (23) 

1 0 ) Viz [1], str. 172. 
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(která — jak víme z pozn. 2 — nezávisí na bližší volbě base systému 50i, ale jen na 
systému Síň). 

Stupněm (resp. basí) oblasti určené systémem 501 budeme rozumět stupeň (resp. 
kteroukoliv basi) systému 9JÍ. 

Poznámka 3. Každá omezená elementární oblast má podle pozn. 2 zřejmě jen 
jednu basi. 

Bylo by možné dokázat, že každá neomezená elementární oblast Q stupně N má 
právě N + 1 basí — právě všechny topologické kružnice ze systému 901, který oblast Q 
určuje, jsou totiž basemi SOI i Q. 

V dalším dokážeme, že komponentami množiny S — <c/>>, kde cp je elementární 
křivka v £, jsou elementární oblasti. Před tím však musíme zavést ještě některé další 
pojmy a dokázat několik netriviálních tvrzení. 

3,2. Předpokládejme, že 9JI = {Cn}n=0 Je elementární systém s basí C0 a že 

(27) Q0 = Int C0 , 

takže 9JI má jen jednu basi; užívejme označení z odst. 3,1. Pro každé n = 0,..., N 
existuje kladně orientovaná Jordánova křivka cow definovaná v <an, /?„>, pro niž je 
(con> = C„, an = p . b . co„. 

Položme 

(28) eQ~{con;<con>emQ}(OSQžR)9 S = l j e f i . 
(2=9 

Jak ihned nahlédneme11), existuje pro každé con e ®G, kde 1 ^ g ^ JR, právě jedno 
com e S tak, že p . b . con e (com); toto com patří do ®Q-1- Platí-li pro con9 com to, co jsme 
právě řekli, budeme psát con > com (nebo com < con). 

Jsou-li com, con dvě křivky z S, budeme psát cow < con (nebo con > com)9 právě když 
budou existovat indexy m0 = m, mu ..., mk = n (k > 0) tak, že bude 

(29) com = como < com < ... <o comk = con . 

Je-li buď com < con nebo com = con9 budeme psát com S u>n (nebo con = com). 
Vztah com < con určuje při daném co., křivku com jednoznačně; je-li tedy com < con9 

jsou i indexy mř v (29) určeny jednoznačně. 
Je-li com, con e <5Q pro jisté Q _ 1, přičemž am = an, existuje r tak, že cor < com 

cor < con: Zvolíme-li totiž r a s tak, že mr < com, cos < con9 musí být r = s, neboť bod 
am = an patří do (cor) i do (coS) a množiny (co0), (cot),..., (coN) jsou disjunktní. 

Pro každé n = 1,...,N existuje (jednoznačně určená) posloupnost cono,coní,... 

n ) Viz vlastnosti II a III elementárního systému Wl. 
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..., co„p tak, že 

(30) con = conQ > coni > ... > conp = co0 ; 

přitom je p > 0. Z (30) plyne, že con e ®p. 
Ukažme, že platí: 

Věta 6. Nech£9Jl = {Cn}n^0je elementární systém s basí C0; užívejme dosavadní
ho označení. Pak platí: 

1. Je-li com < coa, takže (zvolíme-li vhodně indexy mř) platí (29), roztíná12) 
N 

každý z bodů am = p . b . caWi, kde i = 1,..., k, množinu H(Q) = U Cn mezi 
n=0 

kterýmikoliv body a e (con), b e <ct)w> — {awi}. 
2. Je-/i n 4= m, a,, = aw (takže con, com patří do téhož ®Q), roztíná bod an =-= aw 

množinu H(Q) mezi kterýmikoliv body a e (c»w), 6 e (a>w). 
3. Je-Ji a 4= an pro n = 1,..., N, neroztíná bod a množinu H(Q). 

Důkaz. 1. Nechť platí (29), nechť 1 <£ i £ k a nechť a e (con), b e <cnw> - {am} 
jsou libovolné dva body. Položme 

(31) X = {j; coj > com} , ® = {j; není cos = coW|} , 

X = U C i u ( o ) W i ) , F = U C r { a m } } 

pak je zřejmě X u ^ = {0,..., N}, X v Y = H(Q) - {aWi}, a e X, b e Y. Zbývá 
ještě ukázat, že X, 7 jsou oddělené. Protože je X = Z u {aWi}, 7 = 7 u { a W i } 
(a protože množiny X, 7 neobsahují bod aWi), stačí dokázat, že X, 7 jsou disjunktní. 

Buď j € $*; je-li p # I, Cp n Cs =)= 0, je buď cop > cos nebo ct>p <§ ca, nebo cô , co, 
patří do téhož <5a a je ap = a ;. Protože o)y > com, je v prvním případě cop > com, 
takže p$<3J;ve druhém případě plyne ze vztahů cos > com, cos > cop vztah cop 2> coWi, 
takže opět p$^;vt třetím případě existuje r tak, že cor < cop, cor < cop z podmínek 
cos > com, cos > cor plyne, že c0r 2> com, takže (vzhledem k tomu, že cop > cor) opět 
mp > com a p$<3/. Tím jsme dokázali, že 

(32) U C y n U C y = 0. 

Množinu všech;, pro něž j e ; # m., Cs n CWi =f= 0, můžeme rozdělit na dvě pod
množiny: Do první patří taj, pro něž je cos > o>W| (takže jej eSC), do druhé patří mi.x 

(přičemž CW| n Cm_t = {aWi}) a právě ta j , pro něž C,. leží v témže 9KQ jako CWi 

a pro něž je a ; = aWi. Z toho je patrné, že 

(33) KJn(UC J .-{a W i }) = 0. 

Z (32) a (33) ihned plyne, že X n 7 = 0. 

**) Definici viz v [1], str. 108. 
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2. Nechť platí předpoklady 2. části věty 6. Položíme-U 

X = {j; (új > con} , <& = {j; není ca, = čaj , 

X = UCiu(co„), f = n c r { a „ } , 

je a G K, b € 7, X u Y = H(:Q) — {an}, přičemž X, Yjsou oddělené množiny; důkaz 
je zcela analogický důkazu 1. části věty 6. 

3. Nechť a =f= an pro n = 1,...,N; abychom dokázali, že bod a neroztíná H(Q), 
stačí zřejmě dokázat, že zvolíme-li pevně bod b e C0 — {a, a1? ..., a^}, existuje pro 
každý bod c € H(Q) — {a, 6} oblouk M s krajními body b9 c obsažený v H(Q) — {a}. 

Je-li c G C0, je to zřejmé; za M stačí vzít oblouk s krajními body b> c obsažený v C0 

a neobsahující bod a. Není-li c G C0, existuje (právě jedno) n tak, že c e (con). Nechť 

<*>» = <*>no > ^m > ••• > <°np = 0>0 í 

jistě existují oblouky Mj c CWJ — {a} (I = O,..., p) tak, že platí: M0 má krajní 
body c,ano, Mj (j = 1, ...,P - 1) krajní body ani_x>anj,M9 krajní body aWp, 6. 

Stačí položit M = (J Mj. 
1=o 

Tím je věta 6 dokázána. 

Poznámka 4. Buď .0 elementární oblast; pak existuje elementární systém 50i = 
= {C„}£L0, který oblast Q určuje. (Důkaz tvrzení, že takový systém 501 existuje jen 
jeden, není zcela triviální; příslušné tvrzení však nebudeme nikde potřebovat.) 

N 

Je pak H(Q) = U C „ a podle toho, co jsme ukázali ve větě 6, je {aí9..., aN} 
n = 0 N 

množinou všech bodů, které roztínají U Cn, tj. H(Q). Z této charakteristiky množiny 
w = 0 

{a i,..., aN} je patrná její nezávislost na volbě systému 501 (a jeho base — to jsme však 
již konstatovali v pozn. 1). V dalším budeme množinu {au ..., aN} značit V(Q). 

Je zřejmé, že množina V(Q) obsahuje právě N bodů, je-li N stupeň oblasti Q. 

3,3- Následující čtyři věty jsou sice pomocné, ale mají v dalších úvahách základní 
úlohu. 

N 

Věta 7. Nechť 501 = {Cn}ns=0 je elementární systém s basí C0, nechť (J Int Cn c 
N n = l 

c Int C0, O = Int C0 — U Int Cn; užívejme označení z odst. 3,1 a 3,2. 
n=-i 

Nechť D c Ú je topologická kružnice, která není rovna žádnému Cnz50l.13) 

1 3) Protože žádná topologická kružnice neobsahuje jinou topologickou kružnici jako pravou 
část, není ovšem také Cn cz D pro žádné n. 
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Nechť platí: 

(34) Jsou-li a€ D n Ci9be D n Cj dva různé body a je-li C0f ž. (op tedy co. — 
= coio < (oh < ... < coik «& c0j pro vhodné k ^ O a vhodné indexy *m (0 < 

:g m ^ fc), existuje oblouk Z c D n U C im s krajními body a, 6. 
m = 0 

Obr. 2. K situaci z věty 7. (*8 = {Cj,..., C5}, 51 — 53 = {C6,..., C8}, vyčárkovaná oblast 
je Qu % = {D0}> 91, = {C6, C7}, m2 = {C8}.) 

Označme 

(35) 

(36) 

(37) 

a nechť 

(38) B„ je oblouk komplementární k An v C„, 
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31 = {C„ e 9Jt; Int C„ c Int D} , 

33 = {Cn e 31; C„ n £> je o&toufc} , 

4 = C „ n J ) , ;e-/i C„e93, 



Pak je 

(39) D0 = (D - U ií.) u U Sn = (Z> - U An) u U *„ 
C„e$ C„e-9 C„eS5 C„eJ8 

topologická kružnice, pro niž je 

(40) Int D0 = Int D - U Int Cn; 
C„e-3 

(41) 91 = {D0} u (91 - 33) 

je elementární systém s basí D0, který určuje elementární oblast 

(42) Qt = Int D0 - U Int Cn = Int D - U Int Cn 
C„e9l-S C„e3l 

s hranicí 

(43) .ffÍQO-Dó^ U Q . 
C„eSl--3 

Důkaz. 1. Poznamenejme především, že pro každé n (0 g n = N) je průnik Cn n 
n £> souvislý. Je-li totiž a, b e Cn n D, a 4= b, existuje podle (34) oblouk Z c Cn n Z) 
s krajními body a, 5. Protože rovnost Cn n £) = Cn je vyloučena, je tedy Cn n D 
buď prázdná nebo jednobodová množina nebo oblouk. 

Poznamenejme dále, že vzhledem k souvislosti množin Int Cn a vztahům D c IS9 

Int Cn c S — Q pro m = 1,...,N je pro každé n = 1,...,N buď Int Cn c Int D 
nebo Int Cn c Ext D. Protože D c Int C0, D # C0, je Int D g Int C0. 

2. Dokažme, že platí: 

(44) Cn 6 91, Cn n i) * 0 => an ( = p . b . con) e D , 

Předpokládejme, že Cn e 91, že existuje bod ae Cn n D, ale že an $ D. Protože Cn c 
c IntCn c IntD = Int D u Z), je tedy an e Int D. Nechť 

(45) con = cono > con i > .. . > conp = co0 ; 

p 

množina \J Cn. je souvislá a obsahuje bod an e Int D. Protože obsahuje i body 
Í = I

 l
 P 

z Ext D (je C0 n Ext D # 0), existuje jistě bod be\J Cntn D. Bod b je různý od 
Í = I P 

bodu a (který leží v (&0), takže podle (34) existuje oblouk Z c £) n (J Cní s krajními 
i = 0 

body a, b. Protože bod an podle věty 6 roztíná množinu H(í2) mezi body a, b, je 
nutně an e Z, což je spor, neboť an e Int D,Z a D. Tím je (44) dokázáno. 

3. Nechť m 4= n, C„ e 91, Cw e 93. Předpokládejme, že existuje bod a e Cn n ÁOT; 
protože Bm je oblouk mající oba krajní body na D, přičemž Bm c Int D 1 4 ) , je 

Int D - Bm = Int Cn u Int D* , 
1 4 ) Je Int COT c Int D, tedy Int Cm c Int D u D; protože Bm -= Cm — Am = Cm — D, je 

Bm c Int D. 
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kde množiny vpravo jsou disjunktní a kde 

D* = ( D - I B ) u S . . 1 5 ) 

Bod a nepatří do Int D*, takže pro všechna dost malá jeho okolí U(a) je 

U(a) n Int D = U(a) n Int Cm . 

Je však ae Cn = H(Int Cn), takže pro všechna dost malá U(a) je 

0 * U(a) n Int C„ c l/(a) n Int D = U(a) n Int Cm . 

Z toho plyne, že Int Cn n Int Cm 4= 0, což je spor. 
Platí tedy: 

(46) C„e2I, Cm€93, m * n=>Cnnlm = 0. 

Je-li m 4= n, C„ e 91, Cm 6 93, Cn n D + 0, je buď Cnn Cm = 0, načež ovšem tím 
spíše CB n 5M = 0, nebo je C., n Cm 4= 0; pak je Cn n Cm jednobodová množina, 
která se rovná buď {an} nebo {am}. Protože jak an tak am leží podle (44) v D a protože 
Ěm c Int D, je i nyní CnnBm = 0. Tedy: 

(47) C B e2l , C m e » , m 4= n, C„ n D 4 - 0 = > C n n B m = 0. 

4. Je-li 93 = 0, je ovšem D0 = D; dokážeme, že D0 je topologickou kružnicí i v pří
padě, že 93 4= 0: Buď C ř l,..., Ciq prostá posloupnost obsahující právě všechny prvky 
množiny 93. Podle již citované věty o „0-křivkách" (viz pozn. 1 5) pod čarou) je 

(48) Int D — Šh = Int Ch vint Dq„u kde vpravo jsou disjunktní Jordánovy 
oblasti 

a kde 

(49) Dq-x = (D-Il)KjĚii. 

Množina Sh je podle (47) disjunktní s C ř l, tedy i s Int C ř l, a je obsažena v Int D. 
Ze (48) plyne, že tedy je Bh c Int D€_ t ; přitom krajní body oblouku Bh leží v _4Í2 c 
c D - ií f l c Df__1 (sr. s (46)). Je tedy dále: 

(50) Int Dg-t — Sh = Int Ch u Int D€_2> kde vpravo jsou disjunktní Jordánovy 
oblasti 

a kde 
2 2 

(51) Z>,_2 -. (_),_. - lí2) uS ( ! = ( D - U ^ J u U 5im . 
m = 1 m = 1 

15) Aplikujeme známou větu o „0-křivkách" — viz [1], str. 184 (důsledek 2 věty 113). 
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Ze (48) a (50) vyplývá, že 

2 2 

(52) Int D - U Sim = U Int Cfm u to* Aj-2* kde sjednocení vpravo je disjunktní. 
m = l m = l 

Po celkem q krocích dojdeme k tomu, že 
q q 

(53) Int D — U Sim = U Int Cřm u Int D0, kde sjednocení vpravo je disjunktní 
m = l m = l 

a kde 

(54) D0 = ( D - Ů i U u Ů £ i m 
m = l m = l 

je topologická kružnice. Z (53) plyne ihned (40). 
5. Dokažme, že platí: 

(55) Cn e 91 - 33 , C„ n D0 * 0 => C„ n D0 = {an} . 

Pro C„ e 91 - 33 není Cnn D oblouk, takže pokud je Cn n D =# 0, je (podle (44)) 
C„ n D = {an}. Z toho plyne, že (pro každé Cn e 91 - 5B) je (cort) c Int D. 

Kdyby bylo C„ e 91 - 33, Cim e 33, « ) n Cim * 0, bylo by (vzhledem k disjunkt-
nosti množin (ti>t),..., (coN)) nutně aim € (co„), což není možné, neboť (con) c Int Z) 
a ařm e D podle (44). Tedy: 

ч 

u 
m = l 

(56) C„ e 31 - 2J =>(<»„) n U C,m = 

Protože ovšem (a>n) n U Int Cim = 0, je 
m = l 

(con) c Int D - U Int Cim = Int D0 . 
m = l 

Je-li tedy Cn n D0 4= 0, je skutečně C . n D 0 = {an}. 
Dokažme dále, že platí: 

(57) Cne9l~33, CnnD0 * 0 , cow > c0„ => Int Cm c Int D0 . 

Nechť 

(58) a)m = ť»ms > (oma_í > ... <> c0mo = con; 

tvrdíme především, že všechna CWí patří do 91 — 3?. Kdyby tomu totiž tak nebylo, 
existovalo by nejmenší j tak, že Cw/í 91 — 33; protože Cmoe9l — 33, je j > 0, 
a Cmj_t e 91 — 33 podle definice čísla j . Podle (56) (kde místo n píšeme Wj-i) není 
CmiG», neboť C^nC^ + 0. Z podmínky CWi£ 91-33, Cmj$® plyne, že 
Cm, # 91, tedy Int Cmj * Int D. Protože Int C^ . , c Int D, Cmi_t n Cm, * 0, je 
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nutně am e D. Z podmínky (34) pak plyne, že existuje oblouk Z s krajními body am amp 

obsažený v D n U Cmi. Vzhledem k větě 6 by pak bylo amteZ c D, což je ve sporu 
i-*0 

s tím, že amí e (com) c Int D. 

Tím je dokázáno, že Cm/ € 91 — 33 pro i = 0 , . . . , s. Předpokládejme, že U Cm. n 
i = l 

n D 0 =f= 0; pak existuje nejmenší kladné j tak, že C m i n D 0 =1= 9, načež podle (55) 
amj € D0. Podle definice j a vzhledem k tomu, že (con) cz Int D0, by zároveň bylo 
amj 6 (comi_ t) cz Int D 0 , což je spor. 

s s 

Je tedy (J Cm< n D 0 = 0. Protože souvislá množina (como) u U Cm i, disjunktní 
i = 1 s s i = 1 

s D 0 , protíná Int D 0 , je (J Cm i cz Int D 0 , takže i (J Int Cm. cz Int D 0 ; speciálně ovšem 
i = l i = l 

Int Cm = Int Cms cz Int D 0 . 
Poznamenejme konečně, že platí: 

1 = n g N => buď Int Cn <= Int D 0 nebo Int Cn c Ext D 0 . 

Pro každé n = 1,..., N je totiž buď Int Cn c Ext D, načež také Int Cn c Ext D 0 , 
nebo Int Cn cz Int D, načež buď Cn 6 33 a Int Cn c Ext D 0 , nebo Cn e 91 - 33 
a Int Cn <= Int D 0 . 

6. Nechť Cn e 91 - 2J a 

(59) con = cono > cani > ... > conp = co0 ; 

protože C 0 = Cn p £ 91, existuje nejmenší j tak, že Cnj $ 91 — 33. Ukažme, že 

(60) V t 6 l ) o . 

Je-lij = p, je a^ . jGCo cz Ext D0; z podmínky Cnj_i e 9Í - 93 plyne, že Cnp_1 cz 
cz Int D0. Z toho plyne (60). Nechť j < p a předpokládejme, že C n j i cz Int D 0 ; 
protože ani_j e (c0Wj), plynulo by z toho, že Int con/ n Int D 0 =t= 0, tedy — vzhledem 
k tomu, že n,- > 0 — Int conj cz Int D 0 , což odporuje tomu, že Cnj $ 91 — 33. Není 
tedy Cn /_. cz Int D 0 , tj. je Cnj_í n D0 =f= 0; podle (55) platí pak (60). 

Jestliže každému n, pro něž je Cn e 91 — 33 (a pro něž platí (59)) přiřadíme nejmenší 
index; = ;(n), pro který je Cnj(n) $ 91 - 33, je patrné, zeje vždy j(n) ^ 1. Dále platí: 

(61) C n e 9 í - 3 3 , cow > o > n = > C m 6 9 l - 3 3 , j ( m ) = ; ( n ) + 1. 

Abychom to nahlédli, poznamenejme především, že když Cn e 91 — 33 a com > coni 

je com > a)J{n)_u přičemž Cm-t n D 0 4= 0, takže Cm e 91 - 33 podle (57). Protože 

W m > <°n = «>no > w » i > ••• > Wj(n) > ••• > <»nP = ^ 0 > 

je z definice indexů j(n) a j(m) ihned patrné, žej(m) = j(n) 4- 1. 
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7. Ukažme nyní, že systém 9t definovaný rovností (40) je elementárním systémem. 
Definujme: 

9l0 = {D0} > % = {C„e 91 - 2J; j(n) = i} pro i ;> 1 • 

Buď ještě q maximem všech í, pro něž je 9tř #= 0. Je patrné, že 

91 = 9 l 0 u 9 l ! U . . . u 9 l 9 , 

kde množiny vpravo jsou disjunktní. Ověřme ostatní vlastnosti, kterými je eharakteri-
sován elementární systém: 

I. Je zřejmé, že 9t0 = {D0}, 9lq * 0. 
II. Zvolme d0e D - {a0, al9..., aN} libovolně. Je-li Cn€9t, Cnr\ D0 * 0, je 

j(n) = 1, takže Cn e9l l9 a podle (55) zároveň Cn n D0 = {an} =f= {d0}. 

Nechť za druhé Cn e 9iřl, Cm € 9lÍ2, n * m, ix = 1, Í2 = 1, Cn n Cm # 0. Z vlast
ností systému SDÍ pak plyne, že buď con < com nebo com < con nebo a>m, a>n e SQ pro 
vhodné Q. V prvním případě je Cn n Cm = {am} + {an} a podle (61) zároveň i2 = 
= i! + 1; případ com < c0n vznikne jen záměnou m a n z případu předešlého. Ve 
třetím případě je am = an a g = 1, takže existuje r tak, že cor < com, cor <š con. 
Jsou dvě možnosti: 1. Cr e 91 ~ 93, 2. Cr £ 91 - 93. Je-li Cr e 91 - 93, je Cr e 9tř pro 
vhodné i g> 1, načež podle (61) patří Cm i Cn do 9t í + 1. Není-li Cp e 91 - 93, je am = 
= an e D0 * % takže Cm i Cn patří do 9^. 

III. Je-li Cn €9lx, je Cn n D0 4= 0. Je-li Cn e 9lh kde i > 1, je Cn e 9RQ pro vhodné 
Q = 1 a existuje právě jedno Cm e 9.JlQ„! tak, že Cn n Cm 4= 0. Podle definice vzta
hu < je com <š ctv Protože jf(n) > 1, je — jak snadno nahlédneme — Cm e 91 — 93, 
načež podle (61) je Cm e 91,_ t. 

IV. Je-li Cn € 91 - 9Í, je buď Cn n D0 * 0, načež Cn e 9tt a podle (55) Cn n £ 0 = 
= {an}, takže Int Cn - {an} c Int D0, nebo je Cnn D0 = 0, načež Cneyii pro 
jisté i > 1 a Int Cn c Int D0. Je tedy 

U (Int Cn - {an}) u U U Int Cn cz Int D 0 . 
C„e9li i = 2C«G0íi 

Tím je dokázáno, že 91 je elementární systém; je přitom zřejmé, že D0 je jeho basí 
a že 91 určuje elementární oblast (42), která má hranici (43). 

Věta 7 je dokázána. 

Následující věta ukazuje, kdy je na příklad splněna podmínka (34) z věty 7. 

Věta 8. Nechť 9R je elementární systém jako ve větě 7; D nechť je topologická 
kružnice obsažená v O, pro niž je D n H(Ú) oblouk. Pak je splněna podmínka (34) 
z věty 7. 

°) Int Cm <= Int D0, Cr <= Ext D0, am Є Int CmглCTcz D0. 
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Důkaz. 1. Předpokládáme jinými slovy, že existuje prostá křivka X, definovaná 
např. v <0,1>, pro niž je <A> = D n H(Q). Ukažme především, že platí: 

(62) Jsou-li a, b dva různé body z </l> patřící do jistého Cp, existuje interval 
<a, py c <0,1> tak, že oblouk A(<a, j?>) je částí Cp a body a, b jsou jeho 
krajními body. 

Buďte splněny předpoklady tvrzení (62); pak existují a, p e <0, 1> tak, že A(a) = a, 
X(P) = 6. Bez újmy obecnosti můžeme předpokládat, že a < p; chceme dokázat, že 
A(<a, py) c Cp. Označme 

(63) X = {íe<a,/?>; A(í)^Cp}; 

ukažme, že X je uzavřená množina. Kdyby tomu tak nebylo, existovala by konver
gentní posloupnost bodů tk e X, pro niž t0 = lim tk 4 X. Body X(tk) nepatří do Cp; 
protože množin Cn je jen konečný počet, musí existovat q( + p) tak, že tk e Cq pro 
nekonečně mnoho indexů k. Bez újmy obecnosti můžeme předpokládat, že tk e Cq 

pro všechna fc. Dále: tkeX, t0 = lim tk$X;z toho plyne, že z posloupnosti {tk} lze 
vybrat posloupnost ryze monotónní. Bez újmy obecnosti lze předpokládat, že již {tk} 
je ryze monotónní, např. rostoucí (pro klesající posloupnost jsou další úvahy ana
logické). 

Předpokládáme tedy celkem, že {tk} je rostoucí posloupnost bodů z X, pro niž je 
í0 = lim tk $ X, X(tk) e Cq (pro všechna k), X(t0) e Cp. Označíme-li {c} = Cp n Cq, 
je zřejmě X(t0) = c. 

Kdyby bylo c = a, bylo by X(a) = a = c = A(ř0), což je spor, neboť X je prosté 
zobrazení a a 4= ř0. 

Je tedy c 4= a, takže A(a) = a e Cp — {c}, A(tj) e C ^ - {c}. Protože Cp, C9 mají 
společný (právě jeden) bod, je buď cop > coq nebo cop < coq nebo cop, coq leží v témže &Q. 
Bod c roztíná podle věty 6 ve všech případech H(Ú) mezi /l(a) a A(íx). Z toho plyne, 
že v <a, tty musí existovat bod ř*, pro který je X(t*) = c; to však je opět spor, neboť 
vzhledem k tomu, že í* < t0, nemůže být X(t*) = X(t0). 

Tím je uzavřenost množiny X dokázána; je zřejmé, že X je otevřená v <a, py. 
Kdyby byla neprázdná, byl by X u (<a, py — X) rozklad intervalu <a, py na dvě 
neprázdné množiny, které jsou obě uzavřené i otevřené v <a, j5>; to však není možné, 
neboť <a, /?> je souvislá množina. Je tedy X = 0, takže skutečně A(<a, jS>) c Cp. 

2. Nechť a e <A> n Ct, be </l> n C,-, a # b, cot S OJP takže 

kde k = 0 a kde řm jsou vhodné indexy. Máme ukázat, že existuje oblouk Z c 
A: 

c <A> n U Cim mající krajní body a, b. 
m-=0 

Rozeznávejme dva případy: 1) lze volit k = 0, tj. a, b patří do Cř; 2) nelze volit 
k = 0, tj. a, b patří do dvou různých topologických kružnic z SR. 

Ad 1): Podle (62) ihned dostáváme existenci hledaného oblouku Z. 



Ad 2): Můžeme předpokládat, že a e Cio - {ah}, neboť jinak místo C\ můžeme 
mluvit o Cřl; podobně lze předpokládat, že b e (coik). Protože pak podle věty 6 roztíná 
každý z bodů ah, ah,..., aik množinuH(Ú) mezi body a, b, musí být aim e <A> pro 
každé m = 1,..., fe. 

Podle (62) existuje oblouk Z 0 c <A> n Cio s krajními body a, a l 5 oblouky Z m 

(m = 1,..., fe - 1) obsažené v <A> n Cim s krajními body a i m, a i m + 1 a oblouk 
Z m c <A> n Cik s krajními body a i k, h; Z = Z0 u ... u Z m je hledaný oblouk. 

С/>D 

Obr. 3. K situaci z věty 9. (5ít = {Cl9..., Cu}, « 2 = {C12,..., C16}, %t = {Clf C3, C5, C10, 
Clx}, L má krajní body / l t 12, M, N a C0 n D mají krajní body a5, a 1 1, K— {aj, a3, a5, a10, 

«n}-> 

3,4. Věta 9. Nechť WR je elementární systém jako ve větě 7; nechť D cz Úje topolo
gická kružnice, pro niž je jak H(Ú) n D, tak C0 n D oblouk. Dále předpokládejme, 
že platv. 

(64) Cn n D je oblouk, n > 0 => Int Cn c Int D . 1 7 ) 

) Věta 9 platí i bez předpokladu (64). Bez něj ji však nebudeme potřebovat a při jeho plat
nosti se situace poněkud zjednoduší. Bude také podobnější situaci z věty 10, která je značně jed
nodušší s předpokladem (64) než bez něho. 
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Označme L oblouk komplementární k H(Q) n D v D. 
Pak je 

(65) 0 - ~ D = 0 ~ L = 0 1 u í 2 2 , 

kde Qi9 Q2 jsou disjunktní elementární oblasti, pro něž je 

(66) ' - H(Qt) u H(Q2) = H(Q) u L, 

(67) H(Qt) n H(Q2) = L u K , 

kde 

(68) K c V(Q) 

je jistá (konečná) množina. 

Důkaz. Označme M resp. N oblouk komplementární k C0 n D v D resp. v C0 

a buď ještě Ďt = D, D2 ~ M u N; pak je D2 topologická kružnice. Je zřejmé (viz 
větu 8), že ná 9H a D t můžeme aplikovat větu 7; dokažme totéž o 9DÍ a D2: 

Nechť ae D2 n Ch be D2 n Cj jsou dva různé body, přičemž 

(69) (Oj = (oh o> a)y.„1 > . . . > cojo = o)£ 

pro vhodné s ^ 0 a vhodné indexy jm. Máme dokázat existenci oblouku Z a D2n 
s 

n U CJm s krajními body a, b. 
ro«0 

Rozeznávejme tyto tři případy: a) i > 0, í>); = 0, c) j > i = 0. 
Ad a): Je a e M n Ch b e M n Ch takže vzhledem k tomu, co jsme předpokládali 

o D a vzhledem k větě 8 oblouk Z s žádanými vlastnostmi existuje. 
Ad b): Je a, b € N a protože N je oblouk, oblouk Z c i V s krajními body a, b opět 

existuje. 
Ad c): Podle toho, co jsme již dokázali pro případ a), existuje oblouk Z t c D2 n 
s 

n U CJm s krajními body a i l 5 b. Kdyby ah nebyl krajním bodem oblouku C0 n D, 

bylo by C0 n í> = K! u K2, kde Ku K2 jsou dva oblouky mající společný jen svůj 
krajní bod ah. Potom by však byly Ku K2, Zx tři oblouky, které mají společný jen 
svůj krajní bod ah a které jsou obsaženy v topologické kružnici Z), což je nemožné.18) 
Je tedy ah skutečně krajním bodem oblouku C0 n D, tedy i krajním bodem oblou
ku N. Je4i a = Oj,, je Z t hledaným obloukem Z;je-li a 4= a^, existuje oblouk Z 2 c= N 
s krajními body a, a i l ? a hledaným obloukem je Z = ZA u Z2. 

Aplikujme větu 7: Označme pro k = 1, 2 

(70) 9lfc = {C„ 6 501; Int Cn c Int Dk} , 

(71) » k = {C„ 6 %; Cn n Dk je oblouk} , 
1 8 ) Sr. s pozn. 2 na str. 175 v [1]. 
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a buď dále 

(72) 4 , = CnnDl9 je-li CnG<Bt; 

nechť 

(73) Bn je oblouk komplementární k An v Cn . 

Vzhledem k podmínce (64) je 332 = 0; podle věty 7 je 

(74) D* = (Dt - U 4.) u U Bn 
Cnef8i C„e-9i 

topologická kružnice, pro niž je 

(75) Int D* = Int Dt - \J Int Cn. 
Cne~3i 

Dále: 

(76) SRx = {D*} u ( « ! - 8-.), 9l2 = {D2} u <H2 

jsou elementárními systémy s basemi D*, D2, které určují elementární oblasti 
(77) Qk = Int Dk - U Int Cn (k = 1, 2) 

C„e9ífc 

s hranicemi 

(78) H(QX) = D* u U Q , H(02) = D2 u U C» • 

C n 6 8 l i - S i CneSl2 

Podle již citované věty o „0-křivkách" je 

(79) Int C0 - M = Int Dt u Int D2 , 
kde oblasti vpravo jsou disjunktní; tím spíše jsou disjunktní i oblasti Qu 0 2 . Vzhle
dem k (79) a proto, i& D a Q, je pro každé n > 0 buď Int Cn c Int Dx nebo Int Cn c 
c Int D2, takže 2^ u 5l2 = 501 - {C0} = {Cn}^v Z toho, ze (77) a (79) plyne, že 

N 

U 
n = l 

(80) ß - D = ß - M = (Int С0 - M) - Џ Int C„ 

= (Int Dt - U Int Q) VJ (Int D2 - U Int Cn) = Ox u 0 2 ; 
C„e2íi C„e9l2 

protože D = (D n H(Q)) u L, je O - D = O - L. 
Podle (78) a (74) je zřejmě H(QX) u H(Q2) c H(Q) u L. Obrácenou inklusi 

dokážeme takto: L je částí D* (i D2); C0 c D* u D2; je-li 1 «£ « g N, je buď Cn € 
eSÍ! - SJj, načež Cn c ^ ( 0 ^ , nebo Cne2l2, načež Cn c H(02), nebo konečně 
Cn G aSj, načež An c D2 a fin c D*. Skutečně tedy je H(0) u L c # ( 0 ^ u H(Q2), 
takže platí (66). 

Ze (78) a (74) také plyne, že H(Ot) n H(02) se skládá z oblouku L a právě všech 
krajních bodů oblouků Aln, kde Cne 93 x. Buď a krajní bod některého oblouku Aw 
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kde Cn e 2Jt; dokážeme, že pak je buď a = am pro některé m = 1,..., N nebo je a 
krajním bodem oblouku L. 

Jistě existuje Jordánova křivka S definovaná <0,1>, pro niž je <<5> = D, přičemž 
<5(<íl91>) = An, zvolíme-li vhodně tx e(0,1). Jsou dvě možnosti: 1) Bod a patří 
do některého Cm =f= Cn — pak je buď a = am nebo a = an (přičemž m resp. n není 
rovno 0, protože a0$ D podle předpokladu). 2) Bod a nepatří do žádného COT 4= Cn — 
pak je vzdálenost g*(a, U Q.) kladná a existuje t0 > 0 tak, že <5(<0, ř0>) je s ( J Q 

m&n m&n 

disjunktní; z toho plyne, že <5((0, ř0>) c D — H(O) = L. Vzhledem k uzavřenosti L 
je á(0) = a € L; protože je také ae Cnn H(Q), je a krajním bodem oblouku L. 

Poznámka 5. Za situace a označení z věty 9 je zřejmě (viz k tomu pozn. 4 z odst. 
3,2) V(Qt) množinou všech an, kde Cne

<Hi — 33l9 V(Q2) množinou všech an, kde 
Cn e 9í2. Z toho ihned plyne, že 

V(Qt) u V(Q2) cz V(fí) . 

Tuto inklusi budeme v dalším potřebovat. 

3,5. Věta 10. NechťSSl je elementárnísystém jako ve větě7; nechť D c= Ú je topolo
gická kružnice, pro niž je H(Q) n D buď oblouk nebo jednobodová množina. 
Nechť a0$ D a nechť existuje právě jedno n0 tak, že (cono) n D je jednobodová; 
označme (con^ n D = {d}. Nechť platí (64). 

Pak je 

(81) (£ = {D} u {C„ e SR; Int Cn £ Int D} 

elementární systém s basí C0, který určuje elementární oblast 

(82) Q2 = Int C0 - (Int D u U Int Cn) 
Co*C„e*B 

5 hranicí 

(83) H(.Q2) = D u U Cn . 
CneS 

Znamená-li % 93, Í2X totéž jako ve větě 7 a jeAi v případě, že H(Q) n D je oblouk 
resp. jednobodová množina, L oblouk komplementární k H(Q) n D v D resp. L = D, 
je dále 

(84) Q-D = Q~L=QívQ2, 

kde (elementární) oblasti Qt, Q2 jsou disjunktní, 

(85) H(í2t) u H(Q2) = H(Q) u L, H(QX) n H(Q2) = Lu K , 

kde 

(86) K <z V(í2) 

je vhodná (konečná) množina. 
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Důkaz. 1. Existují čísla nt (O S i š P, P iž 0) tak, že 
(87) (úno$r 0)ní> ... > 0)„p = co0 

Dokažme, že 
P-I 

(88) U Int Cni c Ext D: 
,' = 0 

Obr. 4. K situaci z věty 10. (<Š0 = {C0}, <št = {C^ C 2}, @2 = {D, C 3 , . . . , C 5}, € 3 

= {C6,..., C8}, 9l0 = {D0}, 9l t = {C13, C15}, 9l2 = {C16,..., C18}.) 

(88) je zřejmé pro p = 0; buď tedy p > 0. Kdyby bylo U Cni n D # 0 (což se 
Í = - I 

jistě nestane, když H(Ú) n D je jednobodová), tj. kdyby existoval bod aeCnin D 
p 

pro jisté i = 1,..., p, existoval by podle věty 8 oblouk Z <= U Cni n D s krajními 
í-r 1 i = l 

body a, d. Podle věty 6 by pak nutně bylo anoeZ a D, což je spor, neboť D n Cno -
= {<*} * {«..}• 

p p 
Je tedy U Cni n D = 0 a U Cni n D = {d}. Protože na Cnp = C0 existují body 

i = l i = 0 * p - 1 

z Ext D (např. bod a0) a protože CWp u ( U Int C„. - {d}) je souvislá množina nepro-
i = 0 

tínající D, je to množina obsažená v Ext D; tím spíše platí (88). 
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2. Nechť Cn € (£, kde n je různé ode všech nř (0 «£ i S p); nechť 

(89) a>„ = coro > o)ri > ... > (úrg = co0. 

Protože n 4= np = 0 a C„ e (£, je Int C„ cz Ext D a s > 0. 
Jsou dvě možnosti: Množina 

(90) . U Cř| n D 
i = 0 

je a) prázdná, b) neprázdná. 
s-l 

V případě a) je U Int Cri souvislá množina protínající Ext D a disjunktní s D; 
fs-0 

proto je 
s - l 

(91) U Int Cr| c Ext D . 
i = 0 

V případě b) existuje nejmenší číslo j tak, že Crj n D 4= 0; podle definice j je 
/ - i j-i 

U Cn c Ext D, takže i U Int Cr. cz Ext D. Kdyby nebylo Int Crj c Ext D, bylo 
ir-0 ř = 0 

by nutně j > 0; vzhledem k tomu, že j < s, tj. že Crj 4= C0, by tedy bylo Int Crj c 
c Int D a Int Crj c Int D. To však není možné, neboť by bylo arj_íe Int Crj_t c 
c Ext D, a r i_ t e Crj c Int D. Je tedy dokonce 

j - i 

(92) U Int Cri u Int Cri cz Ext D . 
i=o 

Protože rs 4= 0, Int Crj c Ext D, je podle (64) průnik Crj s D jednobodový. Je buď 
rj = n0, načež Crjn D = {d} c (cori), nebo r̂  4= n0 a Crj n D = {ari}. 

3. Buď Cn e G; rozlišujme tyto tři případy: 

(93) n - ni pro některé i = 0,..., p; 

(94) n 4= nt pro všechna i = 0,..., p a buď U Cri n D = 0 nebo rř = n0 pro 

některé i = l , . . . , s - l 1 9 ) ; 
s - l 

(95) n 4= fli pro všechna i = 0,..., p, \J Cr. n D 4= 0, rf 4= n0 pro všechna 
*=o 

i - 0,..., s. 
Je zřejmé, že při daném n, pro něž je Cn e £, nastane právě jedna ze situací (93), (94), 
(95). 

Rozdělme systém (£ takto: Nechť De(íp+Í; nastane-li pro některé Cn e (£ situace 
(93), buď Cn € Gp-i, nastane-li situace (94), buď C„ e (£s, nastane-li konečně situace 
(95), nechť Cn e G^+j+2 (kde j je jako nahoře nejmenší číslo, pro které je Crj n D 4= 
4=0). 

i9) n0 není rovno r0 (=») ani rs (=0 = np). 

452 



Označme S maximum všech fc, pro které je (£k 4= 0. Ověřme, že (£ je elementární 
systém s basí C0: Zřejmě je 

Ê = i u . „ u í s > 

přičemž sjednocení vpravo je disjunktní. 
I. Z toho, jak jsme systém (£ rozdělili na podsystémy ihned plyne, že (£0 = {C0}; 

kromě toho je ovšem (£5 4= 0. 
II. Nechť Cne (£, Cn n D 4= 0; připomeňme, že De (£p+1. Množina Cn n JO je 

podle (64) jednobodová. Je buď n = n0, načež Cn e (Ep, Cn n D = {á} 4= {an}, 
nebo je H 4= n0> načež Cnr\ D = {an} a jsou dvě možnosti: buď je an = d, takže 
con > eono, nastává situace (94) a je Cn e (£p+1, nebo je an 4= cí, načež nastává situace 
(95)ajeCne(£p+2. 

Nechť dále Cn, Cm e (£, n 4= m, Cn n Cm 4= 0; pak je buď con > com (resp. com > com 

což se vyšetří analogicky), nebo con, com patří do téhož S Q (1 ^ g _ i?). V prvním 
případě je Cn n Cm = {an} 4= {am}, ve druhém případě Cn n Cm = {an} = {am}. 

Vyšetřme případ con > com: Je-li n = nt pro některé i = 0,..., p 2 0 ) , není i = p, 
neboť c0n §> com a n nemůže být 0; jak snadno zjistíme, je Cn e (.fp_£, Cm e CE^-^. 
Platí-li (94), je Cn € Gs, Cm e ^ t . Platí-li (95), je příslušné j 2 1 ) kladné. (Kdyby tomu 
totiž tak nebylo, nebylo by Int Cn cr Ext D, tj. bylo by Cn n D 4= 0, tedy (vzhledem 
k tomu, ž e n # n 0 ) a „ e D ; potom by však z podmínky con > com plynulo, že ane 
e (com) n D 4= 0, což je spor, neboť m = r t 4= n0 a pro každé m 4= «0 J

e (̂ m) n D = 
= 0.) Je tedy zřejmě Cn e (E p + y + 2 , Cm e G p + i + 1 . 

Předpokládejme nyní, že con, com patří do téhož ®Q. Zvolme r tak, že cor < con, 
cor < com. Jsou dvě možnosti: a) Cr e (£, b) Cr $ (L 

V případě a) je Cr e Gf pro vhodné i a podle toho, co jsme již dokázali, Cm, Cn e 
e £ j + 1 . V případě b) není r = 0 (neboť C0 e £), takže podmínka Cr ^ (£ je ekviva
lentní s tím, že Int Cr c Int D, tedy Int Cr cz Int D. Z poslední podmínky a z toho, 
že Int Cn c Ext £>, plyne, že an (=am)e Cr r\ C„ cz Int D n Ext D = D. Odtud 
plyne, že Cm i Cn patří do G p + 2 . 

III. K topologické kružnici D9 která patří do (£p+1, existuje právě jedno Cn e Gp, 
pro něž je Cn n I) 4= 0, totiž Cn = Cno. (Jak jsme viděli nahoře, patří ta Cm, která 
mají s D společný bod an, buď do (£p+1 - když an = d, nebo do (£p+2 - když an 4= 
*d . ) 

Buď nyní Cn € £ř, kde i > 0; nechť com < con. Podle toho, co jsme řekli v části II 
tohoto důkazu, platí: Je buď Cm e (£, načež Cm e £/-!, Cm n Cn 4= 0, nebo Cm $ (£, 
načež i = p + 2, D n Cn 4= 0. V prvním případě je přitom buď Cnn D = 0 nebo 
sice C „ n D 4= 0, ale D £ <£i_i, ve druhém případě je Ck n Cn = 0 pro všechna Cfc e 

IV. Snadno nahlédneme, že pro Cn e G jsou ekvivalentní podmínky Cn e 6^ 

20 
21 

>) tj. platí-H (93) ') tj. platí-li (93) 
) /je nejmenší číslo, pro které je CrjnD=¥ 0. 
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a Cn € Mi. Z toho plyne, že pro Cn e Ĝ  je Int Cn — {an} c Int C0, pro Cn e (£,-> 

kde; > 1, Int Cn c Int C0. 

Je-li D G d , je n0 = 0, C0 n D = {d}, Int D - {d} <= Int C0. Je-li D e G,, kde 
j > 1, je C0 n D = 0: kdyby totiž bylo C0 n D + 0, bylo by (vzhledem k tomu, že 
a0 $ D) (co0) n D =1= 0, tedy n0 = 0 a D e Gt. Z podmínky C0 n D = 0 plyne, že 
IntD c Int Cp. 

Tím je dokázáno, že (£ je elementární systém s basí C0; (£ ovšem určuje elementární 
oblast (82), která má hranici (83). 

4. Znamená-li Qx totéž jako ve větě 7, je Qx c Int D; protože Í22 n Int D = 0, 
je í^ n Q2 = 0. Dále je 

JV 

u Q-L= Q- D = (Int C0 - Ð) - U Int C„ = 

= [Int D - U Int C„] u [Int C0 - (Int D u U Int Cn)] = Q1 u Q2, 
C„e9l C0*Cne(S: 

neboť 5í u (£ = SR. 
Ze (43), (83) a rovnosti D u D0 = D u U Cn plyne, že 

C„e® 

H(QX) u H(í22) = H(O) u D = H(Q) u L. 

Protože (podle (43) a (83)) 

D0 cz H(QX) cz Int D0 , D c Я(í22) c Ext D 

Int D0 n Ext D = Int D0 n Ext D = 0, 

j e 

takže 

D0n D <= Я ^ ) n H(Q2) cz Int D0 n Ext D = D0 n D , 

(96) H(Q,) n ií(í22) = D 0 n i ) = D - U ^ = 
C„6» 

= Lu(Dnf l ( f í ) - U .i.)-

Je 

(97) flnUC, = ( D n U C , ) u ( D n U C „ ) ; 
n = 0 C„eS3 C„€» 

tvrdíme, že druhý průnik vpravo je konečná množina. To je zřejmé z toho, že 93 
obsahuje právě všechna Cw, pro něž je Cn n D oblouk22), tedy že Cnn D je prázdná 

2 2) Je-li n0 = 0, je (co0) n D jednobodová, je-li n0 > 0, je C0 n D = 0; C0 n D není tedy 
v žádném případě oblouk. Je-li Cnn D oblouk, je podle (64) Int Cn cz Int D, tedy Cn e 23. 
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nebo jednobodová, když Cn $ 33. Protože 
N 

(98) D n (J Cn = D n H(Q) 
n = 0 

je podle předpokladu oblouk, je nutně 
N 

(99) Dn\JC„ = Dn\JCn, 
n = 0 C„e-3 

neboť v opačném případě by rozdíl oblouku na levé straně (99) a sjednocení oblouků 
na pravé straně (99) byla množina obsahující oblouk, což je ve sporu s (97) a tím, že 
druhý průnik na pravé straně (97) je konečná množina. Protože ještě D n \J Cn = 

CneB 

= U -4-,, je 
Cneí8 

(100) D n H(Q) = U An . 
C„e$8 

Z toho a z (96) ihned plyne, že 

H(ax)nH(Q2) = L u K , 

kde K je složena právě ze všech krajních bodů oblouků An různých od krajních bodů 
oblouku L. Je-li H(Q) n D oblouk, je K c V(í2) stejně jako ve větě 9; je-li H(Q) n D 
jednobodová množina, je K = 0. 

Tím je věta 10 dokázána. 

Poznámka 6. Užíváme-li označení z věty 10 (a jejího důkazu), vidíme, že jsou 
dvě možnosti: 1) 31 4= 0, 2) 31 = 0. (Jak snadno nahlédneme, může být 31 = 0 jen 
tehdy, když je H(Q) n D jednobodová množina, tj. H(Q) n D = {d}.) 

Nechť 31 4= 0; zvolme pak Cm e 31 a nechť 

<0m = ™m0 > < * > » . , > • • • > < % = ™0 • 

Protože Cm e 31, je Int Cm c Int D; naproti tomu Int Cm^ = Int C0 cj: Int D. Existuje 
tedy nejmenší index j tak, že Int Cmi c Int D, IntC m i + l <£ Int D; jak snadno 
nahlédneme, je pak 

amjeDn(comj+l), 

takže nutně mj+1 = n0, amj = d. Je tedy d e V(fí). 
Protože V(Qt) se skládá z těch am pro něž je C,, G 3Í — 33, a protože V(í22) obsahuje 

bod d € V(Q) a právě všechny body aw, kde n > 0 a kde Cn e G, je — podobně jako 
ve větě 9 — 

V(QÍ) u V(í22) <= V(Q) . 

Je-li 31 = 0, nemusí být d e V(Q), ale — jak snadno nahlédneme — bude jistě 

V(Qt) u V(Q2) c V(.Q) u {d} . 
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Platnost poslední inkluse máme tedy za situace z věty 10 zaručenou, ať již je 91 
jakékoliv. 

4,1. Věta 11. Buď Q elementární oblast určená elementárním systémem SPt = 
= {Cn}nss0 s basí C0. Bud A prostá nebo Jordánova křivka, pro niž je 

(101) p . b . A , k . b . A e H(Q) , (X) a Q . 

Označíme-li L = <A>, je pak 

(102) Q - L = Qx u Q2 , 

kde Qí9 Q2jsou disjunktní elementární oblasti, pro něž platí: 

(103) H(Ot) u H(í22) = H(Q) u L, H^) n H(í22) = L u K , 

fcde 

(104) K c V(0) 

je vhodná (konečná) množina. 

Důkaz. 1. Jsou dvě možnosti: a) Q <= Int C0, b) O c Ext C0.
 2 3 ) 

Ukažme především, jak lze případ b) převést na případ a): Zvolme libovolně bod 
a € Int C0 a nechť F(z) = l/(z — a) pro všechna z e S; pak je F homeomorfní 
zobrazení S na S. Jak snadno nahlédneme, je (v případě b)) {F(Cn)}n=0 elementární 

N 

systém s basí F(C0), pro který je U Int F(CB) c Int F(C0). Křivka F * A 2 4 ) má 
n = l N 

krajní body na hranici množiny F(Q) = Int F(C0) - U Int F(C„), (F * A) <z F(Q). 
n=í 

Dokážeme-li větu 11 v případě a), budeme vědět, že 

F(Q) - <F * A> = G, u G2 , 

kde Gu G2 jsou disjunktní elementární oblasti, pro něž bude H(Gt) u H(G2) = 
= H(F(Q)) u F(L), H^) n H(G2) = F(L) <j K*, kde K* c V(F(0)). 

Jak snadno dále zjistíme, bude platit (102) —(104), položíme-li Qj = F^^G/) pro 
j = 1, 2, K = F_j(K*); Qj budou přitom disjunktní elementární oblasti. 

Z toho je patrné, že větu 11 stačí dokázat za předpokladu, že nastává situace a) 
(za níž jsme odvodili pomocné věty 7 — 10). Užívejme označení z odst. 3,1 a 3,2 jako 
dosud. 

Protože volba bodu a0 je vázána jen podmínkou, že a0eC0 — V(Q), můžeme dále 
bez újmy obecnosti předpokládat, že p . b . X + a0 4= k . b . A. Za tohoto předpo-

N 
2 3 ) V případě a) resp. b) je \J Int Cn částí Int C0 resp. Ext C0. Pokud je v případě b) ještě 

N > 0, je Q = O Ext Cn a množiny Int C0,..., Int C# jsou disjunktní (sr. s pozn. 2 v odst. 3,1). 
»=o 

2 4 ) Hvězdičkou značíme skládání zobrazení. 
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kladu (který v dalším činíme), je každý z krajních bodů křivky X obsažen ve zcela 
JV 

určité množině (con); je totiž H(Q) — {a0} = \J (c0n), přičemž sjednocení vpravo je 
disjunktní. w=s° 

Jsou tyto možnosti: 

A. Lje oblouk, jehož oba krajní body leží v jistém (co,). 
B. L je oblouk, jehož jeden krajní bod patří do (c0ť), druhý do (coj), přičemž 

COi < COj. 

C. L je oblouk, jehož jeden krajní bod je obsažen v (cot), druhý v (co,), přičemž není 
ani COi á (Oj ani cot > Oj. 

D. Lje topologická kružnice, přičemž p . b . A = k . b . A e (co) pro jisté i. 

Případy A —D vyšetříme postupně v odst. 4,2 — 4,5. 

4,2. Nechť platí A a nechť nejdříve i = 0. Označme X kterýkoliv ze dvou oblouků 
s krajními body rovnými krajním bodům oblouku L a obsažených v C0 a buď D = 
= L u I . Tvrzení, které máme dokázat, plyne ihned z věty 9. 

Buď nyní i =f= 0 a zvolme čísla s < rj v <af, jSž> tak, že cofe), cot(fj) jsou krajní body 
oblouku L. Bez újmy obecnosti můžeme předpokládat, že cofe) = p . b . X. Nechť 

(105) Xx = COi | <£> V> - - ^ 2 = G>Í | <*?> &> + <a« | <a, e> , X3 = A . 

Ověřme, že na křivky A,. (1 = 1, 2, 3) můžeme aplikovat větu 2: Podmínky (5), (6) 
a (7) zřejmě platí; křivka Xx ~ X2 = co{ je kladně orientována; dále je (A3) = (X) c 
c Í2 c= Ext cof = Ext (Aj — A2). 

Dokažme ještě, že (A2) <= Ext (Xx ~ A3): Nechť 

> CO: = COn í (106) (Oi = CO;,, ä> ft);, > 

protože množina 

(107) Ú Cim< 
m = l 

je souvislá, protože protíná Ext (Xt - X3) (je C0 n Ext (Aj - A3) =f= 0) a protože je 
disjunktní s <[Xt - A3>, je obsažena v Ext (Xx - A3). Tím spíše je (A2) c Ext (Xt -

Podle věty 2 je tedy 

(108) Int (X3 -*- A2) - (At) = Int (A3 -*- At) u Int (At - X2) . 

Položme D = <A3 — A2> a užijme věty 10: H(Q) n D = <A2> je oblouk, n 0 je ten 
index, pro který je cono < cot; (64) platí, neboť jediné n, pro které je Cn n D oblouk, 
je H = i, a Int Cř cz Int D podle (108); L je skutečně oblouk komplementární k H(Ú) n 
n D == <A2> v D. Tvrzení věty 11 vyplývá tedy v případě, který právě vyšetřujeme, 
z věty 10. 
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4,3. Vyšetřme situaci B: Nechť 

(109) (Oi = (Oio < (Oh < . . . < (Oip = (Oj 

(takže p > 0); bez újmy obecnosti můžeme předpokládat, že p . b . X e (WÍ)> k . b . X e 
€ ((Oj). Pro m = 0,..., p - 1 označme ym ten bod z (a iw, j?im), pro který je coim(ym) = 
= p . b . coim+y, buď ještě £ e (och pt) zvoleno tak, že p . b . X = ofe), a 7P buď ten 
bod z («;, j?y), pro který je (Oj(y^) = k . b . X. 

Jsou tyto tři možnosti: 1) e e (ai5 y0), 2) e e (y0, ^?Í)' 3 ) e = Vo-

Ad 1): Označme 

(110) ™"im
 = cúim\<ym>Pim> P ^ m = l, . . . , p , 

(111) At = co( | <e, y0} , -A2 = (Oi | <y0, &> 4- cot | <a„ s> , 

A3 = A + < 4 - C O ; ; „ 1 4-... + < ; 

pak jsou Ax, A2, A3 prosté křivky, pro něž platí (6)25) a (7). 
Jsou opět dvě možnosti: a) i = 0, b) i > 0. 
Ad a): Položme D = <A3 — A2>; pak je D topologická kružnice, pro niž je 

D n H(Q) = <co;;> u ... u « > u <A2> , D n C0 = <A2> , 

takže jak D n JEř(í2), tak D o C 0 j e oblouk. Podmínka (64) se dokáže takto: 
Protože křivka Xx -*- A2 = co0 je kladně orientována a protože (A3) c Int co0, je 

podle věty 1 i křivka A3 — A2 kladně orientována. Definujme ještě 

(112) (of
im = (oim | <aim, yM> pro m = 1,..., p . 

Pak je coim = co'im 4- coim (kladně orientovaná Jordánova křivka), přičemž a>"im je 
část (kladně orientované) křivky A3 - A2, (coJJ n <A3 ~ A2> = 0. Část A křivky 
A3 — A2 má tu vlastnost, že (A) c Ext coim. Podle věty 3 je tedy Int Cim c Int D, a to 
pro m = 1,..., p. Tedy: Je-li Cnr\ D oblouk, n > 0, je n = řm pro vhodné m = 
= 1,..., P, načež Int Cn c Int D; tím je (64) dokázáno. 

Ukázali jsme, že jsou splněny všechny předpoklady věty 9; z ní plyne ihned tvrzení 
věty 11 v situaci, kterou vyšetřujeme. 

Ad b): Nyní je i > 0, (A3) c Ext (Xx — A2) = Ext coř. Podobně jako v odst. 4,2 
(při vyšetřování případu i > 0) snadno dokážeme, že (A2) c Ext (Xx — A3), odkud 
podle věty 2 plyne, že křivky A3 ~ Al5 A3 ~ A2 jsou kladně orientovány a že 

(113) Int (A3 •-- A2) - (Aj) = Int (Aj --- A2) u Int (A3 -=- Xx). 

Položme D = <A3 » A2>; protože (ot = Xx - A2, plyne ze (113) inkluse Int Cf c 
c Int D. Inkluse Int Cim c Int D pro m = 1,..., p se (pomocí vět 2 a 3) dokáží 

2 S ) kde a = «((£), ft = tðiÍУo) 

458 



analogicky jako v případě, kdy bylo Í = 0. Je tedy celkem 

(114) UIntC ř m c IntD , 

z čehož plyne ihned podmínka (64), neboť Cn n D je oblouk jen tehdy, když n = im 

pro některé m = 0,..., p. p 

Ověřme platnost dalších předpokladů věty 10: H(Q) n D = 0 < ° 0 u <̂ 2> Je 

m = l 

oblouk; je-li cono < coh je «0 jediný index, pro který je (cono) n D jednobodová mno
žina. 

Z věty 10 plyne tvrzení věty 11 (v nyní vyšetřovaném případě). 
Ad 2): Tento případ se vyšetří zcela analogicky jako případ 1), místo křivkami 

(111) se zabýváme křivkami 

(115) Xt = co i | <y0, e> , ---A2 = ©j | <e, J?ř> + cot | <ař, y0> , 

4 = <o'h + • • • + o)'ip - X . 

Ad 3): Nyní je e = y0, tj. p. b. X = p. b. c0řl. Nechť 

(116) tii-= <o"ip + ... + ďh+ X, n2 = c<4 + ... + co'ip - X ; 

pak jsou fjiu fi2 Jordánovy křivky, pro něž je 

(117) tod^+md^-find., . 
m = l m 

Buď z e Int coj = Int coip; pak je hodnota pravé strany (117) v bodě z rovna + 1 , 
takže (vzhledem k tomu, že jak indMl z, tak indM2 z může být roven jen +1 nebo 0) 
jedno z čísel indM1 z, indM2 z je nutně rovno + 1 , druhé 0. Předpokládejme, že 

(118) indMl z = +1 , indM2 z = 0 ; 

druhá možnost se vyšetří zcela analogicky. Ze (118) plyne, že křivka fix je kladně 
orientována; klademe-li D = <]U1>, zjistí se snadno podle věty 3, že 

(119) UIntC i m c In tD . 
m = l 

Vztah (119) zaručuje — jak jsme již zjistili v podobné situaci nahoře — platnost 
podmínky (64); ukažme, že jsou splněny i ostatní předpoklady věty 10: H(Q) n D = 

p 

= U (o)'lmy Je oblouk; jediným indexem w0, pro který je (cono) n D jednobodová 
m=-l 

množina, je index «0, pro který je cono < COÍ. 
Věta 10 zaručuje, že tvrzení věty 11 opět platí. 

Poznámka 7. Předpokládejme, že nastane situace B, přičemž coj > co( = co0; 
protože a0 $ <A>, je buď e e (a0, y0)

 n e b o eo e (̂ o, ̂ o)- Vyšetřme případ první; druhý 
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je zcela analogický. (Máme tedy speciální případ situace 1 a) ze začátku tohoto od
stavce.) Utvořme systémy 9lfc, 33fe, 9lk (fc = 1, 2) jako v důkazu věty 9 (které za dané 
situace užíváme); vidíme ihned, že <Hi u 2l2 = SR — {C0} obsahuje právě N prvků. 
Protože 93x = {CJ 4= 0, je <H1 #= 0, takže systém 9l2, který je disjunktní s 91^ 
obsahuje méně než N prvků. Z toho plyne podle (76), že 9^ i 9l2 mají nejvýše N prvků, 
tj., že Qx i Q2 mají stupeň menší než N. 

Povšimněme si ještě basí elementárních systémů 9119 9l2. Je zřejmé, že topologic
kou kružnici Cj lze rozložit na sjednocení dvou oblouků X9 Y s krajními body aj9 

Obr. 5. K situaci z pozn. 7. 

k. b. A, topologickou kružnici C0 (která je basí Q) na sjednocení dvou oblouků Li9 L2 

s krajními body aj9 p. b. A, a to tak, že Lx u L u X je basí í^, L 2 u L u Ybasí 0 2 

a že ? c S — nt. 

4,4. Nechť nastane případ C; protože není ani co( S o)j ani cot > coj9 jsou obě 
čísla i9j kladná. Z toho plyne, že co0 < coi9 co0 < coy9 existuje proto i největší Q tak, 
že v 9PlQ existuje Ck tak, že cok < coi9 cok < coj. Pro vhodné indexy im a j n je pak 

(120) coк = coio < coh < ... < co. Шf, cok = шio < Cü̂  < ... < ш ig = ш j> 

přičemž je p > 0, q > 0, a vzhledem k tomu, jak jsme zvolili index Q, ještě ^ 4= _/.. 
Buď yn (m = 0,..., p - 1) ten bod z (aím, )Sim), pro který je coim(ym) = p. b. co imt „ 

buď <5„ (H = 0,..., q - 1) ten bod z (a,n, jS,,), pro který je (oJn(b*n) = p. b. eoy„+1. 
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Bez újmy obecnosti lze předpokládat, že p. b. X e (cot), k. b. X e (cOj); buď yp resp. 5q 

bod z (a ř p, &p) = (ař, /?») resp. z (a i g, fiJq) = (a,., j8y), pro který je cOi(yp) = p. b. X resp. 
coy(^) = k. b. X. Označme ještě 

( 1 2 1 ) <°L = Mim | <aím>ym> > o>u = ^»m | <?«• PO P ^ m = l , . . . , p , 

(122) co;n = coJn | <a in, <5n> , co"jn = coin | <<5n, j3in> pro n = 1,..., p . 

Jsou tři možnosti: 1) y0 < <50, 2) y0 > <50, 3) y0 = <50.
26) 

Ad 1): Je-li k = 0, buď 

(123) At = cok | <y0, <50>, ^X2 = cok\ <<50, /?*> + cofe | <afc, y0>, 

- A 3 = 04 + ... + c0;g .*. A + c0;; + ... + < ; 

pak jsou /t l9 A2, A3 prosté křivky s počátečním (resp. koncovým) bodem cok(y0) (resp-
Wkfóo))* které splňují i podmínku (7) z věty 1. Křivka Xx — A2 = c00 je kladně orien
tována a (A3) c Int (At - X2); podle věty 1 je tedy i křivka Xt — X3 kladně oriento
vána. Položíme-li D = <[Xt — A3> a užijeme-li věty 3, dokážeme snadno, že 

p ч 
(124) U Int Cim u U Int Cjn c Int D ; 

m = 1 n = 1 

protože Cs n D je oblouk jen tehdy, když buď s = im pro vhodné m = 1,..., p nebo 
s = J» pro vhodné n = 1,..., q, plyne ze (124) podmínka (64). Dále H(í2) n D = 
= D — £ je oblouk a totéž platí i o množině H(Ú) n C0 = <Ai>. Abychom nahlédli, 
že tvrzení věty 11 platí, stačí užít věty 9. 

Buď nyní k > 0; křivky (123) mají tu vlastnost, že (X3) c Ext (Xx — X2) = Ext cok. 
Snadno opět dokážeme, že (X2) c Ext (Xt ~ A3), takže podle věty 2 bude křivka 
X3 — A2 kladně orientována a podle věty 3 bude 

(125) U Int Cim u (J Int Cjn <=. Int D , 
m = 0 » = l 

klademe-li D = <A3 — A2>. To zaručuje platnost podmínky (64); H(Ú) n D = 
= D — £ je oblouk, (cono) n D je jednobodová jen tehdy, je-li cono <š cok. Podle věty 10 

platí tvrzení věty 11 i v tomto případě. 
Ad 2): Tento případ se vyšetří zcela analogicky jako případ 1); místo křivek (123) 

však užijeme křivek 

(126) Ax = coh | <<50, 70> , -A 2 = cok | <y0, ft> + co* | <afc, <50> , 

-A3 = < + ... + < + x + 0>;q + ... + < . 

6) 7o> <*0 Í s o u b o d y z (<**> A)» P r° n ě Ž Je ^Jtfro) = P- b ' ^iV ®*Wo) =* P- b ' ^if 
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Ad 3): Nyní je y0 = <50; definujme: 

(127) px = < + ... + co'ip + A + o>;€ + ... + a>Jt , 

p2 = < + ... + co}g - x + <*>;; + ... + < . 

Podobně jako v odst. 4,3 dokážeme, že jedna z křivek (127) — nechť je to např. ixt — 
je kladně orientována; klademe-li pak D = <ÍU1>. bude platit (124), tedy i podmínka 
(64). Také ostatní předpoklady věty 10 se snadno ověří; tím je tvrzení věty 11 za 
situace C dokázáno. 

4,5. Buď nyní L topologická kružnice, p. b. X e (a^), (X) c Q. Ověřme předpoklady 
věty 10: Položme především D == L; topologická kružnice D má s H(Q) společný jen 
jediný bod p. b. A, který patří do (coi) (takže je ve větě 10 třeba klást n0 = i). (64) 
platí, neboť Cn n D není oblouk pro žádné n. 

Tvrzení věty 11 pro případ D je — jak vidíme — přímým důsledkem věty 10. 
Tím je věta 11 dokázána. 

Poznámka 8. Protože důkazy provedené v odst. 4,2 — 4,5 byly založeny na větách 9 
a 10, je za předpokladu věty 11 zřejmě 

(128) V(Qt) u V(Q2) c: V(Q) , 

jestliže X je prostá křivka, a 

(129) V(QX) u V(Q2) c V(Q) u {d} , 

je-li X Jordánova křivka; v posledním případě je d = p. b. X. (Sr. k tomu pozn. 5 a 6 
v odst. 3,4 a 3,5.) 

5,1. Věta 12. Nechť(p je elementární křivka v £; užívejme označení z odst. 2,1. Pak 
je každá komponenta množiny S — <<p> elementární oblast, jejíž hranice má tvar 

U <<Pi>> kde sé je vhodná podmnožina množiny {l,..., N}. Každé <<př> (i = 1,... 
iesš 

..., N) je částí hranice právě dvou různých komponent množiny S — <<p>. Známe-
ná-li P totéž jako ve větě A, má S — <<p> právě P + 1 komponent. 

Důkaz. Užívejme označení z věty 4; buď ještě 

(130) ^ € = < ^ > u . . . u < ^ > , 

(131) ^ = 01,...,^,...,/?,...,^} 

pro q = 1,..., P. Protože 

(132) ýx = (p(il) + ... + (p(iKí) 

je Jordánova křivka v £, je (podle Jordánovy věty) S — At = Gt u G2, kde G l9 G2 

jsou disjunktní elementární oblasti stupně 0 (Jordánovy oblasti), jejichž společnou 
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hranicí je 

(133) U <<p(i))> = U 0 « > , 
1~1 ies* 

kde $t -a Bj. Množiny Gl9 G2 jsou komponentami množiny S — Au každé <9,>f 

kde i e B l 5 je částí H(GX) i H(G2). Vzhledem k tomu, že V(GX) = V(G2) = 0 27)> je 
ovšem V(GX) u V(G2) c <p(T) (kde Tje množina (13)). 

Předpokládejme, že pro některé q = 2,..., P má množina S - ~4<--i» právě # 
komponent, že každá z těchto komponent je elementární oblast s hranicí tvaru 
U <<Pi>» kde sé je vhodná část množiny B l9 že každé <<př>, kde i e Bq-l9 je částí 

ie.e/ 

hranice právě dvou různých komponent množiny S - Aq„x a že V(Q) <=• (p(T) pro 
každou komponentu Q množiny S — Aq„x. 

Protože (ij/q) n Aq„ x = 0, je souvislá množina (J/>€) obsažena v jisté komponentě Q 
množiny S - Aq_ t; nechť H(O) = U <<?.•>• Protože p. b. ýq9 k. b. \j/q e ^ _ ! a protože 

<<?*•> n (<P;) = 0, jestliže i + j , je p. b. \j/q = p. b. <pil9 k. b. ^ = p. b. (ph pro vhodné 
dva indexy il9 i2 z sá. 

Podle věty 11 je 

(134) Q - < ^ > = Qx u Í22 , 

kde Ql9 Q2 jsou disjunktní elementární oblasti, pro něž je 

(135) H(Q1) u H{Q2) = H(Q) u <^,> = U <<?>,•> u U <<Ki;)> , 

(136) H(Oi) n H(02) = <*^> u K , 

kde K je částí cp(Ť). 
Z toho plyne, že komponentami množiny S — Aq = (S — Aq„x) — <^ > jsou 

oblasti Qj, Í22 a právě všechny komponenty množiny S — A^j, různé od O, tedy 
vesměs elementární oblasti. Je jich zřejmě právě q + 1. 

Každé <<?($> (7 = 1,..., Kq) je obsaženo podle (136) jak v H(QX), tak v fl(fl2), 
ale není (vzhledem k tomu, že (i//q) n Aq-1 = 0) částí hranice žádné komponenty 
množiny S — Aq9 různé od Qt i Q2. 

Dokažme, že každé <<př>, kde i e «s/, je obsaženo právě v jedné z množin H(QX)9 

H(Q2). Protože sé n {i\9..., í | J = 0 podle věty 4, plyne ze (136), že jen konečný 
počet bodů z <<pf> může být obsažen v průniku H(QX) s H(Q2). 

Existuje tedy bod a e (<pt)9 který leží např. v H(QX) a neleží v H(Q2). Kdyby některý 
bod b e (<př) ležel v H(Q2)9 musel by na oblouku X <=: (<pf) s krajními body a, b ležet 
bod c e H(QX) n H(Q2)

 2 8 ) . To však není možné, neboť by podle (136) muselo být 

2 7 ) V(Gk) je (sr. s pozn. 4 v odst. 3,2) množina všech bodů z H{Gk)9 které roztínají H(Gk). 
28) Abychom to nahlédli, stačí uvážit, že množiny Mt = H(QX) — H(Q2)9 M2 = ff(Q2) — 

— H(QX) jsou disjunktní a otevřené v M = H(QX) U H(-Q2), tedy oddělené. Je buď b e # ( % ) n 
n H(Í22) a stačí klást c = b9 n e b o ) c a G M l 9 b e M 2 , načež oblouk Xmusí protnout M — (MA U 
U M2) = H(QX) n H(Q2). 
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ceK, přičemž K je část <p(T)9 kdežto X je s q>(T) disjunktní. Z toho plyne, že (<pf) c 
c H(Qt)9 tedy i <<př> c H(í2t). 

Podobně bychom ovšem dokázali, že platí: (<př) n H(02) 4= 0 => <<?*> c H(í22). 
Z toho, co jsme dokázali, je patrné, že každý z oblouků <<?*>, kde i e Bq, loží na 

hranici právě dvou různých komponent množiny S - Aq. Je-li <<pf> = <<p(*J)> pro 
jisté j = 1, ...,K4, jsou těmito komponentami í^ a Q2; je-li <<př> = <<p(ij)>, kde 
i) e £<-_i, leží *<<?>*> na hranici právě jedné z oblastí Qu Q2 a ještě právě jedné kompo
nenty množiny S - Aq„í9 různé od Q. 

Protože podle indukčního předpokladu V(Q) c <p(T) a protože podle pozn. 8 
v odst. 4,5 je V(QX) u V(Q2) c V(Q) v případě, že \j/q je prostá křivka, a V(Oi) u 
u V(Q2) c V(Q) u {p. b. xl/q}, je-li î € Jordánova křivka, je zřejmě V(Qt) u V(Q2) c 
c cp(T) (v obou případech). Analogická tvrzení pro ostatní komponenty množiny 
S - Aq plynou z indukčního předpokladu. 

Tím je indukční krok proveden; abychom nahlédli, že i věta 12 je dokázána, stačí 
uvážit, že {1,..., N} = Bp. 

5,2. Nechť 

(137) L0, Li9..., Lp, kde p ^ 1, jsou oblouky; 

(138) ak, bk nechť jsou (pro k = 0, ..., p) krajní body oblouku Lk. 

Nechť 

(139) oblouky L0, Lt mají tytéž krajní body 

a nechť 

(140) 1 g fc ^ p => Lfc n (L0 u ... u L*^) = {afc, bk} . 

Pak budeme říkat, že posloupnost L0,..., Lp tvoří s/f 

(141) Л = U L 
* = 0 

p 

'fc ' 

Věta 13. Nechť Q je elementární oblast určená elementárním systémem 501 = 
= {Cj^o 5 £>0s/ C0. Pak existuje posloupnost L0, L l s . . . , Lp oblouků, která tvoří 
síť (141), přičemž 

(142) L0 u L t = C0 , 

(143) H(Q) c A c S . 

Důkaz. Postupujeme indukcí podle stupně oblasti Q. Je-li stupeň N oblasti Q 
roven 0, je Q Jordánova oblast s hranicí C0. Za L0, Lx můžeme pak zvolit libovolné 
dva oblouky s týmiž krajními body, pro něž je L0 u Lx = C0. 
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Předpokládejme, že tvrzení věty je správné pro všechny elementární oblasti stupňů 
<N, kde N _̂  1 je libovolné číslo; nechť Q je jako v předpokladech věty 13 a nechť 
má stupeň N. Zvolme libovolně Cje3Ru Protože množina A všech bodů z H(í2), 
které jsou dosažitelné z Í2, je hustá v H(Q) 2 9 ) , a protože množiny C0 — V(0), 
Cj — V(Q) jsou zřejmě otevřené v H(Q), existují body a e C0 — V(O), a 4= a0> 
a 6 e C ; ~ V(Q), dosažitelné z Q. Existuje tedy prostá křivka X tak, že p. b. A = ay 

k. b. A = b, (X) cz Q; buď L = <A>. 
Užijme poznámky 7 z odst. 4,3 (i s označením tam zavedeným); buď ještě L 0 = 

= L u I . Protože oblasti fíl5 Q2 mají obě stupeň <N, existuje podle indukčního 
předpokladu posloupnost L 0 , Úu ..., L^ resp. L2

0, L\,..., L2 oblouků, které tvoří síť 
A1 resp. A2, pro něž je 

(144) H(Qt) cz A1 czQx resp. H(Q2) cz A2 cz Q2 , 

přičemž 

(145) L 0 u L\ je base Qx , L2
0 u L\ base fí2 . 

Snadno se nahlédne, že posloupnost 

v14oJ LQ, Lu L2i ..., Lq, i, L2, L2, ..., Lr 

oblouků tvoří síť; stačí vzít v úvahu, že Y cz S — Qt cz S — A1, že krajní body a,-, b 
oblouku Y leží v A1, že £ 2 cz S — (AI1 u Y), že krajní body aj9 a oblouku L2 leží 
v A1 u 7, a že L2

0 u L\ CZ .A1 u 7 u L2 cz S — Í22. 
Tím je důkaz věty 13 proveden. 

5,3. Věta 14. Komponenty množiny S — <<p>, kde cp je elementární křivka 
z odst. 2,1, lze srovnat do prosté posloupnosti G0, ..., G P

3 0 ) tak, že pro každé 
q = 1, ..., P obsahuje množina 

(147) Gq n (C 0 u ... u G,„ x ) = H(G,) n (H(G0) u ... u H(G,_0) 

některé <<l?t> (i = 1,..., N); G 0 může být přitom libovolná předem daná komponenta 
množiny S — <<p>. 

D ů k a z . Poznamenejme především, že rovnost (147) platí pro každé q = 1,..., P, 
neboť množiny G 0 , . . . , GP jsou oddělené (takže pro každé dva různé indexy qu q2 

je Gqi n Gq2 = H(Gqí) n H(GÍ2)). Dále poznamenejme, že užíváme-li označení z věty 
4, má množina S — <<p> podle věty 12 právě P + 1 komponent. 

Buď G0 libovolná komponenta množiny S — <<p> a předpokládejme, že jsme již 

2 9 ) Pojem dosažitelnosti a větu zaručující hustotu A v H(Q) viz v [1], str. 525 a 527. (Dalo by 
se dokázat, že všechny body z H(Q) jsou dosažitelné z Q.) 

3 0 ) P je jako ve větě 4. 
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definovali G 0,..., Gq, kde 0 = q < p9 a to tak, že platí: 

(148) 1 = r g # => Gr n (G0 u ... u Gr-t) obsahuje {cp^ pro vhodné i = 

= 1,,..,N. 
Označme 

(149) si = J*; <<př> c H(Gr) pro některé r = 0,...,«}, 

áf = {i; existují r, s tak, žeO = r < s = g a ž e <<p,> <= H(Gr) n H(GS)}. 

Pak je ovšem J c ^ ; ukažme, že není 0$ = .s/. Definujme k tomu účelu ještě 
množiny 

(150) # = {i; <<jř?í> je částí hranice některé komponenty množiny S - <<p>, různé 
ode všech Gř, kde 0 S r = q}, 

Os = {i; <<př> je částí průniku hranic dvou různých komponent množiny 

S — <<p>, z nichž žádná není rovna žádné z množin G 0,..., G j . 

Protože podle věty 12 je každé <<?*> (i = 1,..., N) částí hranice některé komponenty 
množiny S - <<p>, je 

(151) ^u<žf = {1, ...,N} ; 

kromě toho je zřejmě ® c ^ 5 J n @ = 0. 

Buď X = U G/, y sjednocení všech ostatních komponent množiny S — <<p>; 

vzhledem k tomu, že 0 = q < P, je X # 0 * 7. Podle věty 12 má ^(Gy) (0 S j ú q) 
tvar U<9ť>> kde se sčítá zřejmě přes ta i, pro něž je <<pf> c H(Gj); taková i patří 

i 
do J/ . Sjednocení všech H(Gj), kde 0 £ j <; q, je rovno U <<PÍ>, takže 

iest 

(152) X = X u U <<?>,>. 
Je.*/ 

Podobně je 

(153) F = F u U <<?,->. 

Předpokládejme, že £ = si; pak je zřejmě také 9 = #, takže v (152) resp. (153) 
můžeme místo si resp. ^ psát ^ resp. 2. Množiny X, 7 jsou disjunktní; to plyne 
ihned z jejich definice. Dále je X n <<?*> = 7 n <<př> = 0 pro každé * = 1,...,N. 
Protože St n ® = 0 a <<př> n <<^> c <p(T), je-li i 4= I, plyne tedy z (152) a (153), že 

(154) J ? n F c < p ( r ) . 

Vzhledem k tomu, ±€ si \J<€ = {1, . . . , N}, je 

(155) S = ( S - <<p»u <<p> = (X u y) u U <<Pi> u U <<Pi> - JT u F. 
>W istf 
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Vztahy (154) a (155) znamenají, že konečná množina X n Froztíná S mezi kterými-
koliv dvěma body aeX, be Y31); to však je spor 3 2), neboť X 4= 0 4= Y. 

Tím je dokázán vztah 01 g sé; buď ž e s é - 0$. Pak zřejmě existuje r tak, že 
0 ^ r ^ q a že <<l>ř> c H(Gr), a <<p£> je částí hranice ještě některé komponenty 
množiny S — <<p>, různé ode všech Gp 0 ^ I =- <?. Označíme-li tuto komponentu 
G g + 1 , vidíme, že závěr implikace (148) platí pro všechna r = 0,..., q + 1. 

Tím je indukční krok proveden a věta 14 dokázána. 

5,4. Věta 15. Je-li cp elementární křivka, existuje posloupnost L0, Ll9 ..., Lp oblou-
ku tvořící síť, která obsahuje <<p>. 

D ů k a z . Je-li co e <<p>, zvolme libovolný bod a e E — <<p> a proveďme transfor
maci F(z) = \\(z - a). Pak je F * <p elementární křivka v £; najdeme-li posloupnost 
L*0, L*,. . . , L* oblouků tvořící síť A* 3 <F * <p>, bude zřejmě L0, Lu ..., Lp, kde 
Lfc = F_t(L*) pro fc = 0,..., P, posloupnost oblouků tvořící síť A = F^A*), která 
obsahuje <<p> = F_i(<F * <p>). 

Z tohoto plyne, že můžeme bez újmy obecnosti předpokládat, že cp je křivka v £, 
takže S — <<D> má pravě jednu neomezenou komponentu, kterou označíme G 0. 
Buď G 0 , . . . , GP prostá posloupnost obsahující právě všechny komponenty množiny 
S — <<p>, přičemž množina (147) obsahuje pro každé q = 1,..., P vždy některou 
z množin <<?;> (i = 1,..., N) 3 3 ) . 

1. Je-li C0 base elementární oblasti Gq (0 g q ^ P) 3 4 ) , je vzhledem k tomu, že G 0 

resp. Gq pro q = 1,..., P je neomezená resp. omezená, nutně 

(156) G 0 c : E x t C S , G ^ d n t C S pro q = 1, . . . , P . 

Dokažme, že ; 

(157) G ? n ( G 0 u , „ u G r l ) c C0 pro « = 1 , . . . ,P . 

Protože (pro každé q = 1,..., P) 

(158) G^ c Int CS = C% u Int CS , 

existuje v případě, že (157) neplatí, q tak, že 

(159) (G0 u ... u Gq.x) n Int CS * 0 . 

Buď r nejmenší index, pro který je Gr n Int Cg 4= 0; pak tedy je 

(160) (G 0 u ... u Gr-t) n Int CS = 0 . 

) Sr. s[l], str. 110 (věta 76). 31 
3 2 ) S — K, kde K je konečná množina, je oblast — viz [1], str. 99 (věta 66). 
3 3 ) Užíváme věty 14 a označení z odst. 3,1. 
3 4 ) Base neomezené oblasti G0 nemusí být určena jednoznačně — C0 nechť znamená kterou

koliv basi G0; base omezených oblastí G1,..., GP jsou určeny jednoznačně. (Sr. s pozn. 3 v odst. 
3,1.) 
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Předpokládejme, že je r = 0; pak ze vztahu S 0 n Int Cg 4= 0 plyne, že i G0 n 
n Int C% 4= 0, tedy že oblast G0, disjunktní s <<p> a tím spíše i s Cg, obsahuje bod 
oo e Ext C% i body z Int Cg. To však je nemožné. 

Nechť r > 0; ze vztahu Gr.n Int Cg 4= 0 plyne, že Gr n Int Cg 4= 0. Protože Gr 

je oblast neprotínající <<p>, tedy ani Cg, je nutně 

(161) * Gr c Int Cg. 

Gq je — jak víme z věty 12 — elementární oblast; nechť je určena elementárním 
systémem {CJ!}*=0, tj. nechť 

(162) Gq = Int Cg - \jWČ«. 
n=l 

Protože Gr, Gq jsou dvě různé komponenty množiny S — <<pX Je Gr n Gq = 0; 
z toho, ze (161) a (162) plyne, že Gr c Int C*, takže i 

(163) Gr c Int CJ 

pro vhodné n = 1,..., N. Z toho a ze (160) dále plyne, že 

(GQ U ... u Gr„x) n Gr c Ext Cg n Int CJ, 

přičemž poslední průnik je buď prázdný neb jednobodový. To je však ve sporu 
s podmínkou, že množina (G0 v ... u Gr„x) n Gr má obsahovat oblouk nebo topo
logickou kružnici <<př> pro vhodné i = 1,..., N. 

Tím je (157) dokázáno. 
2. Podle věty 13 existuje posloupnost oblouků L°0,..., L°r tvořící síť /10, pro niž je 

(164) H ( G 0 ) c A 0 c G 0 í tfouIíi-CS. 

Předpokládejme, že existuje posloupnost L0,..., Ls oblouků tvořící síť zť, pro 
niž je 

(165) *U H(Gj) c A[' c*U G,., 
j=-0 i = o 

přičemž 0 < q g P. Ukažme, jak lze posloupnost L0,..., Ls doplnit o další členy 
Ls+Í9..., Lt tak, aby posloupnost L0,..., Lt tvořila síť A", pro niž je 

(166) U H(Gj) c A" c U G,-. 
i=o i=o 

Tím bude proveden indukční krok a věta 15 bude dokázána. 
Podle (165) a (157) je 

(167) A' n Gq c Cg ; 

468 



jsou dvě možnosti: Buď 

(168) 0oc\)H(Gj), 
i-o 

nebo 

(169) 0o-\JH(Gj)*0. 
j=o 

Nechť nastane (168); podle věty 13 existuje posloupnost L*„ l 5 L*, L s + 1 , . . . , Lř 

oblouků tvořící síť, pro niž je 

(170) lZ-tuL* = 0O9 

přičemž 

(171) H(Gq) czA*czGq. 

Abychom nahlédli, že posloupnost 

v17zJ Lí0, Lj, ..., Ls, L s + 1 , ..., Lř 

« - i 
tvoří síť, uvažme, že 1) L 0 , . . . , Ls tvoří síť yť, 2) L*.^ u L* = C0 c U H(Gj) c /l' 

«-i i-o 
(podle (170), (168), (165)), 3) A' c U G; (podle (165)), L s + 1 u ... u L, c G,. (podle 

i = i 
(171)), takže pro každé k = s + 1,..., t je 

« - i _ 

(173) Lfe n (L0 u ... u Ls) c Lfe n Gg n U Gy c Lfe n C0 = 
J = I 

= Lfe n (L*_! u L*) c Lfe n (L0 u ... u Ls) ; 

inkluse v (173) lze tedy změnit na rovnosti. Odtud plyne, že 

(174) Lfe n (L0 u ... u Lfe_,) = Lkn (L*_, uL^u L s + 1 u ... u L f e ^) 

pro každé k = s + 1,..., ř; protože posloupnost L*..1? L*, L s + 1 , . . . , Lt tvoří síť, je 
průnik na pravé — a tedy i na levé straně (174) roven množině složené z obou krajních 
bodů oblouku Lfe. 

Posloupnost (172) tvoří síť A", pro niž platí (166); abychom to nahlédli, stačí užít 
vztahů (165), (171) a zřejmé rovnosti A" = A' u A*. 

Předpokládejme nyní, že platí (169); vzhledem k tomu, že C% c H(Gq), je 

(175) 0O - U H(Gj) = CS - U #(<?,) n H(G€) . 
j = l i= - i 

Podle věty 12 má každá z množin H(Gm) tvar U <<Pi>> kde stm je vhodná část mno-
iesžm 

žiny {1, . . . ,N} . Pro it # i 2 je <^ ř l> n <^Í2> c <p(r) (kde T je množina (13)), 
takže každá z množin H(Gj) n H(Gq) má tvar U <<Pi> u £7, kde ^ je vhodná část 
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množiny {1,..., N}, Kj vhodná část q>(T). Množina (175) tedy vznikne z topologické 
kružnice C% odstraněním konečného počtu oblouků <<pf> a konečného počtu bodů 
z q>(T) v ní obsažených. Z toho plyne, že 

(176) C| - V H(Gj) = I s + 1 u ... u Lu, 

kde otevřené oblouky vpravo jsou disjunktní a každý z oblouků L s + 1,..., Lu má oba 
4 - 1 

své krajní body v U H(Gj) (což je částí zť). Z toho ihned plyne, že posloupnost 
I=o 

(177) L0, L1 ?..., Ls, L s + 1,..., Lu 

tvoří síť A**, pro niž platí: 
q-X q-X_ 

(178) U H(Gj) u C | cz /!** cz U G, u Cq
0 . 

j=o y=o 
Buď ještě *LM_ i, *LM, Lu+ x,..., L. posloupnost oblouků tvořící síť *A, pro niž je 

(179) H(Gq) c * / l c G í 5 

(180) U ^ u ^ ^ C S . 

Podobně jako v případě, že platilo (168), snadno nahlédneme i nyní, že pro fc = 
= u + 1,..., í je 

k-X 

(181) Lkn\JLi = Lkn (*LM_1 u *Ltt u LM+1 u ... u L ^ ) , 
i = 0 

odkud snadno plyne, že posloupnost L0,..., Lř tvoří hledanou síť A" (pro niž platí 
(166)). 

6,1. Lemma. Nechť 

(182) posloupnost L0,..., Lp oblouků tvoří síť A, 

která obsahuje <<p>, kde cp je elementární křivka jako v odst. 2,1. Pafc existuje dělení 

(183) D : a = T 0 < xt < ... < xn = p 

intervalu <a, j9> tak, že křivka 

(184) <p* = (p | < T I . 1 , T|> je pro každé i = 1,..., n prostá 

a že 

(185) pro fcařdé i e {1,..., n} existuje j e (0,..., P} íak, ze <<př> c= L,. 

Důkaz. Buďte a = ř0 < ^ < . . . < < tM = /? právě všechny body množiny (13); 
jak víme, je každá křivka <pt = <p | <ř§-.i, í,> buď prostá nebo Jordánova. Zvolíme-li 
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pro každé i = 1,..., M bod sf € ( í ^ , tt) (libovolně), je q> prostá v každém intervalu 
dělení 

A : a = ř0 < sx < tt < s2 < ... < sM < íM == p. 

Je-li dělení (183) zjemněním dělení J, platí tedy (184) tím spíše. 
Označme W množinu krajních bodů všech oblouků Lj (0 g j <£ p). Pro každé I 

je pak 

(186) Lj- W=[)Ž[, 

kde sjednocení vpravo je disjunktní, přičemž Z[ jsou oblouky, jejichž oba krajní body 
leží ve W, qj ^ 1 pro j == 0,..., p. 

Tvrdíme, že systém 9C = {Ž[}, kde 0 g j S P, 0 g k g qj, obsahuje právě 
všechny komponenty množiny A — W. Protože Ž[ jsou souvislé množiny (jejichž 
sjednocení je A — PV), stačí ještě ukázat, že když Ž[l =f= Ží\ jsou Ž^1, Žf oddělené 
množiny. 

Buďte tedy Ž[\ Žf dva různé prvky z $*; pak je buďji = j 2 nebo I i 4= j 2 . V prvním 
případě jsou Ž[l, Žf dva disjunktní otevřené oblouky obsažené v Ljí9 tedy dvě dis
junktní množiny otevřené v LJi9 tedy dvě oddělené množiny. Ve druhém případě plyne 
ze (182), že Lh n LJ2 c W, takže např. 

Žf n Žf c L ; i n Lj2 n (A - IV) = 0 ; 

z toho opět plyne oddělenost množin Ž[l, Žf. 
Protože pro každé z e <</>> je množina </>„ t(z) konečná a protože také JVje konečná 

množina, je konečná i množina <p~i(JV). Obsahuje-li dělení (183) jako dělicí body 
všechny body množiny q>-t(W), je pro každé i -= 1,..., n souvislá množina (<p*) 
částí A — W, tedy částí některé komponenty Ž[ množiny A — W, tedy i částí přísluš
ného oblouku Ly, pak je ovšem i <<p*> c Lj. Z toho plyne platnost podmínky (185). 

Zvolíme-li dělení (183) tak, aby bylo zjemněním dělení A a aby zároveň obsahovalo 
všechny body množiny (p-t(W) jako dělicí body, bude zřejmě platit jak (184) tak 
(185). 

6,2. Věta 16. Pro každou elementární křivku q> existuje homeomorfní zobrazení h 
množiny S na sebe, pro něž je h* q> křivka po částech lineární. 

Důkaz. Buď <p jako v odst. 2,1; buď(sr. s větou 15) L0,..., Lp posloupnost oblouků 
tvořící síť A, pro niž je <<p> c A; buď D dělení (183) (z lemmatu v odst. 6,1), které 
má vlastnosti (184) a (185). 

1. Zvolme pevně I, 0 ^ j <; p; předpokládejme, že oblouk Lj je orientován, takže 
je v něm zavedeno uspořádání -<. Funkce q> je na každém intervalu <r f - l 5 T,.> prostá, 
takže <<?>*> je oblouk. Nechť 

(187) Z = {i; W> ^ Lj} ; 
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jsou-li ix * i2 dvě čísla ze Z, mají oblouky <<l>íž>, <<pÍ2> nejvýše jeden bod společný 
(neboť jinak by jejich průnik byl nespočetný, což by odporovalo konečnosti množi
ny T). 3 5 ) Buď q počet prvků množiny Z, r počet komponent množiny 

(188) Lj - U <<ř>l> - 3 6) 
íeZ 

Existují oblouky Mm, 1 <* m S s> kde s = q + r, s krajními body am •< bm tak, že 

(189) L, = M 1 u . . . u l l í l , 

(190) am = bm^x pro každé m = 2,..., s , 

přičemž každý z oblouků <<p*>, kde i e Z, je roven některému Mm. 
Buď /*/ po částech lineární prosté zobrazení intervalu <0, 1>; pak jistě existuje 

dělení 

(191) A:0 = c0 < at < ... < as= 1 

tak, že fij je po částech lineární v každém <<Jfe-.1, <xfc>. 
Nechť 1 g m g s. Je-li M m různé ode všech <<?*>, i e Z, buď # m libovolné homeo-

morfní zobrazení intervalu <crm_1? am> na Mm, pro něž 

(192) #»(*,»-1) = am , <řm(<xm) = bm . 

Je-li MOT = <<p*> pro některé i e Z, buď Am lineární zobrazení intervalu <<rm_1, <rm> 
na < T Í _ I , t ř>, které je rostoucí nebo klesající podle toho, zda ^ ( T ^ Í ) -< ^(T,) nebo 
< K T Í - I ) ^ ^(Ti)» definujme pak: # m = <p * Am. Jak ihned nahlédneme, je i nyní # m 

homeomorfní zobrazení intervalu <or
IM^1, crm> na Mm, pro něž platí (192). 

Z toho a ze (190) plyne, že lze v <0, 1> definovat zobrazení <PJ podmínkami 

(193) *>(f) = <Pm(í) , je-li í e <<xw_ 1 ? <rm> , m = 1,..., s , 

a že takto definované <PJ je homeomorfním zobrazením <0,1> na Lj9 pro něž je 
<f>'(0) = p. b. Ls. 

Označíme-li hJ = ptj * ( ^ i ) _ 1 , je ftJ homeomorfní zobrazení Lj na </*,->, pro které 
je hJ(p. b. Lj) = ///O). Buď i e Z; pak je <<?*> = Mm pro vhodné m (1 g m g s) a 

hJ * <př = ^ * ( ^ ) _ 1 * (pl = ^ * (Aw)_t * (^>f)-i * P 1 = A*./ * (4,)-i > 

odkud je patrné, že hJ * cp* je prosté a po částech lineární. 

Résumé toho, co jsme zatím dokázali: Je-li 0 g / g p, je-li oblouk Lj orientován 
a je-li lij prosté po částech lineární zobrazení intervalu <0, 1>, existuje homeomorfní 
zobrazení hJ oblouku L, na <jui>, pro něž je hJ(p. b. Lj) = J Í / 0 ) , hJ * ^ po částech 
lineární pro každé i, pro něž je <<př> c L,-. 

3 5 ) {<<?*>} iez je tedy (event. prázdný) systém „nepřekrývajících se oblouků" obsažených v Lj. 
3 6 ) Komponentami množiny (188) jsou jisté otevřené resp. „polouzavřené" oblouky, je-li 

Z 4= 0; je-li Z =- 0, je jedinou komponentou množiny (188) celé Lj. 
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2. Buďte oblouky L0, Lt orientovány tak, aby bylo p. b. L1 = k. b. L0 (takže 
k. b. Lt = p. b. L0); buďte ju0, ^x (libovolná) prostá po částech lineární zobrazení 
intervalu <0, 1>, pro něž je julv0) = ju0(l), /^(l) = fio(0)9 (l^) n </x0> = 0. Podle 
résumé 1. části důkazu tedy existuje homeomorfní zobrazení h° resp. h1 oblouku L0 

resp. Lt na </i0> resp. </*!> tak, že 

h°(p. b. L0) = fio(0) , fc^p. b. L t) = ^(0) 

a že h° * <p* resp. hl * (pl je po částech lineární pro každé i9 pro něž je <<pi> c L0 

resp. <<př> c Lx. 
Jak snadno nahlédneme, lze definovat zobrazení ht na L0 u L t předpisem 

<'«> » - w - < ^ : j:i; " £ ; 
hx je přitom homeomorfním zobrazením topologické kružnice At = L0 u L t na 
topologickou kružnici Bt = </i0> vj </Í!> a hj * <pl je po částech lineární pro každé i, 
pro něž je <<pl> c Av 

Podle Jordánovy věty je 

(195) S - A! = CX
0KJC\9 S - Bt = D1

0KJ D{9 

kde vpravo jsou komponenty množiny S — At resp. S — Bl9 tedy Jordánovy oblasti, 
pro něž je Jf(Cj) = H(Cj) = Au JFí(D0) = H(Dj) = Bv Ať již zvolíme očíslování 
jakkoliv, je proto 

(196) hx(H(Cl)) = H(Dl) pro fc = 0, 1 ; 

H(D\) je (pro fc = 0, 1) zřejmě mnohoúhelník. 
Předpokládejme, že jsme již sestrojili homeomorfní zobrazení hq (kde 1 g q < p) 

množiny Ai€ = [) Lj na množinu B4 = U </*/>, přičemž 
7=0 i=o 

1) n09..., /i€ jsou prostá po částech lineární zobrazení intervalu <0, 1>, 
2) posloupnost <jU0>,..., <^> tvoří síť, 
3) hq * q>1 je po částech lineární pro každé i, pro něž je <<pl> c Aq9 

4) S — Aq resp. S — Bq má právě q + 1 komponent C\ resp. Df (fc = 0,..., q), pro 
něž (při vhodném očíslování) je 

(197) hq(H(Ct)) = H(Dl) pro fc = 0,...,q, 

5) C£ i D\ jsou Jordánovy oblasti, H(Df) je pro každé fc = 0,..., q mnohoúhelník. 
Protože otevřený oblouk Lq+ x je (podle definice sítě) disjunktní s Aq9 leží v některé 

komponentě množiny S — Aq; očíslování komponent lze jistě volit ještě tak, že 
Lq+1 c C\. Krajní body al9 a2 oblouku Lq+1 leží pak v H(Cq

q)9 takže body b} = 
= hq(aj) (j = 1, 2) patří podle (197) do H(D*). Orientujme oblouk Lq+1 tak, aby 
bylo ax = p. b. Lq+1. 
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Protože body bj (j? = 1, 2) leží na hranici Jordánovy oblasti £>*, a tato hranice je 
mnohoúhelník, existuje prostá po částech lineární křivka fiq+u definovaná v <0,1>, 
pro niž je 

(198) ^ + 1 ( 0 ) = b, , ^ + 1 ( 1 ) = b2, (fiq+1) c Dq
q ,

3 7) 

Podle résumé na konci 1. části tohoto důkazu existuje homeomorfní zobrazení hq+i 

oblouku Lq+1 ňa </ií?+1>, pro něž je hq+í(a1) = bt (takže hq+i(a2) = 62), přičemž 
hq+1 * (p* je po částech lineární pro každé i, pro něž je <<pl> <= Lq+1. Lze definovat 

, , , / K(z) P r o z e U L,, 
Vi00 = v I f l + 1, , >=° 

\fc«+1(z) pro zeLq+1 
q+l 

a h€+1 je homeomorfním zobrazením množiny Aq+1 = [) Lj na množinu B^+1 = 
q+i j = 0 

= U </*/>» Pro něž zřejmě platí: 

(cp1) cz Aq+1 => hq+1 * (p* je po částech lineární.38) 

Vzhledem k podmínce 2) a (198) tvoří posloupnost </i0/S •••> </**>> 0*«+I> s*ť-
Buďte Yl9 Y2 oblouky s krajními body a l 5 a2, pro něž je Yt u Y2 = H(C*), a defi
nujme: Z,- = -̂ (-fy) = /i€+i(í}) pro j = 1, 2. Pak jsou Zí9 Z2 oblouky s krajními 
body bl9 b2y pro něž je Zx u Z 2 = H(I)*). 

Podle známé věty o „0-křivkách" (viz [1], str. 184) je 

C\-Lq+1 = C\+1uC\+
+\, D\-iiit+1y = D\+1KjD\+

+\, 

kde vpravo jsou vždy disjunktní Jordánovy oblasti (komponenty množiny vlevo), 
přičemž při jejich vhodném očíslování je 

H(C\+1) = Lq+1 u Y! , H(D\+1) = <AI4+1> u Z, , 

H(C«:i) = L 4 + 1 u Y 2 , H(/)«:í) = </ t 4 + 1 >^z2-

Položíme-li ještě 

CI+1 = C2, Dl+1 = Dq
k pro fc = 0 , . . . , q - l , 

plyne z toho, že 

(199) hq+1(Cq+í) = Dfx pro fc = 0,..., q + 1 ; 

C|+1 resp. Df+1 (fc = 0,..., q + 1) jsou ovšem právě všechny komponenty množiny 

3 7 ) To plyne ihned z celkem elementárního poznatku, že pro každý bod b mnohoúhelníka 
H(D|) existuje úsečka, která až na svůj krajní bod b leží celá v D|. 

3 8 ) Je-li <$>*> cr Aq+u je buď<p*> cz Aq nebo <p*> cz Lq+i; v prvním případě užijeme 
vlastností zobrazení hq9 ve druhém zobrazení hq+1. 
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S - Aq+Í resp. S - Bq+V Z toho, že H(D%) byl mnohoúhelník a že <ju í+1> je prostá 
lomená čára, ihned plyne, že i H(D*+1), H(Dqt\) jsou mnohoúhelníky. 

Tím je indukční krok proveden. Položme h = hp\ pak je h homeomorfním zobra-
P P 

zením množiny Ap = \J Lj = A na množinu Bp = U </*/>, kde posloupnost <JU0>, ... 
j = 0 i = o 

• • •> <Aíp> oblouků tvoří síť. Dále ještě platí: 

(200) <<pl"> c Ap => /i * <pl je po částech lineární. 

Protože však Ap = A => <<l>> a protože platí (184), plyne z toho, že h * <př je po 
částech lineární pro každé í = 1,..., n; křivka h * q> je tedy skutečně po částech 
lineární. 

Dokázali jsme konečně, že 

S-Ap = [)Cp resp. S~-Bp = [JDp
9 

fc=0 fc=0 

kde Cp
k resp. D£ jsou komponenty množiny S - A = S ~ Ap resp. S - Bp, přičemž 

očíslování lze volit tak, že 

h(H(Cp
k)) = H(DP) pro každé k = 0, ..., p . 

Podle poznámky 1° na str. 379 v [2] lze' h rozšířit na homeomorfní zobrazení 
celého S na S. Tím je věta 16 dokázána.3 9) 

6,3. Předpokládejme, že (p je elementární křivka v £ 4 0 ) . Jak snadno nahlédneme, 
lze potom i oblouky L 0 , . . . , Lp, o nichž se mluví ve větě 16, volit tak, že A c £. 
Kromě toho po prohlédnutí začátku 2. části důkazu věty 16 ihned vidíme, že orientaci 
oblouků L0, Lx a <l/0>, <£ÍI> lze volit tak, že fi0 -f- fií je kladně orientovaná Jordá
nova křivka a že totéž platí o křivce <P° 4- &1, znamená-li #° , <3>l totéž jako v 1. části 
důkazu. Očíslování komponent množin S — At resp. S — Bx zvolíme tak, aby bylo 
C0 = Int Au Dl = Int Bv Zobrazení hx ze (194) (které je parciálním zobrazením k h) 
má pak tu vlastnost, že 

(201) hx * (0° 4- <Pl) = fi0 + /*! . 

Místo abychom kladli h = hp, pokračujme v konstrukci zobrazení hi9 h29... ještě 
o dva kroky dále, a to takto: Najdeme orientované oblouky Lp+U Lp+2 tak, aby 
posloupnost L 0 , . . . , Lp, Lp+U Lp+2 tvořila síť A\ aby bod oo patřil do Lp+i SL byl 
počátečním bodem oblouku Lp+2.

4Í) Dále najdeme prosté křivky lip+i, fip+2 defino-

3 9 ) Zároveň jsme indukcí dokázali, že komponenty doplňku sítě jsou Jordánovy oblasti. 
4 0 ) Mohli bychom dále vyšetřovat křivky v S, ale bylo by nutné zobecnit index bodu vzhledem 

ke křivce tak, jak je to např. provedeno na konci [21. Tím bychom mohli zavést pojem „kladného" 
homeomorfního zobrazení S na S i v případě, že toto zobrazení nepřevádí bod oo na sebe. Pro 
poměrnou komplikovanost tohoto zobecnění se omezíme na speciálnější případ. 

4 1 ) Existence takových oblouků Lp+i, Lp + 2 je zřejmá. 
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váné v <0,1> tak, že i posloupnost </i0>- •> <A*j>X <r*j>-n>> <MP+2> tvoří síť, přičemž 
co 6 (ft-+i)- oo = p. b. / i p + 2 . 4 2 ) 

Analogicky jako jsme sestrojovali zobrazení fcl5..., hpi sestrojme ještě hp+uhp+2; 
bude pak hp+2(p. b. L p + 2 ) = p. b. \ip+2, tj. hp+2(oo) = oo. 

Rozšiřme opět zobrazení hp+2 (definované v A) na homeomorfní zobrazení h 
celého S na S (podle pozn. 1° na str. 379 ve [2]). Je patrné, že h bude mít kromě toho, 
co bylo řečeno ve větě 16, ještě tu vlastnost, že h(oo) = oo (tedy h(E) = £) a že 
existuje kladně orientovaná Jordánova křivka i// 4 3 ) tak, že i h * ij/ je kladně oriento
vána. 

Podle tvrzení 3 na str. 433 v [2] je pak pro každou kladně orientovanou Jordánovu 
křivku co křivka h * co také kladně orientována, takže homeomorfní zobrazení h je 
„kladné" ve smyslu definice z [2], str. 433. 

Z toho je patrné, že platí tato věta: 

Věta 17. Je-li cp elementární křivka v £, existuje kladné homeomorfní zobrazení h 
množiny S na S, pro něž je h(oo) = oo 4 4 ) a pro něž je h * q> křivka po částech 
lineární. 
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4 2 ) Existence je opět zřejmá. 
4 3 ) Je to např. y « é° + ^ 1 - viz (201). 
4 4 ) tj. — v našem speciálním případě, kdy h(E) — E — homeomorfní zobrazení S na S, které 

každou kladně orientovanou Jordánovu křivku co „převádí" v kladně orientovanou Jordánovu 
křivku h * co. 
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Zusammenfassung 

ÜBER DIE EXISTENZ EINER HOMÖOMORPHEN ABBILDUNG 
DER GAUSSSCHEN EBENE AUF SICH, 

WELCHE EINE GEGEBENE ELEMENTARKURVE 
AUF EINE TEILWEISE LINEARE KURVE ÜBERFÜHRT 

ILJA GERN*, Praha 

Unter einer Kurve verstehen wir eine beliebige lineare Abbildung cp eines beliebigen 
kompakten eindimensionalen Interwalles <a, /?> in die abgeschlossene Gausssche 
Ebene S. £ bedeute die offene Gausssche Ebene. Die Kurve cp nennt man elementar, 
wenn sie geschlossen ist (d. h. wenn der Anfangspunkt A — p. cp = cp(a) dem End
punkt E — p. cp = (p{ß) gleich ist) und wenn die Menge 

(13) T = {t e <a, ß}; es gibt ein t' e <a, ß}, t' =# t so, dass cp(tr) = cp(t)} endlich ist. 

In [3] durchführten wir eine gewisse Zerlegung einen Elementarkurve cp (für 
welche <<p> = <p(<ß, b>) eine Teilmenge von £ ist) in Jordansche Kurven. Wir 
zeigten dort zugleich aufweiche Weise man für den Beweis der Existenz der Zerlegung 
(mit in [3] angefahrten Eigenschaften) den folgenden Satz, der eins der Hauptergeb
nisse von diesem Artikel darstellt, verwenden kann: 

Satz 17. Wenn cp eine Elementarkurve mit der Eigenschaft <<p> c £ ist, dann gibt 
es eine positive homöomorphe Abbildung h der Menge S auf sich, für welche ft(oo) = 
= oo ist und für welche h* cp*) eine teilweise lineare Kurve ist. 

Die Elementarkurven sind in einem gewissen Sinn nach den Jordanschen Kurven 
die einfachsten abgeschlosenen Kurven. Die Bedeutung des Satzes 17 (und 16) liegt 
darin, dass man bei dem Studium aller äusseren topologischen Eigenschaften der 
Menge <<p> und auch spezielleren Eigenschaften, welche zu der „orientierten Topo-
logie" (vgl [2], § 55, XIII) gehören und z. B. in der Theorie der Funktionen einer 
komplexen Variablen von besonderer Wichtigkeit sind**) ohne Einschränkung 
voraussetzen kann, dass die Kurve cp teilweise linear ist (so dass <<p> eine gebroche
ne Linie ist). 

Im Artikel (ausser mancher Behauptungen über „0-Kurven", die weiter benützt 
werden und auch in anderen Zusammenhängen wichtig sind) befassen wir uns: 
1) Mit dem Studium der Komponenten der Menge S - <<p>, wo cp eine Elementar
kurve ist, und deren Grenzen. 2) Mit „Schnitten" in diesen Komponenten. 3) Mit der 
Ergänzung eines „verallgemeinerten Netzes" auf ein „Netz". (Unter einem „verallge-

*) Mit einem Stern wird die Zusammensetzung von Abbildungen bezeichnet. 
**) Zu diesen Eigenschaften gehört z. B. alles, was am Index eines Punktes inbezug zu einer 

Kurve beruht. 
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p 

meinertem Netz" versteht man eine Menge der Form U <̂ j>> wo ^0 eine Jordansche 
i=o 

Kurve* ij/j (J = 1,..., p) entweder eine schlichte oder eine Jordansche Kurve ist, 
wobei für j = 1,..., p die Menge <^> n (<^0> vJ .... u <^j~i>) von den Punkten 
A—p. i//p E - p . tj/j zusammengesetzt ist. Unter einem „Netz" (vgl [2], §54, IV) 
versteht man eine ähnliche Menge, wo aber alle Kurven ij/u ..., \//p schlicht sind). 

Es wird gezeigt, dass die Grenze jeder Komponente der Menge S - <<p>, wo cp eine 
Elementarkurve ist, ein „verallgemeinertes Netz" ist (siehe Satz 12); dasselbe gilt 
über die Menge <<p> (siehe Satz 4). Im Beweis des Satzes 11 sind die „Schnitte" in den 
Komponenten Q der Menge S — <<p> untersucht; es ist festgestellt, dass Q — <A>, 
wo X entweder eine schlichte oder Jordansche, in <0,1> definierte Kurve ist, für 
welche A(0), A(l) 6 H(ß)*), A((0,1)) c Q gilt, die Vereinigung von zwei punktfremden, 
nichtleeren Gebieten Ql9 Q2 ist, wobei die Grenzen von Ql9 Q2 wieder „verallgemei
nerte Netze" sind. Für den Beweis sind die Sätze 7 —10 wesentlich. Der Satz 15 zeigt, 
dass es zu jeder Elementarkurve (p ein <<p> enthaltendes „Netz" gibt; die Sätze 13 
u. 14 werden in der Folgerung des Satzes 15 verwendet. Der Satz 15 wird zusammen 
mit der Möglichkeit der Erweiterung einer „regulären" homöomorphen Abbildung 
eines Netzes (siehe [2}, § 54, IV) zum Beweis der in den Sätzen 16 und 17 zusammen-
gefassten Hauptergebnissen benützt. 

*) H(Q) ist die Grenze des Gebietes Q. 
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