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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 94 (1969), Praha

O EXISTENCI HOMEOMORFN{HO ZOBRAZENI GAUSSOVY ROVINY
NA SEBE PREVADEJICIM DANOU ELEMENTARNI{ KRIVKU
NA KRIVKU PO CASTECH LINEARNI{

ILsa CernY, Praha
(Doslo dne 25. biezna 1968)

1,1. V celém &ldnku budeme uZivat terminologie a oznadeni z [1]. E, resp. E resp. S
bude mnoZina viech koneénych redlnych &isel resp. mnoZina viech konednych
komplexnich &isel (otevFend Gausssova rovina) resp. mnoZina E zv&tiend o bod oo
(uzavrend Gaussova rovina).

V S zavddime topologii pomoci okoli U(z, ¢) jednotlivych bodii z: Pro z € E zna-
mend U(z, ) otevieny kruh o stfedu z a polomé&ru ¢, U(o, ¢) je vn&jiek kruhu o stie-
du 0 a poloméru 1/e (k némuZ oviem pocitdme bod oo); pfedpokldddme pfitom
(v obou pfipadech), Ze ¢ € (0, ). S je pak metrisovatelny topologicky prostor;
metrikou v S, kterd indukuje zavedenou topologii, je napf. metrika o* z [1], str. 24.

Omezenou nazyvdme takovou mnoZinu M < §, kterd je obsaZena v jistém U(0, ¢).

1,2. KFivkou budeme rozumé&t kaZdé spojité zobrazeni ¢ (libovolného) kompaktni-
ho intervalu <a, B> < E, do S. Body ¢(«), ¢(B) nazyvdme krajnimi body k¥ivky ¢;
bod ¢(x) = p.b. @ resp. ¢(f) = k. b. ¢ je pfitom pocdtecni resp. koncovy bod této
kfivky. MnoZiné

(1) (p> = o(<, BY)
budeme fikat geometricky obraz kfivky ¢; ddle zavedeme oznaleni
2 <p) = o({x, B)), (2> = o((%BY), (9) = o((2 B)).

Je-li (¢> = M, budeme fikat, Ze ¢ je kFivkou v M.
Je-li ¢ jako dosud, bude = ¢ kiivka definovand v (— B, —«) piedpisem

©) ‘ (=0) (1) = o(~1).

Je-li jedt&  kiivka definovand v <y, 6>, proniZjep.b.y = k.b. ¢, bude w =
= ¢ + ¥ kiivka definovand v {a, B + 6 — y) pfedpisem
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/1) pro te <o, B>,

) o(t) =

\‘/’(t ~B+7) pro teBB+5—-9y).

Analogicky se definuje ¢1 + -.. + @, (za pfedpokladu, Ze n 22 azZe p.b.g; =
=k.b.g;_yproi=2-.n)Jeli ¢ = ¢, + ... + ¢,, nazyvdme kazdou z kfi-
vek @; ddsti @. Misto ¢ + (-'-W) piSeme kritce ¢ ~ V.

1,3. Je-li ¢ kiivka definovand v <a, B> a je-li p(a) = @(B), tikdme, Ze ¢ je uzaviend
kfivka; jsou-li kromé toho obé& parcidlni zobrazeni ¢ | {a, B), ¢ | (a, B> prostd, nazy-
vame ¢ Jordanovou kiivkou. Geometricky obraz Jordanovy kfivky se nazyvd topo-
logickd kruznice. Je-li hranici n&jaké oblasti (tj. souvislé oteviené mnoZiny) Q topo-
logickd kruZnice, fikdme, Ze Q je Jordanova oblast.

Jordanovu vétu (sr. s [1], str. 108) Ize vyslovit také takto: Je-li ¢ Jordanova krivka,
md S — {@) prdvé dvé komponenty; jsou to Jordanovy oblasti, jejichZ spolecnou
hranici je {@).

Je-li ¢ Jordanova kfivka v E, obsahuje jedna z komponent mnoZiny § — {¢)
bod oo, druhd je omezend. Prvni z uvedenych komponent zna¢ime Ext ¢ nebo Ext {(¢)
a nazyvdme vnéjskem ¢ nebo (@), druhou znacime Int ¢ nebo Int (¢} a nazyvime
vnitikem @ nebo {¢).

V [1] (str. 214) je zavedena definice indexu bodu z, € § — (@) vzhledem k uzavfe-
né kiivce ¢ v E; oznaleni: ind, z,. V [1] jsou také dokdzdny zdkladni vlastnosti
funkce ind,, z nichZ nékteré budeme potiebovat: Funkce ind, je konstantni v kazdé
komponenté mnoZiny § — {¢); v neomezené komponenté je pritom ind, = 0.
Je-li ¢ Jordanova kfivka v E, je ind, v Int ¢ roven bud +1 nebe —1; v prvnim (ve
druhém) p¥ipad® fikdme, Ze kfivka ¢ je kladné (zdporné) orientovdna.

1,4. Obloukem (sr. s [1], str. 95) rozumime geometricky obraz libovolné prosté
kiivky, tj. obraz libovolného kompaktniho intervalu {a, B> < E; pfi libovolném
prostém spojitém (tedy homeomorfnim) zobrazeni do S. Je-li ¢ prostd po &istech
linedrni kfivka, nazyvame {¢) prostou lomenou ¢arou.

Je-li @ prostd kfivka definovand v (a, ), pro niZ je () = L, lze ukdzat, Ze mnozi-
na {¢(«), p(B)} nezdvisi na blizsi volb& kiivky ¢ (sr. s [1], str. 95); body ¢(x), ¢(B)
nazyvame krajnimi body oblouku L. Jestlize pro kaZdou dvojici rtiznych boda
zy, z, z LpoloZime z, < z,, kdyZ ¢ _y(z,) < ¢_4(z,), stane se Luspofddanou mno-
Zinou, v niZ je ¢(x) prvnim, ¢(B) poslednim bodem. Lze ukdzat, Ze totéZ uspotadani
bychom dostali, kdybychom vys$li od jiné prosté kfivky ¥, pro niz je {¢> = L,
p.b.y =p.b.e. (Sr.s[1], str. 96.) Zavedeme-li popsanym zplisobem v L uspo-
fdddni, budeme fikat, e jsme oblouk L orientovali; bod ¢(«) resp. ¢(B) nazveme po-
&dtecénim resp. koncovym bodem orientovaného oblouku La oznalime p . b . L resp.
k.b. L. Je-li L oblouk s krajnimi body a, b, existuje (prdv& jedna) orientace oblouku L,
pfiniZjea=p.b.L(ab=k.b.L)
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Otevienym obloukem pFislusnym k L nazveme mnoZinu L, kterd vznikne z L
odstran&nim obou jeho krajnich bod.

Je-li C topologickd kruZnice, a + b dva jeji body, existuji prdvé dva riizné oblouky
Ly, L, s krajnimi body a, b obsazené v C;jeproné L, VL, =C,L,nL, =L, n
n L, = 0. (Sr. s [1], str. 175.) Nastane-li pro oblouky L, L, prdvé popsand situace,
nazveme L, obloukem komplementdrnim k L, v C.

-

1,5. Uvahy o ,,0 — kfivkdch z [1] (str. 182—185) doplnime tfemi vétami, které
budeme v dal§im &asto potiebovat.

Véta 1. Necht
) A;(J = 1,2, 3) jsou prosté kfivky v E,
pro néZ je
6 . p.b.y;=a, k.b.A;=b pro j=123,
pFidemZ%
@) mnoZiny (4;) (j = 1, 2, 3) jsou disjunktni.
. Il’echt'(Jordanova) kfivka Ay = A, je kladné orientovdna a necht' (2;) < Int (4, ~
chc. jsou i kfivky Ay = A4, A3 = A, kladné orientovdny a je
8)  Int(d = 2;) — (&) = Int (4, = A;) U Int (4 = 4,),
kde Jordanovy oblasti vpravo jsou disjunktni.

Diikaz. (8) plyne ihned z véty 113 a jejiho dodatku (viz [1], str. 182—183); zbyvd
dokdzat tvrzeni o orientaci kfivek 1; =~ A; a A; = 4,. Podle zndmych vét o indexu
bodu vzhledem ke kiivce (viz [1]) je

(9) ind“;;’z = indh.;,.z + ind;q_._lz 1) .

Zvolme libovoln& bod z, eInt (4, = 1;); podle (8) je pak z, eInt(d, = 1,),
takZe vzhledem ke kladné orientaci kfivky A, = A, je na levé stran& (9) (po dosaze-
ni z;) +1. Vzhledem k (8) je z; € Ext (13 = 1,), takZe druhy &len vpravo je 0; prvni
¢len vpravo je tedy +1, takZe kfivka A, = A, je kladn& orientovdna.

Zcela analogicky se dokdZe kladnd orientace kfivky 4, = 4,.

1) Pokud budeme psét rovnost mezi indexy bodu vzhledem ke kiivce, budeme tim vzdy rozu-
mét rovnost v priuniku defini¢nich obora pfislu$nych indexi; v pfipadé€ (9) se tedy jedna o rovnost

VS — (A1) Y (4> L {43)).
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Véta 2. Nech? plati (5), (6) a (7). Necht kfivka A, = 2, je kladné onentovdna
a necht (A3) < Ext (A; ~ ;). Pak jsou jen tyto dvé moZnosti:

1. KFivky A, ~ A3, A, = A5 jsou kladné orientovdny a zdroveri
(10), (A4)) < Ext (4, = 43), (4;) = Int(1; = 43),
(11);  Int(d, = A3) ~ (4,) = Int (4, = 4,) U Int (1, = 1),

kde mnoZiny vpravo jsou disjunktni,
(12);  mnoZina S — (A1) U {A,> U {A3>) md komponenty
Int (4, = 2,), Ext(4; = 4,), Int (4, = 43).

2. KFivky A3 = Ay, A3 = 4, jsou kladné orientovdny a zdroveri
(10), (44) = Int (43 = 4;), (4;) = Ext(d3 = 4y),
(11), Int(A3 = ;) — (4,) = Int (2, = 4,) U Int (A3 = 1),

kde mnoZiny vpravo jsou disjunktni,
(12),  mnoZina § — ({A) U (A U {A3)) md komponenty
Int (A, = 1,), Int (43 = 4,), Ext (43 =~ 4,).

Dikaz Podle disledku 1 véty 113 z [1] (str. 183) plyne z podminky (4;) =
< Ext (4; = 4,), Ze Int (A; + 4,) je jednou z komponent mnoZiny § — A, kde 4 =
= (A1) U {(4,) U {43). Jsou jen tyto dvé moZnosti: Komponentami S — A jsou

1. Ext(4; = ;), Int (A, = 43),

2. Int (43 = 4,), Ext (43 = 4,).
Z citovaného disledku ihned plyne, Ze v p¥ipad& 1 resp. 2 plati (10), —(12), resp.
(10),—(12),. Zbyv4 tedy dok4zat tvrzeni o orientaci kfivek 1; = 13, 4, = 43; k tomu
sta&i uzit (9), (11), resp. (11), a téZe metody jako v dikazu vty 1.

Snadnym dusledkem véty 2 je toto tvrzeni:

Véta 3. Necht Jordanovy kfivky x a w jsou kladné orientovdny, necht w =
= w; + W, nebo w = w, + w4, kde w, je édst y, (a)z) N x> = 0. JestliZe existuje
cast yy kFivky y tak, %e (x,) = Ext o, je Int < Int y.

Diukaz. ProtoZe index vzhledem ke kfivce w; + w, je roven indexu vzhledem ke
kfivce w, + w,, miZeme bez Gjmy obecnosti predpoklddat, Ze w = w; + w, a Ze
p-b.x=p.b.w, Pakjey = w; + x2 pro vhodnou kfivku y,. Vzhledem k tomu,
Ze

(12) 0 <) = (x2) N Ko,y U (0,)) = 0
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maji kfivky
M=wy, lh==0,, 3= *y,

tyZ potdtedni a tyZ koncovy bod, pfitemZ mnoZiny (4;) (j = 1, 2, 3) jsou disjunktni.
Ztejmé je (x;) < (x2), takZe (vzhledem k tomu, Ze (x2) N o) = P a % (x,) < Ext »)
je (x2) = Ext .

Podle véty 2 — vzhledem k tomu, Ze kfivky = 4, = 4,, y = A; = 13 jsou kladné&
orientovdny — je

Intw =Int(4, = 1,) cInt(d; = 1;) = Int

(viz (11),).

2,1. Elementdrni kfivkou budeme nazyvat uzaviemou kifivku ¢ definovanou
v {a, B, je-li mnoZina
(13) T = {te<a, B); existuje t' € (o, B tak, Ze ' + ¢, o(t') = ¢(t)}
koned¢n4.
Budte
(14) A=ty <ty <..<ty=p?

prdvé viechny body mnoZiny T a ozname

(15) ) (pi =0Q I <ti—l’ ti> pI'O i = 1, ey M .

Je ziejmé, Ze kaZdd kfivka ¢, je bud prostd (je-li ¢(¢;—;) # ¢(t,)) nebo Jordanova
(je-li o(t;~,) = o(t;)) a Ze mnoZiny

(16) (@1); (92), ..., (¢n) Jjsou disjunktni.

2,2, V odst. 2,2—2,4 provedeme jisty ,,rozklad* kfivky ¢; jeho vlastnosti jsou
popsdny ve vét& 4. K¥ivka ¢ bude jako v odst. 2,1 a budeme uZivat t€hoZ oznadeni;
~ z technickych dévodi jsme vSak nuceni psdt ¢(i) misto ¢;.

Polozme i} = 1. Je-li kfivka ¢(i}) prostd, je k. b. ¢(i}) + p.b.o(i}) = k.b.
o(M), takZe i} + M, a existuji &isla j tak, Ze k. b. ¢(i1) = P. b. ¢(j). *) Bud i}
nejvetdi takové j. Je-li kiivka,@(i1) 4 ¢(i3) prostd, je opét i; < M, a existuje nejvetsi i}
tak, e k. b. ¢(i3) = p. b. ¢(i3), atd.

V konstrukci pokratujeme tak dlouho, aZ dojdeme kindexu i, (Ky = 1), pro ktery
kiivka

(17) ¥i = o(i1) + ... + olix,)

neni prostd.

2) Body a, B patti do T, nebot p(a) = ¢(B).
3) Napt.j= i} + 1.
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DokaZme, Ze takto definovand kfivka y, je Jordanova: To je zfejmé, kdyZK, = 1
(takZe y, = ¢(i1)); bud tedy K, > 1. Ze zplisobu konstrukce plyne, Ze kfivka

Vi =o@il) + .. + o(ix,-1)

je pak prostd; protoZe Y, = YT + ¢(ix,) neni prostd, je nutn& k. b . ¢(ix,) € (Y1)
Odtud plyne existence nejmensiho j, pronézje 1 =j < Ky, k.b.g(ix)=p.b.
o(i}). Kdyby bylo 1 < j < K, nebylo'by ix, = M (protoZe by bylok . b.. ¢(i},) +
+p.b.o(i}) = k. b. p(M)),aik, + 1by bylo &islo v&tsineZ i} a nejvye rovné M,
pro které by bylo

p.b.o(iy, +1) =k.b.o(ix,) =p.b.0(i;) =k.b.o(ij_,);

to by viak odporovalo pravidlu, podle kterého mé&lo byt i} j zvoleno. Je tedy j=1
a Y je v disledku toho Jordanova kfivka.

2,3. Neni-li {i},..., ik} = {L,..., M} %), bud if nejmen3i &slo mnoZiny {1, ...
M} — {il, ..., ix}. Pakjep.b. o(i}) = k. b. ¢(if — 1)<y, ), nebot i} — 1 =
=i} pro vhodné j. Neni-li k.b.o(i})e <y, je i < M (nebot k.b. p(M)=
=p.b.¢(i}) € (¥, )) a existuje nejvétsi &islo i, pron&Zzjep . b. ¢(i}) =k . b.. o(i}).
Neni-li ani k.b.¢(i3)e (¥,), existuje nejvétsi &islo i3 tak, Ze p.b. ¢(i3) =
=k.b.o(i3), atd. V konstrukci pokratujeme tak dlouho, aZ dostaneme kfivku
¢(i%,), kterd md koncovy bod na (Y, ). PoloZime pak

(18) ¥y = o(i3) + ... + (i),
nateZje p.b.yY,e Y, ), k.b. Y, e ¥y, (W) n Yy = 0.

Tvrdime-ddle, Ze
(19) (il ..ig 0 {il, ... ig,} =0

Z definice indexu iZ ihned plyne, Ze i + i}, jerli 1 £j £ K. Z podminky if =i,
kde 1<g<K, 1<p=K, by plynulo, Z¢ k.b.o(i2_;) =p.b. (i) =
=p.b.o(i;) € (Y, coz neni moZné, nebot konstrukce kfivek ¢(i}) by musela
skongit nejpozdgji u ¢(i2_,). Je tedy skutedn& i # i}, (pro kterdkoliv dv& &isla p, g,
pron&jel S p<K;,1<q=K,).

DokaZme, Ze kfivka ¢, je bud prostd nebo Jordanow: Neni-li ¥, prostd, existuje
nejmensi j tak, Ze k. b. ¢(i3) = p. b. ¢(i;) pro vhodné k < j. Je-lij = 1, je ¢, =
= (p(ll) Jordanova kfivka a jsme hotovi. Bud tedy j > 1; z toho, jak bylo j defino-
vdno, plyne, Ze kiivka

Vs =o(i]) + ... + o(ij-1)
je prostd; pfitom (¥3> N (¥;> = 0. Kdyby bylo k.b.¢(i})=p.b. ¢(i}), 1 <

4) Jak snadno nahlédneme, miiZe tato rovnost nastat jen tehdy, kdyZ ¢ je Jordanova kfivka,
Ki=M=1.
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<k < j, bylo by k.b. ¢(i}) e (Y3, tedy k. b. (i7) ¢ (¥, ), takZe by bylo i7 <
<M?®,p.b.9(i} +1)=k.b.9g(i?)=p.b.¢(i?) =k.b. ¢(i2_,), coZ by odporo-
valo pravidlu, podle n&hoz mélo byt nalezeno &islo iZ. Z podminek k. b . (p(i,2-) =
=p.b.g(if), 1 <k < jtedy plyne, %e k; = 1. Protoze k . b. (i}) = p. b. o(i7) €
€ <Y1, nepokradovala konstrukce ddle neZ k indexu i3, tj. je j = K,. Kfivka ¥, je
tedy Jordanova.

2,4. Neni-li
(20 {it, .o iU {il, ..o ik} = {1, ..., M},

existuje nejmendi z Cisel 1, ..., M, nepatfici do mnoZiny na levé stran& (20); oznalme
je i3. Analogicky, jako jsme sestrojili kfivku y/,, definujme nyni k¥ivku

(21) Y3 = ‘P(if) F ..o+ ‘P(i?rg) (kde K; = 1);

V3 bude op&t prostd nebo Jordanova, pfiemzZ jeji krajni body budou lezet v {y;) v
U (¥,), zatimeo (¥ ;) bude s touto mnoZinou disjunktni. Krom& toho budou disjunktni

i mnoZiny
{it, .- in s {its oo ikaps {03, s iRy} -

V konstrukei kfivek ¥y, ¥, ... pokradujme tak dlouho, dokud {i},..., ix,} U
v {i}, ..., it,} U ... neni rovno mnoziné {1, ..., M}.
Je patrné, Ze plati toto tvrzeni:

V&tad. Je-li ¢ elementdrni kfivka definovand v <a, B), jsou-li (14) prdvé
vSechny body mnofiny (13) a znamend-li ¢(i) zobrazeni ¢ | (t;_y,1,), existuji
kfivky ¥y, ..., ¥p (P = 1) s témito vlastnostmi:

1. Ka%dé y,, md tvar o(i7) + ... + ¢(i%,,), kde K,, = 1; kaZdé z ¢isel 1,..., M
je pFitom rovno prdvé jednomu Cislu i7, kde1 < m < P,1 < j < K,.

2. Kfivka Y, je Jordanova, kaZdd z kfivek Y5, ..., ¥p je bud prostd nebo Jorda-
nova. ‘

3. Je-li1 < m < P, jsou krajni body krivky V,, obsaZeny v mnoZiné {Y() U ...
eer U Y1), kdezto (,,) je s touto mnoZinou disjunktni.

3,1. Bud M neprdzdny Kﬁneény systém topologickych kruZnic obsaZenych v E.
R

Predpoklddejme, Ze M Ize rozloZit na disjunktni sjednoceni Y M, (kde R = 0) a Ze
Q=0

prvky z M lze sestavit do prosté posloupnosti Co, Cy, ..., Cy (kde N = 0) tak, aby
platilo:

L My = {Co}, Mg + 0.
IL. Pfi vhodné volb& bodi a,e C, plati: Je-li C,e My, C,eMy,, 05 = 0,

%) k. b. p(M) € (v, )-
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C,nCp*0,n+mijebud @ = Q,aC,NC, = {a,} = {a,}, nebo Q; = Q, +
+1aC,nC,={a,} *+ {a,}.%)

IMI. Je-li C, e My, 1 < @ < R, existuje prdvé jedno C,, € My_, tak, 2¢ C, n C,, +
+0.7)

IV. Mnoziny Int C,, ..., Int Cy jsou disjunktni a mnoZina

(22) U (IntC, - {a,}) v o U IntC,
CneMy Q=2 CneMo

je obsazena v jedné komponenté Q, mnoZiny § — C,.%)

Obr. 1. Pfiklad elementarniho systému. (C, patii do M, C,,C,, C3 do My, Cy, ..., Cg do
My, Cios --» Cy3 do M3, Cy4 do My; 2, = Int Cy.)

Pak fekneme, Ze M je elementdrni systém (topologickych kruZnic); &islo N (o jed-
ni¢ku zmenseny podet prvki M) nazveme stupném systému I, topologickou kruz-
nici C, (jediny prvek podsystému 9,) jeho basi.

6) Je tedy ay =+ a, pro kazdé n=1,..., N.

7) Z toho a z podminky Mg = P ihned plyne, e My, + P pro kazdé Q =0, ..., R.

8) Je tedy bud 2, = Int C,, nebo o = Ext Cy.
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Pozndmka 1. Bud M = {C,.},.N=o elementdrni systém s basi C,. Jak snadno na-
hlédneme, lze body a,€ C,, kde n = 1, ..., N zvolit jen jednim zpisobem tak, aby
spliiovaly shora uvedené podminky II-1V. Je-li totiZ a, € C,, kde C,e Dy, @ = 1,
existuje podle III prdv€ jedno C, e M,_, tak, Ze C, n C, * 0, pfiCemZ podle II je
nutné {a,} = C, n C,,

Diéle snadno nahlédneme, Ze {a, ..., ay} je mnoZinou vSech bodi, obsaZenych
alespoii ve dvéu riiznych topologickych kruznicich z M. Z toho je patrné, Ze mnoZina
{ay, ..., ay} zavisi pouze na systému 9N; nezavisi na o&islovani prvkd z M ani na volbé
base systému 9. Ddle je z toho patrné, Z¢ mnoZiny C,, C; — {a,}, ..., Cy — {an}
jsou disjunktni. '

Pozndmka 2. UkaZme, Ze plati: Obsahuje-li elementdrni systém 9t dva rtzné
prvky A, B, pro n& je Int A n Int B + @, md jen jednu basi; ozna&ime-li ji C,
N

a jsou-li Cy, ..., Cy ostatni prvky z M, je U Int C, = Int C, (tj. mnoZina Q, z pod-
n=1
minky IV je rovna Int Cj). '

Dikaz. Za uvedenych pfedpokladi o 4 a B musi byt jedna z téchto mnoZin
basi M, nebot vnitfky dvou riznych topologickych kruzZnic z MM, z nichZ Z4dnd neni
basi M, jsou podle IV disjunktni.

Bud tedy napf. C, = A basi M; z podminky Int C, m Int B+ 0aze IV ihned

plyne, Ze komponentou mnoZiny S — C,, kterd obsahuje U Int C,, je Int C,,.
n=1

Pfedpoklddejme, Ze nékterd z topologickych kruZznic Ce M, C + C,, je také
basi M. Pak by muselo byt bud Int C, = Int C nebo Int C, = Ext C; jak jsme jiZ
dokdzali, je pfitom Int C < Int C,. ProtoZe C % C,, nemiiZe byt zdroveii Int C, =
< Int C. Kdyby bylo Int C, = Ext C, dostali bychom z inkluse Int C < Int C, in-
klusi Ext C, < Ext C, tedy celkem vztah § = Int C, U Ext C, = Ext C, coZ je
nemoZné. Topologickd kruZnice C, je tedy skutené jedinou basi systému IR.

Déle plati: Je-li M elementdrni systém kladného stupné, C, jeho base a obsahuje-li
Int C, vnittky viech ostatnich topologickych kruznic Cy, ..., Cy z M je (podle IV)
napf. Int C, n Int C; + 0, takZe podle toho, co jsme jiZ dokdzali, je C, jedinou
basi systému M.

Z toho, co jsme ¥ekli, tedy plyne, Ze md-li mit elementdrni systém I vice neZ jednu
basi, musi byt jeho stupeii kladny a vnittky topologickych kruZnic z I musi byt
disjunktni. Ozna&ime-li C, (kteroukoliv) basi systému M, C, ..., Cy ostatni prvky

N

z M, je tedy podle IV Q, = Ext Cy, U Int C, = Ext C,,.
n=1

Necht M je elementdrnim systémem kladného stupné N s basi Cy; Q, necht zna-
mend totéZ jako v podmince 1V. V dal§im budeme studovat mnoZinu

N
(23) . Q=0,-UintC,.
=1
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V ptipadg, Ze Q, = Int C,, md systém M — podle toho, co jsme fekli nahofe — jen
jednu basi Cy a

N__.
Q=IntCy —UIntC,.

n=1

V ptipadg, Ze Q, = Ext C,, miiZe mit systém I sice vice basi, ale mnoZina
N
= N Ext C,
=0

je zfejmé& na blizsi volb€ base nezdvisld.
Z toho je patrné, Ze mnoZina (23) je v pfipadg, Ze stupefi systému M je kladny,
zdvisld pouze na tomto systému — neni z4visld na volbé& base systému IN.

Dokazme toto tvrzeni o mnéZing (23):

Véta 5. Je-li M = {C,,},’,Lo elementdrm’ systém s basi C, a je-li Q, ta komponenta
mnoZiny § — C,, ktera obsahuje U Int C,, je mno%ina (23) jednoduse souvisld oblast

s hranici H(Q) = U C,.

Dukaz provedeme indukci podle stupné N elementdrniho systému IR. Je-li N = 0,
je @ = Q, Jordanova oblast s hranici C,; tvrzeni tedy plati.

Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro kaZdy elementdrni systém stupné N — 1
(kde N > 0) a nechf M je elementdrni systém stupnd N jako nhahofe. Oznadeni
muZeme volit je§té tak, Ze bude Cy € M. Je ziejmé, Ze {C,}1_, je elementdrni systém
stupné N — 1. Podle indukéniho pfedpokladu je tedy

N-1
Q* =0, - UIntC,

n=0

jednoduse souvisld oblast. Souvislost mnoZiny Q* je ekvivalentni s podminkou, Ze
mnoZina
N-1
S§—Q*=(5-Q)uUIntC,
n=1

neroztind S.°) ProtoZe mnoZina Int Cy také neroztind S (S — Int Cy = Ext C, je
souvisld ‘mnoiina), protoZe S — Q*, Int C, jsou uzaviené mnoZiny a protoZe priinik

(24) (5 - 2*)nIntCy = {a,}
9) Definici viz v [1], str. 108.
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je souvisly, neroztind § podle zndmé Janiszewského véty'®) ani mnoZina

N
(25) §-Q=(8-Q)uIntCy=(S— 2)uUIntC,.
n=1
To znamend, Ze Q je souvisld mnoZina, tedy oblast.

ProtoZe induk&ni pfedpoklad zaru&uje souvislost mnoZiny § — Q*, je (v dasledku
toho, Ze (24) je neprdzdnd mnoZina) souvisld i mnozina (25); oblast Q je tedy jedno-
duse souvisld. '

Dile je

N N
(26) S=QuUCu@uUntc,),
n=0 n=1

N
kde Q je komponenta mnoZiny § — C,, riiznd od Q,. Bud ze U C, — {ay, ..., ay},
n=0

takZe je z € C, pro vhodné n (0 < n £ N); &slo n je pfitom ureno jednoznagng,
nebof mnoZiny Coy, C, — {a,},..., Cy — {ay} jsou — jak jsme vidéli nahofe —
disjunktni. ,
N
Je-li z € Cy, je kazdé dost malé jeho okoli U(z) disjunktni s U Int C,, nebot toto
n=1

sjednoceni je uzaviend mnoZina neobsahujici z; krom& toho je (podle Jordanovy
véty) U(z) n 2o + 0 pro kaZdé okoli U(z) bodu z. Z toho plyne, Ze z € Q.

Je-li ze C, pro n&které n > 0, je z € Q,, takZe kaZdé dost malé okoli U(z) je
obsaZeno v Q,; protoZe sjednoceni viech Int C,, kde 1 < m < N, m + n, je uzaviend
mnoZina neobsahujici bod z, je s nim kaZdé dost malé okoli U(z) disjunktni. Kazdé
okoli U(z) bodu z viak protind Ext C,; z toho opét plyne, Ze z € Q.

N

Dokdzali jsme tedy, Ze U C, — {a;, ..., ay} = @; protoZe @ je uzavfend mnozina,
N n=0 N
je dokonce U C, = Q. ProtoZe mnoZina Q u | Int C, je oteviend a disjunktni s Q,

n=0 n

=1
je &dsti § — Q. Z toho zfejm& podle (26) plyne, Ze

N
Q=0QuUC,,
n=0
a tedy
_ N
HQ)=Q-e=UC,,
n=0
jak jsme mé&li dokdzat.

Definice. Bud M jako ve vété€ 5, bud N stupeii M. Je-li N = 0, tj. M = {Co},
nazveme ka¥dou z mnoZin Int C,, Ext C, elementdrni oblasti uréenou systémem M.
Je-li N > 0, nazveme elementdrni oblasti urcenou systémem M mnoZinu (23)

10) iz [1], str. 172.
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(kterd — jak vime z pozn. 2 — nezdvisi na bliZ§i volb& base systému M, ale jen na
systému IN). .

Stupném (resp. basi) oblasti uréené systémem M budeme rozumét stupeti (resp.
kteroukoliv basi) systému .

Pozndmka 3. KaZzdd omezend elementdrni oblast md podle pozn. 2 zfejmé jen
jednu basi.

Bylo by mozZné dokdzat, Ze kaZd4 neomezend elementdrni oblast Q stupn&é N m4d
pravé N + 1 basi — prdvé viechny topologické kruZnice ze systému I, ktery oblast Q
urcuje, jsou totiZ basemi M i Q.

V dal§im dokdZeme, Ze komponentami mnoZiny § — (@), kde ¢ je elementdrni
kfivka v E, jsou elementdrni oblasti. Pfed tim viak musime zavést je$t& n&které dalsi
pojmy a dokdzat n&kolik netrividlnich tvrzeni.

3,2. Ptedpoklddejme, e M = {C,}.-, je elementdrni systém s basi C, a Ze
(27) Q, = Int C, ,

takZe 9 m4d jen jednu basi; uZivejme oznadeni z odst. 3,1. Pro kazdé n = 0,...,N
existuje kladn& orientovand Jordanova kfivka w, definovand v {a,, 8,>, pro niZ je
{o,y=C,a,=p.b.ow,

PoloZme

R
(28) Sy ={0;3<w,yeM}(O<Q=<R), €=UG,.
e=o

Jak ihned nahlédneme''), existuje pro kazdé w, € Sy, kde 1 < @ < R, prdvé jedno
w,eCtak,Zep.b. 0, e (v,); toto , patfi do Sy_,. Plati-li pro w,, ®, to, co jsme
prdvé fekli, budeme psit w, > ,, (nebo w,, < w,).

Jsou-li w,,, w, dv& ktivky z S, budeme psit o,, < , (nebo w, > co,,,), pravé kdyz
budou existovat indexy my = m, my, ..., m, = n (k > 0) tak, Ze bude

(29) Wy = Oy XDy, <€ . <€ Dy = O,

Je-li bud w,, < @, nebo w,, = w,, budeme psit w,, < w, (nebo w, = Op)-

Vztah w,, < w, uréuje pfi daném w, kiivku w,, jednoznaéné; je-li tedy w,, < w,,
jsou i indexy m; v (29) ureny jednozna&ng.

Je-li o, , €S, pro jisté Q = 1, pfiCemZ a,, = a,, existuje r tak, Ze w, < ,,
o, < w,: Zvolime-li totiZ r a s tak, Ze v, < w,, ¥, < w,, musi byt r = s, nebof bod
a,, = a, patii do (w,) i do (w,) a mnoZiny (w,), (@,), ..., (wy) jsou disjunktni.

Pro kazdé n =1,...,N existuje (jednozna¢né uréend) posloupnost w, , @,,, ...

11) Viz vlastnosti II a ITI elementérniho systému .
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oo @ tak, Ze
(30) Wy = Wy B> Wy > ... > O, = W ;

pfitom je p > 0. Z (30) plyne, Ze w, € S,.
UkaZme, Ze plati:

Véta 6. Necht It = {C,,},)Loje elementdrni systém s basi C,; uZivejme dosavadni-
ho oznadeni. Pak plati:

1. Je-li w,, < w,, takfe (zvolime-li vhodné indexy m,;) plati (29), roztind'?)
N

ka%dy z bodi a, =p.b.w,, kde i =1,...,k, mnofinu H(Q) =\ C, mezi
n=0

kterymikoliv body a € (w,), b € (W) — {am,}-

2. Je-li n %+ m, a, = a,, (tak¥e w,, », patFi do téhoZ &), roztind bod a, = a,,
mno¥inu H(Q) mezi kterymikoliv body a € (w,), b € ().

3. Je-lia % a, pron =1, ..., N, neroztind bod a mnoZinu H(Q).

Diukaz. 1. Necht plati (29), necht 1 < i < k a nechf a € (,), b e {w,) — {an,}
jsou libovolné dva body. PoloZme

(31) Z={j;0;>w,}, ¥=7{j;nenio;20,},
X=UC}U(wma)’ Y=Uci—{am}’
je¥ Jje¥

pak je zfejm& F V¥ = {0,...,N}, X UY = H(Q) — {a,,}, aeX, beY. Zbyvd
jesté ukdzat, Ze X,Y jsou oddglené. ProtoZe je X = X u {a,}, Y=Yu {a,}
(a protoZe mnoZiny X, Y neobsahuji bod a,,), stadi dokdzat, Ze X, Y jsou disjunktni.

BudjeZ;je-lip +j, C,n C; + 0, je bud w, > w; nebo w, < w; nebo w,, w;
patfi do t¢hoZ S, a je a, = a;. ProtoZe w; > w,,, je v prvnim pfipadé w, > w,,,
takZe p ¢ %; ve druhém pfipad€ plyne ze vztahii w; > w,, 0; > w, vztah 0, = w,,,
takZe opét p ¢ #; ve tfetim pfipadg existuje r tak, Ze w, < w,, W, < w;, z podminek
W) > Wp, 05 > O, plyne, Ze ©, 2 o,,, takie (vzhledem k tomu, Ze w, > w,) opét
®, > O, a p¢ Y. Tim jsme dokdzali, Ze
(2 Uc,nUC =0.

Jjex je¥

MnoZinu v3ech j, pro n&z je j + m, C; n C,, + 0, miZeme rozd&lit na dv& pod-
mnoZiny: Do prvni patfita j, pro néZje w; > w,, (takZe je j € &), do druhé pat¥i m;_,
(ptitem? C,,, N\ Cp,_, = {a,,,}) a prdvé ta j, pro n& C; lezi v tém¥e M, jako C,,
a pro n&je a; = a,,. Z toho je patrné, Ze

() ©n) 0 (U € = {an) = 0.
Z (32) a (33) jhned plyﬁe, 7eXnY=0.

12) Definici viz v [1], str. 108.
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2. Necht plati pfedpoklady 2. &dsti véty 6. PoloZime-li

X ={j;0;>0,), ¥={j;neni 0, 2 0,},

X=UCju(w,), ¥=NC; - {a},
jex jev

jeaeX,beY, X vY = H(Q) — {a,}, pfitemZ X, Y jsou odd&lené mnoZiny; dikaz

je zcela analogicky ditkazu 1. Cdsti véty 6.

3. Necht a * a, pro n = 1, ..., N; abychom dokdzali, Ze bod a neroztind H(Q),
stadi zfejmé dokdzat, Ze zvolime-li pevn& bod b e C, — {a, a4, ..., ay}, existuje pro
kazdy bod c € H(Q) — {a, b} oblouk M s krajnimi body b, c obsaZeny v H(Q) — {a}.

Je-li c € C,, je to ziejmé; za M stali vzit oblouk s krajnimi body b, ¢ obsazeny v C,
a neobsahujici bod a. Neni-li ¢ € C,, existuje (prdvé jedno) n tak, Ze c € (w,). Necht

Wy = Wy & Wy B> ... > Dy = Wy ;

np

jist& existuji oblouky M; = C,, — {a} (j =0,..., p) tak, Ze plati: M, md krajni

body ¢, a,, M; (j =1,...,p — 1) krajni body a,,_,, a,, M, krajni body a,, b.
14

Staci poloZit M = U M;.

j=0
Tim je véta 6 dokdzdna.

Pozndmka 4. Bud Q elementdrni oblast; pak existuje elementdrni systém I =
= {C,})-0, ktery oblast Q urluje. (Diikaz tvrzeni, Ze takovy systém I existuje jen
jeden, nenf zcela trividlni; pfislu$né tvrzeni viak nebudeme nikde potfebovat.)

‘ N
Je pak H(Q) = UC, a podle toho, co jsme ukdzali ve v&t& 6, je {a,, ..., ay}
n=0 N

mnozinou viech bodi, které roztinaji | C,, tj. H(Q). Z této charakteristiky mnoZiny
n=0
{ay, ..., ay} je patrnd jeji nezdvislost na volb& systému R (a jeho base — to jsme viak
jiz konstatovali v pozn. 1). V daliim budeme mnoZinu {ay, ..., ay} znatit V(Q).
Je zfejmé, Ze mnoZina V() obsahuje prdvé N bodd, je-li N stupeii oblasti Q.

3,3. Ndsledujici Styti véty jsou sice pomocné, ale maji v dalSich tivahdch zdkladni
ulohu. ‘

N
Véta 7. Necht M = {C,}\_, je elementdrni systém s basi C,, necht U Int C, =
N n=1 .

< Int Cy, Q = Int Cy — U Int C,; uZivejme oznadeni z odst. 3,1 a 3,2.

n=1

Necht D = @ je topologickd kruZnice, kterd neni rovna ¥ddnému C,z M.'?)

13y protoze 74dn4 topologicka kruZnice neobsahuje jinou topologickou kruZnici jako pravou
¢ast, nenf oviem také C, < D pro %4dné n.
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Nechf plati:

(34) Jsou-liae D n Ci, be D ~ C; dva rizné body a je-li w; < w;, tedy ,
=W, <O, <... <O, = ®;Pro vhodne k = 0 a vhodné mdexy ,.,(

lIA II

< m < k), existuje oblouk Z < D n U C,,, s krajnimi body a, b.

m=0

-

Obr. 2. K situaci z véty 7. (B= {Cy, ..., Cs}, ¥ — B = {Cq, ..., Cg}, vyéarkovand oblast
je 24, Mo = {Do}> =, — {Ce» C1}, M = {Cs})

Oznacme

(35) A= {C,eM; Int C, = Int D},
(36) B = {C,eA; C,n D je oblouk},
(37) A4, =C,nD, jeli C,e®B,

a necht

(38) B, je oblouk komplementdrni k A, v C,.
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Pak je

(39) Dy=(D-U4)uUB,= (D*UA)UUB
CneB Cne®B CneB
topologicka kruZnice, pro niz je
(40) Int Dy =IntD — U IntC,;
Cne®B
(41) N = {Do} v (A - B)
je elementdrni systém s basi D, ktery uréuje elementdrni oblast
(42) Q =IntDy— U IntC,=IntD - { Int C,
CneA -8 Cnell
s hranici
(43) H(Q,)=D,v U C,.
Cne -8B

Dtkaz. 1. Poznamenejme piedeviim, Ze pro kazdé n (0 < n < N) je prinik C, N
N D souvisly. Je-li totiza, be C, n D, a # b, existuje podle (34) oblouk Z = C, n D
s krajnimi body a, b. Protoze rovnost C, n D = C, je vyloucena, je tedy C,n D
bud prdzdnd nebo jednobodovd mnoZina nebo oblouk.

Poznamenejme ddle, Ze vzhledem k souvislosti mnoZin Int C, a vztahim D < @,
IntC,=cS—Qprom=1,...,N je pro kazdé n=1,...,N bud Int C, = Int D
nebo Int C, = Ext D. ProtoZe D < Int Cy, D # C,, je Int D & Int C,,.

2. DokazZme, Ze plati:

(44) C,eA,C,nD+0P=>a,(=p.b.w,)eD.

Pfedpoklddejme, Ze C, € U, Ze existuje bod a € C, n D, ale Ze a, ¢ D. Protoze C, =
< Int C, < Int D = Int D U D, je tedy a, € Int D. Necht

(45) Wy = Wpy > Wy, > ... > O = W}

» .
mnozZina U C,, je souvisld a obsahuje bod a, eInt D. ProtoZe obsahuje i body

z Ext D (je Co N Ext D % 0), existuje jist® bod b e U C,, n D. Bod b je rtizny od
bodu a (ktery leZi v (w,,)), takZe podle (34) existuje oblouk ZcDn U C,, s krajnimi

body a, b. ProtoZe bod a, podle véty 6 roztind mnoZinu H(Q) mezi body a, b, je
nutné a, € Z, coZ je spor, nebot a, € Int D, Z = D. Tim je (44) dokdzdno.

3. Necht m + n, C,e U, C, € B. Predpoklddejme, Ze existuje bod a e C, N 4,,;
protoZe B,, je oblouk majici oba krajni body na D, pfi¢emZ B,, = Int D %), je

Int D — B,, = Int C, U Int D*,

14y Je Int C,, = Int D, tedy Int C, < Int D U D; proto¥e B,,= C,, — Ay = C,, — D, je
B, < Int D.
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kde mnoZiny vpravo jsou disjunktni a kde
D*=(D - 4,)u B,."
Bod a nepatii do Int D*, takze pro viechna dost mald jeho okoli U(a) je
U(@)nIntD = U(a) nInt C, .
Je viak a € C, = H(Int C,), takZe pro viechna dost mald U(a) je
0+ U(@)nIntC, = U(a) nInt D = U(a) n Int C, .

Z toho plyne, Ze Int C, n Int C,, % 0, coZ je spor.
Plati tedy:

(46) C,eU,C,eB, m+n=>C,nd,=0.

Jellim#+n,C,e,C,eB, C,n D £ 0, je bud C, n C,, = 0, naceZ oviem tim
spide C, n B, = 0, nebo je C, n C,, + 0; pak je C, n C,, jednobodovd mnoZina,
kterd se rovnd bud {a,} nebo {a,}. ProtoZe jak a, tak a,, leZi podle (44) v D a protoZe
B, = Int D, jeinyni C, n B,, = 0. Tedy:

47 C,e«,C,eB, m*n,C,nD+0=>C,nB,=0.

4. Je-li B = 0, je oviem D, = D; dokdZeme, Ze D, je topologickou kruZnicii v pfi-
padé, Ze B + 0: Bud C;, ..., C,, prostd posloupnost obsahujici prdvé vSechny prvky
mnoZiny B. Podle ji citované véty o ,,0-kfivkdch* (viz pozn. **) pod &arou) je

(48) IntD — B, =IntC; U Int D,_,, kde vpravo jsou disjunktni Jordanovy
oblasti .

a kde
(49) DQ"I = (D - z,l) ) Eil .

MnoZina B,, je podle (47) disjunktni s C;,, tedy i s Int C;,, a je obsaZena v Int D.
Ze (48) plyne, Ze tedy je B;, < Int D,_,; pfitom krajni body oblouku B, leziv 4;,
c D — 4;, © D,_ (sr. s (46)). Je tedy ddle:

~(50) IntD,_; — B;, =Int C;, U Int D,_,, kde vpravo jsou disjunktni Jordanovy
oblasti

a kde
\ 2 ~ 2 .
(51) Dq‘2=(Dq—1 —‘Zl'z)UBiz=(D— UAim)UUEim'
m=1 m=1
15) Aplikujeme zndmou vétu o ,,0-ktivkach* — viz [1], str. 184 (dasledek 2 véty 113).
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Ze (48) a (50) vyplyvd, e
2 2 '
52) IntD — UB;, =UIntC, ulntD,_,, kde sjednoceni vpravo je disjunktni.
me1 m i m q
Po celkem g krocich dojdeme k tomu, Ze
q q .
(53) Int D — U B;, = UInt C; U Int Dy, kde sjednoceni vpravo je disjunktni
m=1 m=1
a kde
q ~ q
(54) Do = (D — UIA,-M) vUB,,
m= m=1

je topologickd kruZnice. Z (53) plyne ihned (40).
5. DokaZme, Ze plati:

(55) C,eU—-B,C,nDy*+0=C,n Dy = {a,}.

Pro C,e %A — B neni C, n D oblouk, tak’e pokud je C, n D * 0, je (podle (44))
C,n D = {a,}. Z toho plyne, Z (pro kazdé C,e A — B) je (w,) < Int D.

Kdyby bylo C,e ¥ — B, C; €B, (»,) " C;_ *+ 0, bylo by (vzhledem k disjunkt-
nosti mnoZin (@y), .--, (wy)) nutn& a;_ € (w,), coZ neni mozné, nebot (w,) < Int D
a a;_e D podle (44). Tedy: :

q
(56) C,eA-B=>(0w,)nUC, =09.
m=1

q .

ProtoZe oviem (@,) " UInt C; =0, je
m=1
q
(w,) cInt D — UInt C;, = Int D, .
m=1

Je-li tedy C, n Do + 0, je skutetn& C, N D, = {a,}.
DokaZme ddle, Ze plati:

(57) C,eA—-B,C,nDy*0, ®,>w,=IntC, c Int Dy .
Necht
(58) Op = Wpy, > Oy, B oo D> Dy = O ;

tvrdime pfedev§im, Ze viechna C,, patii do U — B. Kdyby tomu totiZ tak nebylo,
existovalo by nejmeni j tak, Ze C,, ¢ A — B; protoZe C,, €A - B, je j > 0,
a C,,_, €U — B podle definice &isla j. Podle (56) (kde misto n piSeme m;_,) neni
Cn; €%, nebot C,, , N C,, + 0. Z podminky C, ¢ A — B, C, ¢B plyne, Ze
Cn, ¢, tedy IntC, & Int D. ProtoZe IntC,,, , <= IntD, C,,_,nC, +0, je

Jj-1
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nutné q,, ,€D. Z podminky (34) pak plyne, Ze existuje oblouk Z skrajnimi body a,, a,, ,
obsaZzeny v D nj\-_)l C,,,- Vzhledem k vét& 6 by pak bylo a,,, € Z = D, coZ je ve sporu
s tim, %e a,, € ((;:,3 < Int D.

Tim je dokdzdno, ze C,,,e A — B pro i = 0, ..., s. Pfedpoklddejme, Ze .Ls}lC,,li N

N DO # 0; pak existuje nejmensi kladné j tak, Ze C,,, 0 Do * 0, naceZ podle (55)
, € Do. Podle definice j a vzhledem k tomu, Ze (w,) = Int Dy, by zaroven bylo

;€ (O, ‘) < Int Dy, coZ je spor.

Je tedy U Cn, N Dy = 0. ProtoZe souvisld mnozma (w,,,o) v U C,,, disjunktni

s Dy, protina Int Dy, je U C,, < Int D, takZe i U Int C,,, < Int Do, spemalne ovsem
i=1 i=1

Int C,, = Int C,,, = Int D,
Poznamenejme konecné, Ze plati:

1<ns<N-= bud Int C, < Int Dy nebo Int C, = Ext D,,.

Pro kaZdé n = 1, ..., N je totiz bud Int C, = Ext D, nadeZ také Int C, = Ext D,,
nebo Int C, « Int D, nadez bud C,eB a Int C, < Ext Dy, nebo C,e A — B
a Int C, < Int D, '

6. Necht C,e W — B a

(59) W, = Wy > Wy, > ... > W, = O ;
protoZe Co = C,, ¢ U, existuje nejmensi j tak, ze C, SEU - B. Ukazme, Ze
(60) n,_, €Dy .

Je-llij = p, je a,,_, € Co = Ext Dy; z podminky C,,_, € W — B plyne, 7e C,,_, <

nj-1 1
< Int Dy. Z toho plyne (60). Necht j < p a piedpoklddejme, Ze C,,_, = Int Dy;
_protoZe a,,_, € (w,. J), plynulo by z toho, Ze Int w,, N Int Dy =* 0, tedy — vzhledem
k tomu, Ze n; > 0 — Int w,, = Int Dy, coZ odporuje tomu, Ze C, ¢ A — B. Neni
tedy C,,_, < Int Dy, tj. je C,,_, n Dy % @; podle (55) plati pak (60).
Jestlize kaZdému n, pro n& je C, € U — B (a pro n&Z plati (59)) ptifadime nejmensi

index j = j(n), pro ktery je C, (,, ¢ & — B, je patrné, Ze je vzdy j(n) 2 1. Déle plati:
(61) C,eA-B, 0,>w0,=>C,e¥A—-B, j(m)=jn +1.

Abychom to nahlédli, poznamenejme pfedevsim, Ze kdyz C,€e W — B a w,, > o,,
je W > Ojmy-1, pli€emZ Cj,y—y N Do * 0, takZe C, e A — B podle (57). Protoze

wm > ), = w,,o > w,,l > ... > O)J(n) > ... > a)np = wq,
je z definice indext j(n) a j(m) ihned patrné, Ze J(m) = j(n) + 1.
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7. UkaZme nyni, Ze systém N definovany rovnosti (40) je elementdrnim systémem
Definujme:

No = {Do}, W, ={C,eU—-B; j(n)=1i} pro iz=1.
Bud jesté g maximem viech i, pro néZ je W; + 0. Je patrné, Ze

NR=ReuoR,v...UN,,

kde mnoZiny vpravo jsou disjunktni. Ovéfme ostatni vlastnosti, kterymi je charakteri-
sovan elementdrni systém:

I. Je zfejmé, Ze My = {Do}, N, * 0.
II. Zvolme dye D — {ao, ay, ..., ay} libovoln&. Je-li C,eRN, C,n Dy + 0, je
j(n) = 1, takze C, e M,, a podle (55) zdroveii C, N Dy = {a,} + {d}.

Necht za druhé C,eR;, C,eR;,, n+ m,i; 21,i, 21, C,n C, + 0. Z vlast-
nosti systému MM pak plyne, Ze bud 0, < w, nebo w, < w, nebo w,, w, € Sy pro
vhodné Q. V prvnim ptipadé je C, n C,, = {a,,} + {a,} a podle (61) zdroveii i, =
= i, + 1; ptipad w,, < w, vznikne jen zdmé&nou m a n z pfipadu pfedeslého. Ve
tfetim pfipad® je a, = a, a Q = 1, takZe existuje r tak, Ze w, < w,, ©, < 0,
Jsou dvé mozZnosti: 1. C,e A — B, 2. C, ¢ A — B. Je-li C,e A — B, je C,e N, pro
vhodné i = 1, nadeZ podle (61) patii C, i C, do R, . Neni-li C,e A — B, je a,, =
= a,e D, 16) takZe C,, i C, patti do N,.

III. Je-liC,eN,, je C,n Dy + 0. Je-li C, e N, kde i > 1 je C,e M, pro vhodné
Q = 1 a existuje pravé jedno C e M,y_, tak, Ze C, n C,, * 0. Podle definice vzta-
hu < je w,, < w,. ProtoZe j(n) > 1, je — jak snadno nahledneme — Cn,eUA -3,
nacez podle (61) je C,, e N;_;.

IV. Je-li C,e A — B, je bud C, " Dy + O, nadez C, e N, a podle (55) C, N Dy =
= {a,}, takZe Int C, — {a,} = Int D,, nebo je C,n D, = 0, nadez C,eN,; pro
jisté i > 1 alInt C, < Int Dy. Je tedy

(IntC ~{a,})u U U IntC, = Int D, .
CneRy i=2 CneMy

Tim je dokdzdno, Ze M je elementdrni systém; je pfitom ziejmé, Ze D, je jeho basi
a 7e M urluje elementdrni oblast (42), kterd md hranici (43).
Véta 7 je dokdzdna.

Nadsledujici véta ukazuje, kdy je na pfiklad splﬁéna podminka (34) z véty 7.
Véta 8. Necht M je elementdrni systém jako ve vété 7; D nechf je topologickd

kruznice obsaZend v Q, pro ni¥ je D n H(Q) oblouk. Pak je splnéna podminka (34)
z véty 7.

16y Int C,, = Int Dy, C, < Ext Dy, a,, € Int C,, N\ C, < Dy.

445



Diakaz. 1. Pfedpokldddme jinymi slovy, Ze existuje prostd kfivka 4, definovand
napt. v <0,1), pro niZ je {A) = D n H(R). UkaZme predevsim, Ze plati:

62 Jsou-li a, b dva rtzné body z (1) patfici do jistého C,, existuje interval
p
a, BY = <0, 1) tak, Ze oblouk A(<x, B) je &dsti C, a body a, b jsou jeho
krajnimi body.

Budte splnény pfedpoklady tvrzeni (62); pak existuji «, 8 € 0, 1) tak, Ze A(x) = a,
A(B) = b. Bez Gjmy obecnosti miiZzeme predpoklddat, Ze « < B; chceme dokdzat, Ze
ML, BY) = C,. Oznatme

(63) X ={tea, By Mt)¢C,};

ukaZme, Ze X je uzaviend mnozina. Kdyby tomu tak nebylo, existovala by konver-
gentni posloupnost bodil t, € X, pro niZ t, = lim t, ¢ X. Body A(,) nepatii do C,;
protoZe mnoZin C, je jen kone&ny podet, musi existovat g(# p) tak, Ze t, € C, pro
nekonedné mnoho indexii k. Bez ijmy obecnosti miiZzeme pfedpoklddat, Ze t, € C,
pro viechna k. Ddle: t, € X, t, = lim t, ¢ X; z toho plyne, Ze z posloupnosti {t,} lze
vybrat posloupnost ryze monotonni. Bez Gjmy obecnosti lze pfedpoklddat, Ze jiz {t,}
je ryze monotonni, napf. rostouci (pro klesajici posloupnost jsou dalii uvahy ana-
logické).

Ptedpokldddme tedy celkem, Ze {t,} je rostouci posloupnost bodd z X, pro niZ je
to = limt, ¢ X, A(t,) € C, (pro viechna k), A(to) € C,. Oznadime-li {c} = C, n C,,
je ziejm& A(t,) = c.

Kdyby bylo ¢ = a, bylo by A(x) = a = ¢ = A(t,), coZ je spor, nebot A je prosté
zobrazeni a a #+ ¢,.

Je tedy ¢ =* a, takZe o) = ae C, — {c}, A(t;) € C, — {c}. ProtoZe C,, C, maji
spole¢ny (prévé jeden) bod, je bud w, > w, nebo w, < w,nebo w,, w, leZi v témze S,
Bod c roztind podle vty 6 ve viech piipadech H(Q) mezi A(x) a A(t,). Z toho plyne,
Ze v {a, t;) musi existovat bod t*, pro ktery je A(t*) = c; to viak je op&t spor, nebot
vzhledem k tomu, Ze t* < t,, nemiZe byt A(t*) = A(t,).

Tim je uzavienost mnoZiny X dokdzdna; je ziejmé, Ze X je oteviend v (a, ).
Kdyby byla neprdzdnd, byl by X u (&, B — X) rozklad intervalu <o, f) na dv&
neprdzdné mnoZiny, které jsou ob& uzaviené i oteviené v {a, f); to viak neni mozZné,
nebot {a, B> je souvisld mnoZina. Je tedy X = 0, takZe skute¢n& A((x, ) = C,.

2. Necht ae (4> n C;, be{l) n Cj, a + b, o; £ w;, takZe

co;=w,-o << wi1 A < w,-k = (Dj,
kde k = 0 a kde i, jsou vhodné indexy. Mdme ukdzat, Ze existuje oblouk Z c
k
< (i) n U C;  majici krajni body a, b.
m=0

Rozezndvejme dva ptipady: 1) lze volit k = 0, tj. a, b patfi do C;; 2) nelze volit
k = 0, tj. a, b patfi do dvou riiznych topologickych kruZznic z 9.
Ad 1): Podle (62) ihned dostdvdme existenci hledaného oblouku Z.
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Ad 2): MiZeme pfedpoklddat, %e a € C;, — {a,}, nebot jinak misto C; miZeme
mluvit o C;,; podobné 1ze pfedpoklddat, Ze b € (w,c,‘). ProtoZe pak podle vty 6 roztind
kazdy z bodl a;, a,, ..., a; mnoZinu H(Q) mezi body a, b, musi byt a,, € (1) pro
kazdé m =1, ..., k.

Podle (62) existuje oblouk Z, = {A) n C;, s krajnimi body a, a,, oblouky Z,
(m=1,....k — 1) obsazené v (1) n C,;, s krajnimi body a;, a;,,, a oblouk
Z,, < {(Ay 0 C,_ s krajnimi body a;,b; Z = Zo U ... U Z,, je hledany oblouk.

Obr. 3. K situaci z véty 9. (%; = {Cy, ..., C11}, %o = {Cy,-.» C16}» By = {Cy, C3, Cs, Cyo,
Cy1}, L mé krajni body /;, 1, M, N a Co N D majf krajni body as, ayy, K— {al, a3, as, a1,
“u})

3,4. Véta 9. Nech? M je elementdrni systém jako ve vété 7; necht D < &2 je topolo-
gickd kruznice, pro niZ je jak H(Q) n D, tak Co N D oblouk. Ddle predpokladejme,
Ze plati:

(64) C,n D je oblouk, n > 0=IntC, = Int D.'7)
17y véta 9 plati i bez predpokladu (64). Bez né&j ji viak nebudeme potfebovat a pfi jeho plat-

nosti se situace ponékud zjednodusi. Bude také podobnéjsi situaci z véty 10, které je znaéné jed-
nodussi s pfedpokladem (64) neZ bez ného.
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Oznacéme L oblouk komplementdrni k H(Q) n D v D.
Pak je

kde Q,, 2, jsou disjunktni elementdrni oblasti, pro né? je

66 - H(Q,) VU H(2,) = HQ) U L,
(67) H(Q,) n H(®Q,) = LUK,
kde

(68) K < V(Q)

je jistd (kone¢nd) mnoZina.

Dikaz. Oznaéme M resp. N oblouk komplementdrni k Cy 0D v D resp. v C,
a bud je§t¢ D, = D, D, = M U N; pak je D, topologickd kruZnice. Je zfejmé (viz
vétu 8), Ze na M a D, miZeme aplikovat v&tu 7; dokaZme totéZ o M a D,:

Nechtae D, n C, be D, n C; jsou dva rlizné body, pfi¢emz

(69) : wj=wj.>wj'_1>--->w‘io=wi
pro vhodné s = 0 a vhodné indexy j,,. Mdme dokdzat existenci oblouku Z < D, n
NnUC; s kfa.jnimi body a, b. »
m=0 -

Rozezndvejme tyto t¥i pfipady: a) i > 0,b)j = 0,¢)j > i = 0.

Ada):Jeae M n C,, be M n Cj, takZe vzhledem k tomu, co jsme pfedpoklddali
o D a vzhledem k v&t& 8 oblouk Z s Zddanymi vlastnostmi existuje.

Ad b): Je a, b e N a protoZe N je oblouk, oblouk:Z = N s krajnimi body a, b opét
existuje.

Ad c): Podle toho, co jsme jiz dokdzali pro pfipad a), existuje oblouk Z;, = D, N
n U C;,, s krajnimi body a;,, b. Kdyby a;, nebyl krajnim bodem oblouku C, n D,

’ 1

bylo by Co n D = K, U K, kde K, K, jsou dva oblouky majici spoleny jen svij
krajni bod a;,. Potom by v3ak byly K, K,, Z, tfi oblouky, které maji spolecny jen
sviij krajni bod a;, a které jsou obsaZeny v topologické kruZnici D, coZ je nemozné."®)
Je tedy a;, skutetn€ krajnim bodem oblouku C, n D, tedy i krajnim bodem oblou-
kuN.Jellia = a;,, je Z, hledanym obloukem Z; je-lia + a;,, existuje oblouk Z, = N
s krajnimi body a, a;,, a hledanym obloukem je Z = Z, U Z,.

Aplikujme vétu 7: Ozname pro k = 1,2

(70) A, = {C,eM; Int C, = Int D},
(1) 8B, = {C,eU,; C, n D, je oblouk},

18) Sr. s pozn. 2 na str. 175 v [1].
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a bud ddle

(72) A,=C,nD,, jeli C,eB,;
necht
(73) B, je oblouk komplementdrni k 4, v C, .

Vzhledem k podmince (64) je B, = 0; podle véty 7 je
(74) DY =(D, - U 4)u U B,

CnefB1 Cne®By
topologickd kruZnice, pro niz je

(75) IntDf =IntD; — U IntC,.
CnheBy
Dile:
(76) ‘ﬁl = {Dr} V) (Q‘[l - 2}1) ) mz = {Dz} v QIZ

jsou elementdrnimi systémy s basemi D}, D,, které uréuji elementdrni oblasti

(77) Q=IntD,— U IntC, (k=1,2)

C,.e?lk
s hranicemi

(78) H(Q)=Dfuvu U C,, H(Q,)=D,u U C,.
Cnel; — B Cne¥

Podle jiZ citované véty o ,,0-kfivkdch* je
(79) IntCy — M =1IntD,ulntD,,

kde oblasti vpravo jsou disjunktni; tim spiSe jsou disjunktni i oblasti Q,, Q,. Vzhle-
dem k (79) a proto, Ze D = @, je pro kazdé n > 0 budInt C, < Int D, nebo Int C, =
c Int D,, tak¥e A, U A, = M — {Co} = {C,})-1. Z toho, ze (77) a (79) plyne, Ze

N
(80) Q-D=Q-M=(IntCo, — M) - UIntC, =
n=1

=(ntD, — U IntC,) L (I‘nt D,— U IntC)=Q,0Q;
Cne Cney
protoze D = (DN H(Q))uL,je @ —D=Q — L.

Podle (78) a (74) je ziejm& H(Q,) u H(2,) = H(Q) u L. Obricenou inklusi
dokdzeme takto: Lje &sti DY (i D,); Co = DY U Dy;je-lil < n < N, je bud C, €
€A, — B,, natez C, = H(Q,), nebo C,e A,, nadez C, = H(R,), nebo konetnd
C,€B,, nate 4, = D, a B, = D}. Skutetn® tedy je H(Q) u L c H(Q,) v H(2,),
takZe plati (66).

Ze (78) a (74) také plyne, Ze H(2,) N H(R,) se sklddd z oblouku La pravé viech
krajnich bodi obloukd A,, kde C, € B;. Bud a krajni bod n&kterého oblouku 4,,
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kde C, € B,; dokdZeme, Ze pak je bud a = a,, pro n8které m = 1, ..., N nebo je a
krajnim bodem oblouku L.

Jisté existuje Jordanova kfivka & definovand 0, 1), pro niZ je (6> = D, pfiCemz
8(Cty, 1)) = A,, zvolime-li vhodn¥ t; € (0, 1). Jsou dv& moZnosti: 1) Bod a patfi
do n&kterého C,, + C, — pak je bud a = a,, nebo a = a, (ptiCemZ m resp. n neni
rovno 0, protoZe a, ¢ D podle pfedpokladu). 2) Bod a nepatfi do zddného C,, + C, —
pak je vzddlengst ¢*(a, U C,,) kladnd a existuje t, > 0 tak, Ze §(<0, t,)) je s U C,,

m#¥n m#n

disjunktni; z toho plyne, Ze &((0, #,)) = D — H(R) = L. Vzhledem k uzavienosti L
je 8(0) = a e L; protoZe je také a € C, n H(Q), je a krajnim bodem oblouku L.

Pozndmka 5. Za situace a oznadeni z véty 9 je zfejmé (viz k tomu pozn. 4 z odst.
3,2) ¥(2,) mnoZinou viech a,, kde C,e ™A, — B,, ¥(Q,) mnoZinou viech a,, kde
C, € A,. Z toho ihned plyne, Ze

V(Q,) u ¥(RQ,) = V(Q).

Tuto inklusi budeme v dal§im potiebovat.

3,5. Véta 10. Necht M je elementdrni systém jako ve vété7; necht D = @ jetopolo-
gickd kruZnice, pro nif je H(Q)n D bud oblouk nebo jednobodovd mnoZina.
Nechf ay ¢ D a necht existuje prdvé jedno n, tak, %e (w,) N D je jednobodovd;
oznaéme (w,,) N D = {d}. Necht plati (64).

Pak je _
(81) € = {D} u{C,eM; Int C, ¢ Int D}
elementdrni systém s basi C,, ktery urcuje elementdrni oblast
(82) Q=IntCy—(IntdDu U IntC,)
Co+CneB
s hranici
(83) - H(@,)=Du U C,.
CneC®

Znamend-li A, B, Q, toté¥ jako ve vété 7 a je-li v pripadé, Ze H(Q) N D je oblouk
resp. jednobodovd mnoZina, L oblouk komplementdrni k H(Q) n D v D resp. L= D,
je ddle

(84) Q-D=Q-L=0,0Q,,

kde (elementdrni) oblasti 2y, Q, jsou disjunktni,

(85) H(Q,) vH(Q,) =HQ) UL, HQ)nHE®,)=LUK,
kde

(86) ‘ K < ¥(Q)

je vhodnd (konecnd) mnoZina.
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Dikaz. 1. Existuji&islan, (0 S i = p,p 2 0) tak, Ze
(87 Dy & Opy B o0 > O = O .

DokaZme, Ze

-1
(88) FU Int C,, < Ext D:

i=0

Obr. 4. K situaci z véty 10. (6, = {C,}, €, = {C,, cz} €,={D, C;..,Cs}, €=
= {Cé, ..., C}, Mg = {Dp}, My = {Cy3, C1s}, My = {Cy6> -+ C 181

(88) je zfejmé pro p = 0; bud tedy p > 0. Kdyby bylo ‘kp) C,, 0 D * 0 (coZ se

jist& nestane, kdyZ H(Q) n D je jednobodovd), tj. kdyby exli:tloval bod aeC,,n D

pro jisté i = 1, ..., p, existoval by podle véty 8 oblouk Z = _Lp) C,, 0 D s krajnimi

body a, d. Podle véty 6 by pak nutné bylo a,,€ Z = D, coZje sl;:)r, nebof D N C,, =

= {d} + {ano}
Je tedy U C.,nD=0a U C,nD= {d} ProtoZe na C,, = C, existuji body-

zExt D (napr bod ay) a protoze C,, Y ( U Int C,, — {d}) je souvisld mnoZina nepro-

tinajici D, je to mnoZina obsaZend v Ext D, tim spiSe plati (88).
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2. Nechf C, € €, kde n je rtizné ode vSech n; (0 < i < p); necht
(89) W, =W, >0, >...> 0, = 0.

ProtoZen + n,=0aC,e @, jeIntC,c Ext Das > 0.
Jsou dv& moZnosti: MnoZina
s—1

(%0) . Uc,nbD
i=0
je a) prdzdnd, b) neprdzdn4.
s—1
V ptipad¥ a) je U Int C,, souvisl4 mnoZina protinajici Ext D a disjunktni s D;
i=0

proto je
s—1
(91) yolnt C,,<ExtD.

V pfipad& b) existuje nejmensi &islo j tak, Ze C,, n D #+ ; podle definice j je
j-1 Jj-1
U C,, = Ext D, takZe i U Int C,, = Ext D. Kdyby nebylo Int C,, = Ext D, bylo
i=0 i=0
by nutn€ j > 0; vzhledem k tomu, Ze j < s, tj. Ze C,, + C,, by tedy bylo Int C, =
< Int D a Int C,, = Int D. To v3ak neni moZné, nebof by bylo a,,_ € Int C =

rj-1

< Ext D, a,,_,€C,, < Int D. Je tedy dokonce
J-1_
(92) UIntC,,uIntC, < ExtD.

i=0
ProtoZe r; # 0, Int C,, = Ext D, je podle (64) prinik C,, s D jednobodovy. Je bud
ry = ng, nalez C, n D = {d} = (w,,), nebo r; + nga C,,n D = {a, }.
3. Bud C, € C; rozlidujme tyto tfi pfipady:
(93) n = n, pro n&teré i = 0, ..., p;
s—1

(94) n+n; pfo viechna i = 0,...,p a bud U C,,n D = § nebo r; = n, pro
i=0
ngkteré i = 1,...,s — 11%);

s—1

(95) n % n; pro vechna i =0,...,p, UC,,nD % 0, r; + ny pro viechna
R i=0
i=0,..,s.

Je zfejmé, Ze pfi daném n, pro n&Z je C, € €, nastane prdvé jedna ze situaci (93), (94),
(95).

Rozd&lme systém € takto: Necht D e €, ;; nastane-li pro n€které C, € € situace
(93), bud C, € €,_,, nastane-li situace (94), bud C, € €, nastane-li koneng situace
(95), necht C, € €, ;2.(kde j je jako nahote nejmensi &islo, pro které je C,, n D +
+ 0).

19 ny nenf rovno ry (=n) ani r, (=0 = n).
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Ozna¢me S maximum vSech k, pro které je €, * 0. Ovéfme, Z¢ € je elementdrni
systém s basi C,: Zfejmé je

¢=¢0U...U¢s,

pfi¢emZ sjednoceni vpravo je disjunktni.

L. Z toho, jak jsme systém € rozdélili na podsystémy ihned plyne, Ze €, = {Cyo};
kromé toho je oviem Cg + 0.

II. Necht C,e €, C, n D + 0; ptipomeiime, ¢ D e €,+1. MnoZina C,n D je
podle (64) jednobodovd. Je bud n = ny, nalez C,e €, C,n D = {d} * {a,},
nebo je n # n,, nadeZ C,n D = {a,} a jsou dv& moZnosti: bud je a, = d, takZe
, > w,,, nastdvad situace (94) aje C,e €, 4, nebo je a, + d, naleZ nastdvd situace
(95)aje C,eC,,,.

Necht déle C,, C,, € €, n + m, C, n C,, * 0; pak je bud w, > w,, (resp. w,, > ,,
coZ se vySeti analogicky), nebo w,, »,, patii do téhoz &, (1 £ @ < R). V prvnim
ptipadé je C, n C,, = {a,} * {a,}, ve druhém pfipad® C, n C,, = {a,} = {a,}.

Vydetfme ptipad w, > w,,: Je-li n = n; pro n&které i = 0, ..., p 2°), neni i = p,
nebof w, > w,, a n nemlze byt 0; jak snadno zjistime, je C,e€,_;, C,,e €,_;_;.
Plati-li (94), je C, € €, C,, € €,_,. Plati-li (95), je pfislu¥né j 2') kladné. (Kdyby tomu
totiZ tak nebylo, nebylo by Int C, < Ext D, tj. bylo by C, n D + 0, tedy (vzhledem
k tomu, Ze n + ny) a, € D; potom by vSak z podminky w, > w,, plynulo, Ze a, €
€ (wn) N D * 0, coZ je spor, nebot m = ry =+ ny a pro kazdé m + n, je (w,) N D =
= 0.) Je tedy ziejm& C,€ €, 12, C,, €€ iy .

Pfedpoklddejme nyni, Ze w,, w, patfi do téhoz S,. Zvolme r tak, Ze w, < o,
w, < o, Jsou dvé moZnosti: a) C, e €, b) C, ¢ C.

V piipadg a) je C, € €; pro vhodné i a podle toho, co jsme jiz dokdzali, C,,, C, €
€ €;,,. V ptipad& b) neni r = 0 (nebot C, € €), takZe podminka C, ¢ € je ekviva-
lentni s tim, Z¢ Int C, < Int D, tedy Int C, < Int D. Z posledni podminky a z toho,
e Int C, < Ext D, plyne, Ze a, (=a,)eC,n C, = Int D nExt D = D. Odtud
plyne, Ze C,, i C, pattido €, ,.

III. K topologické kruZnici D, kterd patii do €, .1, existuje prdv€ jedno C,e €,
pro néZ je C, n D % 0, totiz C, = C,,. (Jak jsme vidé€li nahofe, patfi ta C,, kterd
maji s D spole¢ny bod a,, buddo €, ., — kdyZa, = d,nebodo €,,, — kdyZa, +
+d.)

Bud nyni C, € €;, kde i > 0; nechf w,, < ,. Podle toho, co jsme fekli v &dsti II
tohoto dikazu, plati: Je bud C, € €, nacez C,,e €;,_;, C, n C, + 0, nebo C, ¢ €,
naceZ i = p + 2, D n C, # 0. V prvnim pfipadé je pfitom bud C, n D = 0 nebo
sice C,n D % 0, ale D ¢ €,_,, ve druhém pfipadé je C, n C, = 0 pro viechna C, €
eC,_,.

IV. Snadno nahlédneme, Ze pro C,e € jsou ekvivalentni podminky C,e €,

20) 4j, plati-li (93)
1) J je nejmens &islo, pro které je C,, N D =+ 0.
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a C,eM,. Z toho plyne, Ze pro C,e €, je Int C, — {a,} = Int C,, pro C,e (O
kde j > 1, Int C, = Int C,,.

Jeli De Gy, je np =0, Con D = {d}, Int D — {d} = Int C,. Je-li D€ €;, kde
j >1,je Co n D = 0: kdyby totiZ bylo Co n D + 0, bylo by (vzhledem k tomu, Ze
ao¢ D) (wo) "D + 0, tedy no =0 a De €,. Z podminky Co, n D = 0 plyne, Ze
IntD < Int Cy.

Tim je dokdzdno, Ze € je elementdrni systém s basi Cy; € ovSem uruje elementdrni
oblast (82), kterd md hranici (83). '

4. Znamend-li Q, totéZ jako ve vét€ 7, je Q, < Int D; protoZe 2, N Int D = 0,
je 2, N Q, = 0. Dile je '

N
Q-L=Q-D=(ntCy— D) - UIntC, =
n=1

=[IntD - UIntC,Ju[IntCy —(IntDu U IntC,)]=Q,0Q,,
Cnel Co#Cpel .

nebot AU € = M.
Ze (43), (83) a rovnosti D U D, = D U U C, plyne, Ze
CreB
H(Q,) U H(Q,) = H®@)u D = HQ) U L.
ProtoZe (podle (43) a (83))

Dy, = H(®,) =« Int D,, D < H(Q,) < ExtD

a
Int Dy " Ext D =Int Dy nExtD = 0,
je
Dyn D c H(Qy)) nH(Q;) cInt Dy nExtD = Dyn D,
takze
(96) H(Q,)nH®Q,)=DynD=D-U 4,=
CneB
=Lu(DnHQ)-UA4,).
CngB
Je
N

97) DnUC,=(DnUC)u(DnUC,);

n=0 CrneB CneB

tvrdime, Ze druhy prinik vpravo je konefnd mnoZina. To je zfejmé z toho, Ze B
obsahuje prdvé viechna C,, pro n&Z je C, n D oblouk??), tedy %¢ C, N D je prdzdnd

22y Je-li ng = 0, je (@) N D jednobodovi, je-li my >0, je Co N D = @; C;, N D neni tedy
v 24dném piipadé oblouk. Je-li C,, N D oblouk, je podle (64) Int C, < Int D, tedy C, € B.
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nebo jednobodovd, kdyz C, ¢ B. Protoze

N
(98) DnUC,=DnHQ)
n=0
je podle pfedpokladu oblouk, je nutné
N
(99) DnUC,=DnUC,,
n=0 CneB

nebot v opatném pripadé by rozdil oblouku na levé stran& (99) a sjednoceni obloukd
na pravé stran& (99) byla mnoZina obsahujici oblouk, coZ je ve sporu s (97) a tim, Ze
druhy prinik na pravé stran& (97) je kone¥nd mnoZina. ProtoZe jet¢ D n J C, =
CnelB
= U 4, je
Cne®B

(100) D n H(Q) =
Z toho a z (96) ihned plyne, Ze

kde K je sloZena pravé ze viech krajnich bodi obloukl 4, riiznych od krajnich bodit
oblouku L. Je-li H(Q) n D oblouk, je K = V() stejng Jako ve V&€ 9; je-li H(Q) n D
jednobodovd mnoZina, je K = 0.

Tim je véta 10 dokdzdna.

Pozndmka 6. UZivime-li oznadeni z véty 10 (a jejiho dikazu), vidime, Ze jsou
dvé moZnosti: 1) A =+ 0, 2) A = P. (Jak snadno nahlédneme, mize byt A = O jen
tehdy, kdyZ je H(Q) n D jednobodovd mnoZina, tj. H(Q) n D = {d}.)

Necht A + @; zvolme pak C,, € A a necht

Wy = Opy > Dy > ... D> Oy, = W«

ProtoZe C,, € U, je Int C,, = Int D; naproti tomu Int C,, = Int C, ¢ Int D. Existuje
tedy nejmensi index j tak, Ze IntC,, < Int D, IntC,, ., ¢ Int D; jak snadno
nahlédneme, je pak

i+t

a,,,jeDh(a),,,,H),

takZe nutn& m;, 4 = n,, a,, = d. Je tedy d € V(Q).

ProtoZe ¥(2,) se sklada z téch a,, pro n&z je C, € W — B, a protoZe V(2,) obsahuje
bod d € ¥(Q) a prdv& viechny body a,, kde n > 0 a kde C, € €, je — podobné jako
ve veété€ 9 —

V(Q,) v V(2,) = V(Q).

Je-li A = O, nemusi byt d € V(Q), ale — jak snadno nahlédneme — bude jisté
V(Q,) L V(Q,) = V(Q)u {d}.
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Platnost posledni inkluse mdme tedy za situace z v&ty 10 zarudenou, at jiz je U
jakékoliv.

4,1. Véta 11. Bud Q elementdrni oblast uréend elementdrnim systémem M =
= {C,}N-0 s basi Co. Bud A prostd nebo Jordanova kfivka, pro ni je

(101) p.b.4, k.b.2eH(Q), () <=Q.
Oznadime-li I: = {A), je pak

(102) Q-L=Q,uQ,,

kde Q,, Q, jsou disjunktni elementdrni oblasti, pro né? plati:

(103) H(Q,) v H(Q,) =HQ) UL, HEQ)nHQ;)=LuUK,
kde

(104) K < V(Q)

je vhodnd (koneénd) mnoZina.

Dikaz. 1. Jsou dv& moZnosti: a) Q < Int Cy, b) Q < Ext Co. 2%)

UkaZme ptedevsim, jak Ize ptipad b) pfevést na pfipad a): Zvolme libovolné bod
aelnt C, a necht F(z) = 1/(z — a) pro viechna z € S; pak je F homeomorfni
zobrazeni S na S. Jak snadno nahlédneme, je (v pfipad& b)) {F(C,)} -, elementdrni

systém s basi F(C,), pro ktery je C)Int F(C,) = Int F(C,). Kfivka F * 12*) md
krajni body na hranici mnoZiny F("Q=)l = Int F(C,) — Gm (F* %) c F(Q).
DokdZeme-li vétu 11 v pfipadé a), budeme védét, Ze "

F(Q) — (F*x 1> = G, U G,,

kde G,, G, jsou disjunktni elementdrni oblasti, pro n& bude H(G,) u H(G,) =
= H(F(Q)) u F(L), H(G,) n H(G,) = F(L) u K*, kde K* < V(F(Q)).

Jak snadno ddle zjistime, bude platit (102)—(104), poloZime-li Q; = F_,(G;) pro
j=1,2,K = F_(K*); 2; budou pfitom disjunktni elementdrni oblasti.

Z toho je patrné, Ze v&tu 11 stali dokdzat za pfedpokladu, Ze nastdvd situace a)
(za niZ jsme odvodili pomocné véty 7— 10). UZivejme oznaeni z odst. 3,1 a 3,2 jako
dosud.

ProtoZe volba bodu a, je vdzdna jen podminkou, Ze a, € C, — V(), miiZeme ddle
bez Gjmy obecnosti pfedpoklddat, Ze p.b. 1 # ay + k.b. 1. Za tohoto pfedpo-

N
23) v ptipads a) resp. b) je | Int C, &sti Int C, resp. Ext C,. Pokud je v pFipadé b) jests
N n=1
N >0, je 2 = () Ext C, a mnoziny Int Cy, ..., Int Cy jsou disjunktni (sr. s pozn. 2 v odst. 3,1).
n=0

24y Hvézditkou znadime sklddanf zobrazeni.
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kladu (ktery v daldim Cinime), je kaZdy z krajnich bodd kfivky A obsa¥en ve zcela
N

urdité mnozing (w,); je totiz H(Q) — {ao} = U (w,), ptidemZ sjednoceni vpravo je
disjunktni. »=0
Jsou tyto moZnosti:

A. Lje oblouk, jehoZ oba krajni body leZi v jistém (w,).

B. L je oblouk, jehoZ jeden krajni bod patii do (w;), druhy do (w)), pfitemz
0; < ;.

C. L je oblouk, jehoZ jeden krajni bod je obsaZen v (w;), druhy v (w;), pFidemz neni
ani ; £ w; ani ®; > O;.

D. Lje topologickd kruZnice, pfi¢emZ p.b.A =k .b. 1€ (w,) pro jisté i.

Pfipady A — D vysetfime postupné v odst. 4,2—4,5.

4,2. Nechf plati A a necht nejdfive i = 0. Oznaéme X kterykoliv ze dvou obloukil
s krajnimi body rovnymi krajnim bodiim oblouku L a obsaZenych v C, a bud D =
= Ly X. Tvrzeni, které mdme dokdzat, plyne ihned z véty 9.

Bud nyni i % 0 a zvolme &isla & < n v <a;, B> tak, Ze w (), w,(n) jsou krajni body
oblouku L. Bez tjmy obecnosti miiZzeme pfedpoklddat, Ze wie) = p . b . A. Necht

(105) A= wi|<€,'1>, +Ay = wil(":ﬂi> + wi[<9¢,£>’ Ay =4.

Ovéime, Ze na ktivky 4; (j = 1, 2, 3) miZeme aplikovat vétu 2: Podminky (5), (6)
a (7) zfejmé plati; kfivka A; = 1, = w, je kladn& orientovdna; ddle je (4;) = (1) =
c Q c Exto; = Ext(4; = 1,).

Dokazme jestg, Ze (1,) = Ext (1, ~ 4,): Necht
(106) wi = wio > wi‘ > ... > W;

'P=(D0;

protoZe mnoZina
14
(107) k_jlc,.m w (4,)

je souvisld, protoZe protind Ext (1, = 1) (je Co n Ext (4, = 43) + ) a protoZe je
disjunktni s {(4; = 13>, je obsaZena v Ext (A, = A;). Tim spile je (1,) = Ext (1, ~
= 13).

Podle véty 2 je tedy

(108) Int (A3 = 4,) — (A)) = Int (A; = 4,) U Int (4; = 4,).

Polozme D = (A3 = ,) a uZijme véty 10: H(Q) n D = {A,) je oblouk, n, je ten
index, pro ktery je w,, < w;; (64) plati, nebot jediné n, pro které je C, n D oblouk,
jen = i,alnt C; < Int D podle (108); L je skute&n& oblouk komplementdrni k H(2) n
A D = {A,) v D. Tvrzeni véty 11 vyplyvd tedy v pfipadé, ktery prdvé vySetfujeme,
z véty 10.
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4,3. VySetfme situaci B: Nechf
(109) W= 0 T, < ... <O, = O
(takZe p > 0); bez Gjmy obecnosti miZeme predpoklddat, Zep . b. 1€ (wi):k-b.le
€(w)).Prom =0, ..., p — 1 oznaéme y,, ten bod z («; , B;,), pro ktery je @i, (Vm) =
=p.b.w,,; bud jest& ¢ € (a;, B;) zvoleno tak, Ze p.b. A = we), a ¥, bud ten
bod z (o, B;), pro ktery je wf(y,) = k.b. L.

Jsou tyto tfi moZnosti: 1) & € (%, o), 2) € € (o, Bi), 3) € = Yo

Ad 1): Ozna¢me

(110) o}, =, | GmB,> pro m=1,...p,
(111) A = o | e, 7005 “h=w; ] Yos B + i I {a;, &),
=4+ 0+  +..4+ 05,

pak jsou A,, 4,, A5 prosté k¥ivky, pro n&z plati (6)>°) a (7).
Jsou opét dv& moZnosti: a) i = 0, b) i > 0.
Ad a): PoloZzme D = {1; = 4,); pak je D topologickd kruZnice, pro niz je

DNH(Q) =iy V... uafd>ull), DnCo=<{),

takZe jak D n H(Q), tak D n C, je oblouk. Podminka (64) se dokdZe takto:
ProtoZe kfivka 4; = A, = w, je kladn& orientovdna a protoZe (1;) < Int w,, je
podle v&ty 1 i kfivka A1; = A, kladné orientovdna. Definujme jesté

(112) 0, = 0;, | {% s Ymy Pro m=1,..,p.

Pak je w,, = o}, + i, (kladn& orientovand Jordanova kfivka), pfiemZ oj  je
&st (kladn& orientované) kiivky A; = A,, (@},) N A3 = A,) = 0. Cdst 1 kiivky
A3 = 1, md tu vlastnost, Ze (1) = Ext w, . Podle véty 3 je tedy Int C; < Int D, a to
pro m = 1, ..., p. Tedy: Je-li C, n D oblouk, n > 0, je n = i,, pro vhodné m =
= 1,..., p, nateZ Int C, = Int D; tim je (64) dokdzdno.

Ukadzali jsme, Ze jsou splnény vSechny pfedpoklady véty 9; z ni plyne ihned tvrzeni
véty 11 v situaci, kterou vysetfujeme.

Ad b): Nyni je i > 0, (4;) = Ext (4, = 4,) = Ext w,. Podobng jako v odst. 4,2
(pHi vySetfovdni pfipadu i > 0) snadno dokdZeme, Ze (1,) = Ext (1, = 1,), odkud
podle véty 2 plyne, Ze kiivky 1; ~ 4, A3 = A, jsou kladné orientovdny a Ze

(113) Int (2 = 4;) — (A) = Int (4, = A) U Int(4; = 4,).

PoloZme D = (3 = 1,); protoZe w; = 4; = 1,, plyne ze (113) inkluse Int C; c
< Int D. Inkluse Int C; < Int D pro m = 1, ..., p se (pomoci v&t 2 a 3) dokdZi

2%) kde a = (), b = w;(v,)
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analogicky jako v pfipadg, kdy bylo i = 0. Je tedy celkem
14
(114) UlntC;, cIntD,
m=0

z &ehoZz plyne ihned podminka (64), nebot C, n D je oblouk jen tehdy, kdyZ n = i,
pro nékteré m = 0, ..., p. »
Ovéfme platnost dalsich pfedpokladit véty 10: H(Q) n D = U (@} > U {1, je
m=1

oblouk; je-li w,, < w;, je no jediny index, pro ktery je (w,,) N D jednobodovéd mno-
Zina.

Z véty 10 plyne tvrzeni véty 11 (v nyni vySetfovaném piipadg).

Ad 2): Tento ptipad se vySetfi zcela analogicky jako pfipad 1), misto kfivkami
(111) se zabyvdme kiivkami

(115) Ay = ‘ Fos&), ~4y = w; l & B> + s | <%, YD »
=0, ... + o), = 1.
Ad 3): Nyni je ¢ = y,, tj. p. b. 4 = p. b. @;,. Necht
(116) p=0f + ... 0l + A, py=0) f .. 0, =4
pak jsou u,, u, Jordanovy kfivky, pro néz je

p
(117) indm + induz = Z indmim .
m=1

Bud z e Int w; = Int w;; pak je hodnota pravé strany (117) v bod& z rovna +1,
takZe (vzhledem k tomu, Ze jak ind,, z, tak ind,, z miZe byt roven jen +1 nebo 0)
jedno z &isel ind,, z, ind,,, z je nutn€ rovno + 1, druhé 0. Pfedpoklddejme, Ze

(118) ind, z=+1, ind,,z=0;
druhd moZnost se vysetii zcela analogicky. Ze (118) plyne, Ze kfivka p, je kladn&

orientovdna; klademe-li D = {u,), zjisti se snadno podle véty 3, Ze

p
(119) UlntC, cInt D.
1

Vztah (119) zaruduje — jak jsme jiZ zjistili v podobné situaci nahofe — platnost
podminky (64); ukaZme, Ze jsou spln&ny i ostatni pfedpoklady véty 10: H(Q) n D =

p .
= U <w},> je oblouk; jedinym indexem no, pro ktery je (w,,) N D jednobodovd
m=1

mnoZina, je index ng, pro ktery je w,, < ;.
Véta 10 zaruduje, Ze tvrzeni véty 11 opét plati.

Pozndmka 7. Pfedpoklddejme, Ze nastane situace B, pfiCemz w; > w; = wo;
protoZe ao ¢ (1), je bud ¢ € (o, 7o) N€bO &g € (vo» Bo)- VySetfme ptipad prvni; druhy
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je zcela analogicky. (Mdme tedy specidlni pfipad situace 1 a) ze za&dtku tohoto od-
stavce.) Utvofme systémy U, B,, R, (k = 1, 2) jako v ditkazu véty 9 (které za dané
situace uZivdme); vidime ihned, Ze %, U A, = M — {C,} obsahuje pravé N prvki.
Protoze B, = {C;} + 0, je A, * 0, takZe systém A,, ktery je disjunktni s A,
obsahuje mén& neZ N prvki. Z toho plyne podle (76), Ze N, i N, maji nejvyse N prvki,
tj., Ze Q, i 2, maji stupeil mensi neZ N.

Poviimnéme si jest& basi elementdrnich systéma R,, N,. Je zfejmé, Ze topologic-
kou kruZnici C; lze rozloZit na sjednoceni dvou oblouki X, Y s krajnimi body a;,

ag;
Obr. 5. K situaci z pozn. 7.

k. b. 4, topologickou kruZnici C, (kterd je basi Q) na sjednoceni dvou obloukd L,, L,
s krajnimi body a;, p. b. 4, a to tak, Ze L, v LU X je basi Q;, L, v LU Y basi Q,
aze¥cs-4a,.

4,4. Necht nastane pfipad C; protoZe neni ani w; £ w; ani w; > w;, jsou ob&
Cisla i, j kladnd. Z toho plyne, Ze w, < w;, @, < w;; existuje proto i nejvétsi Q tak,
Ze v M, existuje C, tak, Ze w, < w;, W, < w;. Pro vhodné indexy i, a j, je pak

(120) O = W, SO <. RO, =W, O = Q) Oy, <. <C O = O,

pfiCemZz je p > 0, g > 0, a vzhledem k tomu, jak jsme zvolili index Q, jesté i, + j,.
Budy, (m =0,...,p — 1) ten bod z («;,, B;,), pro ktery je @; (¥,) = p. b. w;
bud 5, (n =0,...,q — 1) ten bod z (a;, B;,), pro ktery je w;(8,) =p.b. o

m+1°

Jn+t®
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Bez tjmy obecnosti Ize pfedpoklddat, Ze p. b. 1 € (;), k. b. A € (@;); bud y,, resp. &,

bod z (a;,, Bi,) = (o, B) resp. z («;,, B;,) = (¢, B;), pro ktery je @(y,) = p. b. Aresp.
w(8,) = k. b. . OznaCme jestd

(121) = I s Ym s @i, = O I Vm> Bi,,y Pro m=1,..p,
(122) o}, = o, |<2;,5,>, o} =w;|<5,B;> po n=1,..,p.

Jsou tfi moZnosti: 1) yo < J, 2) 7o > o, 3) 7o = 80.2°)
Ad 1): Je-li k = 0, bud

(123) Ay = oy I V0> 00)s =4y = @y I {0, B> + @y ' {0:s Yo,
~ly=w) +... + w,’-q = 14 w{-’p + .o+ i

pak jsou A,, 4,, A3 prosté kiivky s po&dtenim (resp. koncovym) bodem w,(y,) (resp-
wy(J)), které spliiuji i podminku (7) z véty 1. Kfivka 4, = 4, = ®, je kladné& orien-
tovdna a (13) < Int (4, ~ 4,); podle v&ty 1 je tedy i kfivka A, = 25 kladng oriento-
vdna. PoloZime-li D = {1; ~ ;) a uZijeme-li véty 3, dokdZeme snadno, Ze

p
(124) UntC;, vUIntC; cIntD;

q
m=1 n=1
protoZze C; n D je oblouk jen tehdy, kdyZ bud s = i, pro vhodné m = 1, ..., p nebo
s = j, pro vhodné n = 1, ..., ¢, plyne ze (124) podminka (64). Déle H(Q) n D =
= D — L je oblouk a toté plati i o mnoZin¢ H(Q) N C, = {41>- Abychom nahlédli,
Ze tvrzeni vety 11 plati, staci uZit véty 9.

Bud nyni k > 0; kfivky (123) maji tu vlastnost, Ze (4;) < Ext (4, ~ 4,) = Ext .
Snadno opét dokdZeme, e (1,) = Ext(4; = 4;), takZe podle v&ty 2 bude k¥ivka
A3 = A, kladng orientovdna a podle véty 3 bude

P '
(125) UIntC,,uUIntC;, < Int D,
m=0 n=1
klademe-li D = (13 = 4,). To zaru€uje platnost podminky (64); HQ)n D =
= D — L je oblouk, (w,,) N D je jednobodov4 jen tehdy, je-li ,, < w,. Podle véty 10
plati tvrzeni véty 11 i v tomto pfipadé.

Ad 2): Tento piipad se vySetfi zcela analogicky jako piipad 1); misto kfivek (123)

viak uZijeme kfivek

(126) Ay = oy ! (Oos Y02, <Ay =y | os B> + | {ots 902 »
~dy=ow, +...+0, +1+ co"q + ...+ o]
26) Y05 90 isou body z (o, By)s Pro néZ je wy(yg) = p. b. @;,, ¥(y) = p. b. @;,.
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Ad 3): Nyni je yo = J¢; definujme:
(127) m=0o,+ ... +to, +i+ 0] +... 4 of,
P =05 + ...+ oj, = A+ op + ...+ 0.
Podobné jako v odst. 4,3 dokdZeme, Ze jedna z kfivek (127) — necht je to napf. g, —
je kladng orientovdna; klademe-li pak D = {u, ), bude platit (124), tedy i podminka

(64). Také ostatni pfedpoklady v&ty 10 se snadno ov&f; tim je tvrzeni vity 11 za
situace C dokdzdno.

4,5. Bud nyni Ltopologickd kruZnice, p. b. 1 € (w;), (1) = Q. Ov&fme predpoklady
véty 10: PoloZme pfedevsim D = L; topologickd kruZnice D md s H(Q) spole¢ny jen
jediny bod p. b. 4, ktery patii do (w;) (takZe je ve vét& 10 tfeba kldst n, = i). (64)
plati, nebot C, n D neni oblouk pro Zddné n.

Tvrzeni véty 11 pro pfipad D je — jak vidime — pfimym duasledkem véty 10.

" Tim je véta 11 dokdzdna.

Pozndmka 8. Protoié diikazy provedené v odst. 4,2 — 4,5 byly zaloZeny na vétach 9
a 10, je za pfedpokladu véty 11 ziejmé

jestlize 4 je prostd kfivka, a
(129) V(Q,) v ¥(2,) = V(@) u {d},

je-li 2 Jordanova kfivka; v poslednim ptipad€ je d = p. b. A. (Sr. k tomu pozn. 5a 6
v odst. 3,4 a 3,5.)

5,1. Véta 12. Nech? ¢ je elementdrni kfivka v E; uZivejme oznaceni z odst. 2,1. Pak
je kazdda komponenta mnoZiny S — {@) elementdrni oblast, jeji¥ hranice md tvar
U <@, kde o je vhodnd podmnoZina mno%iny {1, ..., N}. Kazdé (o, (i = 1, ...

iesf
..., N) je cdsti hranice prdvé dvou riiznych komponent mnoZiny S — {@). Zname-
nd-li P toté¥ jako ve vété 4, md S — {¢) prdvé P + 1 komponent.

Dikaz. UZivejme oznaleni z véty 4; bud jesté

(130) A= WU vy,
(131) B, = {i}, o igysooes i3 ooy ik}
proq = 1, ..., P. ProtoZe

(132) = o) o+ o)

je Jordanova kfivka v E, je (podle Jordanovy véty) S — 4; = G, U G,, kde G, G,
jsou disjunktni elementdrni oblasti stupné 0 (qudanovy oblasti); jejichZ spoleZnou
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hranici je X
(133) U <e(i)> = U <o,
i=1 test

kde o = B,. MnoZiny G, G, jsou komponentami mnoZiny § — A; kazdé (¢,
kde i€ B, je &sti H(Gy) i H(G,). Vzhledem k tomu, 7e ¥(G,) = V(G2) = 0?7), je
oviem ¥(G,) U V(G,) = (T) (kde T je mnozina (13)).

Pfedpoklddejme, Ze pro n€které q = 2,..., P md mnoZina § — A,-y, pravé q
komponent, 7e kazdd z téchto komponent je elementdrni oblast s hranici tvaru
U <93, kde o je vhodnd &dst mnoZiny B, _,, Ze kazdé {@;>, kde i € B, -, je &dsti

iedd
hranice prav& dvou riiznych komponent mnoziny § — 4,_, a %e V(Q) = ¢(T) pro
kazdou komponentu Q mnoziny § — A4,_,.
ProtoZe (y,) N A,—; = 0, je souvisld mnoZina (¥,) obsaZena v jisté komponenté @
mnoZiny § — A, _,; necht H(Q) = U {¢;). ProtoZe p. b. Y, k. b. y, € 4,-, a protoZe
ied

@) O (@;) = 0, jestlize i * j, jep. b. Y, = p. b. ¢, k. b. y, = p. b. @;, pro vhodné
dva indexy i,, i, z <.
Podle véty 11 je

1

(134) Q- W =2,V Q,
kde Q,, Q, jsou disjunktni elementdrni oblasti, pro né7 je .
Kq
(135 H@) Y HE,) = HE@) U W = U i 0 U o),
1€, j::l
(136) H(Q,) n H(Q,) = Y UK,

kde K je &dsti o(T).

Z toho plyne, ¢ komponentami mnoZiny S — A, = (S — Aq_l) — {Yp> jsou
oblasti Q,, 2, a prdvé viechny komponenty mnoZiny § — A,_,, riizné od Q, tedy
vesmeés elementdrni oblasti. Je jich zfejmé& prdvé g + 1. , _

Kazdé {o(i})) (j = 1, ..., K,) je obsaZeno podle (136) jak v H(Q,), tak v H(R,),
ale neni (vzhledem k tomu, Ze (¥,) N 4,-, = 0) &sti hranice Z4dné komponenty
mnoZiny § — A, rlizné od Q, i Q,. ‘

DokaZme, Ze kazdé {¢;), kde i € &, je obsaZeno prdvé v jedné z mnoZin H(Ql),
H(Q,). ProtoZe o n {i, ..., %} = 0 podle véty 4, plyne ze (136), %e jen konetny
pocet bodi z {@;> miZe byt obsaZen v priniku H(Ql) s H(Qz).

Existuje tedy bod a € (¢;), ktery leZi napf. v H(R,) a nele?i v H(2,). Kdyby n&ktery
bod b € (¢;) leZel v H(R,), musel by na oblouku X < (¢;) s krajnimi body a, b leZet
bod ce H(Q,) n H(Q,) *®). To viak neni moZné, nebot by podle (136) muselo byt

27) V(Gy) je (sr. s pozn. 4 v odst. 3,2) mnoZina viech bodit z H(G)), které roztinaji H(G,).

28) Abychom to nahlédli, sta& uvazit, Z¢ mnoZiny M, = H(Q,) — HQ,), M, = H(Q,) —
— H()) jsou disjunktni a oteviené v M = H(2,) U H(R,), tedy oddélené. Je bud b € H(2,) N
N H(R,) a stadi klast ¢ = b, nebo je a € M, b € M,, nalez oblouk X musi protnout M—M; v
YU M,) = H(Q,) N H(RQ,).
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ceK, pfitemZ K je &st o(T), kde?to X je s o(T) disjunktni. Z toho plyne, Ze (¢;) =
< H(Q,), tedyi<p,> = H(Q,).
Podobn¥ bychom oviem dokdzali, Ze plati: (¢;) N H(Q,) * 0 = <(¢;> = H(Q2,).
Z toho, co jsme dokdzali, je patrné, Ze kazdy z obloukt {¢;>, kde i € B,, leZi na
hranici prdvé dvou riznych komponent mnoZiny § — 4,. Je-li {¢;) = <(p(iq)> pro

jlsté j=1,...,K,, jsou témito komponentami @, a Qz, je-li <@;> = <o(i})>, kde
it JE€B, 1 le21‘<<pl) na hran1c1 pravé jedné z oblasti Q,, Q, a jesté prave jedné kompo-
nenty mnoZiny S$ — A,_,, riizné od Q.

ProtoZe podle induk&niho pfedpokladu V(Q) = ¢(T) a protoZe podle pozn. 8
v odst. 4,5 je V(Q,) U V(Q,) = V(Q) v ptipad?, Ze ¥, je prostd kiivka, a V(Q,) u
v V(Q,) = V(@) u {p. b. ¥}, je-li Y, Jordanova kiivka, je ziejmé ¥(Q,) U ¥(Q,) =
< ¢(T) (v obou ptipadech). Analogickd tvrzeni pro ostatni komponenty mnoZiny
§ — A, plynou z induk&niho pfedpokladu.

Tim je indukéni krok proveden; abychom nahlédli, Ze i véta 12 je dokdzdna, stadi
uvdZit, ze {1,...,N} =

5,2. Necht
137 Ly, Ly, ..., L,, kde p = 1, jsou oblouky;
14
138 a, by necht jsou (pro k = 0, ..., p) krajni body oblouku L,.
'k

Necht
(139)  oblouky L,, L, maji tytéZ krajni body
a necht
(140) 1§k§p=>Lkn(L0U...ULk_1)={ak,bk}.

Pak budeme fikat, Ze posloupnost L, ..., L, tvofi sit

 (141) A= Lp)Lk.

k=0

Véta 13. Necht Q je elementdrni oblast urcend elementdrnim systémem M =
= {C,,},'Lo s basi C,. Pak existuje posloupnost Ly, Ly, ..., L, obloukil, kterd tvofi
sit (141), pFicem?

(142) LO v L1 = Co ’
(143) HQ)cAcQ.

Dikaz. Postupujefne indukci poglle stupn& oblasti Q. Jeli stupeii N oblasti Q
roven 0, je Q Jordanova oblast s hranici C,. Za L,, L, mliZeme pak zvolit libovolné
dva oblouky s tymiZ krajnimi body, pro néZ je L, U L, = C,.
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Predpoklddejme, Ze tvrzeni véty je sprdvné pro vSechny elementdrni oblasti stupiiit
<N, kde N = 1 je libovolné &islo; necht Q je jako v pfedpokladech véty 13 a nechf
md stupeii N. Zvolme libovoln& C; € M,. ProtoZe mnoZina A viech bodd z H(Q),
které jsou dosaZitelné z Q, je hustd v H(Q)2°), a protoZe mnoZiny C, — ¥(Q),
C; — V(Q) jsou ziejm& oteviené v H(Q), existuji body ae Co — V(Q), a + aq,
a be C; — V(Q), dosazitelné z Q. Existuje tedy prostd k¥ivka A tak, Ze p.b. A = a,
k.b.A=b,(2) c Q; bud L= (i)

Uzijme pozndmky 7 z odst. 4,3 (i s oznafenim tam zavedenym); bud je§t& L, =
= Lu X. ProtoZe oblasti Q2,, Q, maji ob& stupeii <N, existuje podle indukéniho
predpokladu posloupnost L, L', ..., L, resp. L%, L7, ..., L. obloukd, které tvofi sit
A resp. A2, pro néz je

(144) H(Q)) c A' = @, resp. H(Q,) = A* <= Q,,
pri¢emz
(145) Lyuly jebase Q,, ILLul’ base Q,.

Snadno se nahlédne, Ze posloupnost
(146) Lo, L\, LY, ..,L, Y, L, I3, ..., L%

oblouki tvofi sif; stadi vzit v uvahu, 7e Y = § — @, = S — A!, Ze krajni body a i b
oblouku Y lezi v A', 2 L, = § — (A! U Y), Ze krajni body a;, a oblouku L, leZi
vAluY,aze LLuli cA'UYUL,cS - Q,

Tim je dukaz véty 13 proveden.

5,3. Véta 14. Komponenty mnoziny S — (@), kde ¢ je elementdrni kfivka
z odst. 2,1, Ize srovnat do prosté posloupnosti Gy, ..., Gp>°) tak, Ze pro kaZdé
q =1,..., P obsahuje mnoZina

(147) G,n(Gov...uG, ) = H(G) n (H(Gop) v ... u H(G,_,))

nékteré {,» (i = 1, ..., N); G, miiZe byt pFitom libovolnd pfedem dand komponenta
mnoZiny § — {¢).

Dukaz. Poznamenejme pfedeviim, Ze rovnost (147) plati pro kazdé q = 1, ..., P,
nebot mnoZiny G, ..., Gp jsou oddélené (takie pro kazdé dva rtizné indexy q,, g,
je G,, n G,, = H(G,,) n H(G,,)). Ddle poznamenejme, Ze uZivdme-li oznaceni z vty
4, md mnoZina S — {@) podle véty 12 prdvé P + 1 komponent. '

Bud G, libovolnd komponenta mnoZiny S — {¢) a pfedpoklddejme, Ze jsme jiZ

29) Pojem dosaZitelnosti a v&tu zarugujici hustotu 4 v H() viz v [1], str. 525 a 527. (Dalo by
se dokézat, Ze v§echny body z H(Q) jsou dosaZitelné z 2.)
30) P je jako ve vété 4.
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definovali Go, ceey Gq, kde 0 Sq< P, a to tak, Ze p]ati:

(48) 1=sr=g=Gn(Gu..u G,_,) obsahuje {¢;> pro vhodné i =

= 1, tey N-
Ozna¢me

(149) o =,{i; {¢:> = H(G,) pro n&které r = 0, ..., q},
A = {i; existuji r, s tak, ¢ 0 < r < s £ q a Ze <{@;» = H(G,) n H(G,)}.

Pak je oviem # — &f; ukaZme, e neni # = . Definujme k tomu tucelu jestd
mnoZiny
(150) € = {i; <@, je &sti hranice nékteré komponenty mnoZiny S — {¢), riizné
ode vSech G,, kde 0 < r < g},
2 = {i; {p;> je &sti priniku hranic dvou riiznych komponent mnoZiny
S — (@), z nich% ?4dnd neni rovna #4dné z mnozZin G, ..., G,}.
ProtoZe podle véty 12 je kazdé (¢;» (i = 1, ..., N) &dsti hranice n€které komponenty
mnoziny S — {¢), je
(151) A€ =1{1..,N};
kromé& toho je zfeimE€ D <« €, B N2 = 0.
q
Bud X = U G;, Y sjednoceni viech ostatnich komponent mnoZiny S — {¢);
Jj=0

vzhledem k tomu, 26 0 < g < P,je X # 0 + Y. Podle véty 12md H(G;) (0 < j < q)
tvar U<@,), kde se stitd zfejm& pies ta i, pro n&Z je {¢;> = H(G)); takovd i patfi
i

do . Sjednoceni viech H(G;), kde 0 £ j < g, je rovno U <¢;>, takze

ief
(152) X=X Uili<¢'>'
Podobné je
(153) Y=YuU<op.
ic¥

Pfedpoklddejme, %e # = of; pak je ziejmg také 9 = @, takZe v (152) resp. (153)
miZeme misto &/ resp. € psdt # resp. 2. MnoZiny X, Y jsou disjunktni; to plyne
ihned z jejich definice. Ddle je X N {@:> = YN {@;> = 0 pro kazdé i = 1,..., N.
Protoze # N 9 = 0 a {¢;> N <@;> = ¢(T), je-li i + J, plyne tedy z (152) a (153). Ze

(154) . XnYc o(T).
Vzhledem k tomu, Ze' o/ U € = {1, ..., N}, je
(155) S=(S—-<@)ulpd=(XvY)u USOAIVACHED SV5 8

ic¥
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Vztahy (154) a (155) znamenaji, Ze kone¢nd mnoZina X n ¥ roztind § mezi kterymi-
koliv dvéma body a € X, b € Y>'); to viak je spor?), nebot X # 0 + Y.

Tim je dokdzdn vztah # & &; bud ie o/ — #. Pak zfejm& existuje r tak, Ze
0=r=<qaielp;)c H(G,), a {@;> je &asti hranice je$t¢ nékteré komponenty
mnoZiny S$ — {¢), rizné ode viech G;, 0 < j < q. Oznadime-li tuto komponentu
G,+1, vidime, Ze zévér implikace (148) plati pro viechnar = 0, ..., q + 1.

Tim je indukéni krok proveden a véta 14 dokdzdna.

5,4. Véta 15. Je-li ¢ elementdrni kfivka, existuje posloupnost Ly, Ly, ..., L, oblou-
kit tvoFici sit, kterd obsahuje {¢).

Dikaz. Je-li oo € {¢), zvolme libovolny bod a € E — {¢p)> a provedme transfor-
maci F(z) = 1/(z — a). Pak je F * ¢ elementdrni kiivka v E; najdeme-li posloupnost
L%, LY, ..., L, oblouku tvofici sit A* > (F * ¢), bude ziejm& Lo, L,, ..., L,, kde
L,=F._ 1(L ) pro k = 0, ..., p, posloupnost oblouk tvofici sit A = F_,(A*), kterd
obsahuje {¢) = F_,({F * (p)).

Z tohoto plyne, Ze miZeme bez jmy obecnosti pfedpoklddat, Ze ¢ je k¥ivka v E,
takZ7e § — (@) md pravé jednu neomezenou komponentu, kterou oznadime G,.
Bud Gy, ..., Gp prostd posloupnost obsahujici prdvé viechny komponenty mnoZiny
S — (@), pfi¢emZ mnoZina (147) obsahuje pro kazdé q = 1, ..., P vidy nékterou
z mnozin {¢;» (i = 1,...,N)33).

1. Je-li C§ base clementdrn oblasti G,(0=sq=P 3“) je vzhledem k tomu, Ze G,

resp. G, pro g = 1, ..., P je neomezend resp. omezend, nutné

(156) GocExtCy, Gy,cIntC§ pro g=1,..,P
DokaZme, Ze /

(157) G,n(Gou...uG,_,)=C§ pro g=1,..,P

ProtoZe (pro kaZzdé q = 1, ..., P)

(158) G, cTnt C4 = CL U Int C3,
existuje v pfipadg, Ze (157) neplati, q tak, Ze

(159) (Gov...UG,_ ) "nIntC{ % 0.
Bud r nejmensi index, pro ktery je G, n Int C§ & 0; pak tedy je
(160) (Gou...UG,_)NIntC{ =90.

31y Sr. s [1], str. 110 (v&ta 76).

32y s _ K, kde K je koneénd mnoZina, je oblast — viz [1], str. 99 (véta 66).

33) Uzivame véty 14 a oznadeni z odst. 3,1.

34) Base neomezené oblasti G, nemusi byt uréena jednoznatné — C3 nechf znamen4 kterou-
koliv basi G,; base omezenych oblasti Gy, ..., Gp jsou urfeny jednoznaZng. (Sr. s pozn. 3 v odst.
3,1) '
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Pfedpoklddejme, Ze je r = 0; pak ze vztahu G, n Int C% + @ plyne, Ze i G, N
N Int C§ # 9, tedy Ze oblast G,, disjunktni s (¢ a tim spiSe i s C§, obsahuje bod
o0 € Ext C} i body z Int C}. To viak je nemoZné.

Necht r > 0; ze vztahu G, n Int C§ + 0 plyne, ¥¢ G, n Int C% * 0. ProtoZe G,
je oblast neprotinajici (@), tedy ani C%, je nutng

(161) . G, < Int C5.

G, je — jak vime z v€ty 12 — elementdrni oblast; nechf je urena elementdrnim

systémem {CZ}1_,, tj. necht

N
(162) G,=IntC§ — UInt C2.

n=1

ProtoZe G,, G, jsou dv& rzné komponenty mnoZiny S — <{¢), j¢ G, n G, = 0;
z toho, ze (161) a (162) plyne, Ze G, < Int CZ, takZe i

(163) G, cintC?
pro vhodné n = 1, ..., N. Z toho a ze (160) ddle plyne, ze
(Gou...uG,_\) NG, < Ext C{ n Int CZ,

pfiemZ posledni prinik je bud prdzdny neb jednobodovy. To je viak ve sporu
s podminkou, Ze mnoZina (G, U ... U G,_;) n G, md obsahovat oblouk nebo topo-
logickou kruZnici {¢;» pro vhodné i = 1, ..., N.

Tim je (157) dokézéno.

2. Podle véty 13 existuje posloupnost oblouki LY, ..., L2 tvofici sit 4,, pro niZ je
(164) H(Gy) = 4y = Gy, Lyu L) =Cg.

Pfedpoklddejme, Ze existuje posloupnost L, ..., L, obloukl tvofici sit A’, pro
nizZ je

q—1 q—1
(165) UH(G) = 4 = UG,
i=o. i=0

pfiCemZ 0 < g < P. Ukaime, jak lze posloupnost L, ..., L; doplnit o dalsi Eleny
L,.,,..., L, tak, aby posloupnost L, ..., L, tvofila sit A”, pro niZ je

q q
j=0 j=0

Tim bude proveden indukéni krok a véta 15 bude dokdzdna.
Podle (165) a (157) je

(167) A G, cCY;
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jsou dv& moZnosti: Bud

q—-1
(168) G = UH(G),
nebo
q—1
(169) cl—-U H(G,-) +0.
i=o0

Necht nastane (168); podle véty 13 existuje posloupnost Lf_,, L}, Lyyq, ..., Ly
obloukt tvofici sit, pro niZ je

(170) L, uLt=CY,
pfi¢emz
(171) H(G,) c A* = G,.

Abychom nahlédli, Ze posloupnost

(172) Loy Lyy ooy Ly Lysgs ooy Ly

q—
tvofi sit, uvaZme, ze 1) Ly, ..., L, tvorl sit A, 2) LS, UL} = C = U H(GJ) c A
(podle (170), (168), (165)), 3) A4’ = U G (podle (165)), Lyyy U ... U L < G, (podle

(171)), takZe pro kazdé k = s + 1

q—1
(173) Lin(Lyv..vL)cLinG,nUG;cL,nCl =

Jj=1

=Lni_,uvl)cLn(Lu... uLs)i
inkluse v (173) Ize tedy zm&nit na rovnosti. Odtud plyne, Ze
(174) Lin(Lov..uL_ ) =L (VL UL, U...UL_)

pro ka?dé k = s + 1,..., t; protoZe posloupnost L%_,, L* L ., ..., L, tvofi sit, je
prinik na pravé — a tedy i na levé stran& (174) roven mnoZ%in& sloZené z obou krajnich
bodl oblouku L.

Posloupnost (172) tvofi sit A”, pro niZ plati (166); abychom to nahlédli, stadi uZit
vztahi (165), (171) a zfejmé rovnosti A" = A’ U A*.

Predpoklddejme nyni, Ze plati (169); vzhledem k tomu, Ze C} = H(G,), je

g-1 . q—-1
(175) (or 0 .l;)lH(Gj) = C§ — ‘L=)1H(G,-) N H(G,).

Podle véty 12 md kazdd z mnoZin H(G,,) tvar U {¢,, kde «,, je vhodn4 &ist mno-

l.Edm
ziny {1,...,N}. Pro iy # i, je <¢;,> n<@,> < ¢(T) (kde T je mnozina (13)),
takze kaZdd z mnoZin H(G;) n H(G,) md tvar U {¢;> U K, kde &, je vhodnd &dst
ie®;
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mnoziny {1, ..., N}, K, vhodnd &st ¢(T). MnoZina (175) tedy vznikne z topologické
kruZnice C} odstranénim kone&ného pod&tu obloukil {¢;> a konetného poctu bodii
z ¢(T) v ni obsaZenych. Z toho plyne, Ze

(176) (ot} —q(; HG) =L, v...u L,
j=0

kde oteviené eblouky vpravo jsou disjunktni a kazdy z obloukd Ly, ¢, ..., L, md oba

q-1
své krajni body v U H(G,) (coZ je &dsti A’). Z toho ihned plyne, Ze posloupnost
j=0

(177) Lo,Ly,...;Ly, Lyyy, ..., Ly
tvofi sif A**, pro niz plati:
q—-1 q-1 _
(178) UH(G)u Clc A*<cUG;uCh.
j=0 j=0
Bud jesté *L,_,, *L,, L, , ..., L, posloupnost obloukt tvofici sit *A, pro niZ je
(179) H(G,) c *4 = G,,
(180) *L,_,V*L, = C%.

Podobné jako v piipadé, Ze platilo (168), snadno nahlédneme i nyni, Ze pro k =
=u+1,...,tje

k-1
(181) LinUL,=L,n(*L,-y U*L,U L,y U...UL_,),
i=0

odkud snadno plyne, 7e posloupnost Ly, ..., L, tvofi hledanou sif A" (pro niZ plati

(166)).
6,1. Lemma. Nechr
(182)  posloupnost Ly, ..., L, oblouki tvori sit A,
kterd obsahuje (@), kde ¢ je elementdrni kfivka jako v odst. 2,1. Pak existuje déleni
(183) Dia=1<1,<..<1,=8
intervalu {a, B) tak, %e kfivka
(184) (p:’ =09 | {Ti_1,T;y je pro kaZdéi = 1, ..., n prostd
aZe ‘
(185)  pro kadéie {1, ..., n} existuje j € {0, ..., p} tak, ¥e {p*) = L;.

Dtkaz. Budtex = t;, < t; < ... < < t, = B prdvé& viechny body mnoZiny (13);
jak vime, je kazd4 kfivka ¢; = ¢ [ {t;—1, t;) bud prostd nebo Jordanova. Zvolime-li
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pro kazdé i = 1,..., M bod s, € (t;-, t;) (libovolng), j¢ ¢ prostd v kaZdém intervalu
déleni v

dio=1t3 <5 <t; <$§<...<Sy<tyy=4.

Je-li déleni (183) zjemn&nim d&leni 4, plati tedy (184) tim spise.
Ozna¢me W mnoZinu krajnich bodd viech obloukd L; (0 < j < p). Pro kaZdé j
je pak
ay
(186) Li-w=UZ,
k=1
kde sjednoceni vpravo je disjunktni, ptiemZ Z; jsou oblouky, jejichZ oba krajni body
lezive W,q; 2 1proj =0,...,p.

Tvrdime, Z¢ systtm & = {Z{}, kde 0 <j < p, 0 < k £ q;, obsahuje prdvé
viechny komponenty mnoZiny A — W. ProtoZe Zi jsou souvislé mnoZiny (jejichz
sjednoceni je A — W), stadi jesté ukdzat, Ze kdyz Z{* + Z§, jsou Zj', Z}* odd&lené
mnoZziny.

Budte tedy ZJ', Z* dva riizné prvky z &’; pak je bud j, = j, neboj, # j,. V prvnim
ptipad® jsou Zj, Z{* dva disjunktni oteviené oblouky obsaZené v L;,, tedy dvé dis-
junktni mnoZiny oteviené v L; , tedy dv€ odd€lené mnoZiny. Ve druhém pfipad& plyne
ze (182), Ze L;, n L;, = W, takZe napf.

ZinZPcL,nL,n(A-W)=0;

z toho opét plyne oddélenost mnoZin ZJ!, ZJ2.

ProtoZe pro kaZdé z e {¢) je mnoZina ¢ _,(z) konetnd a protoZe také W je konetnd
mnoZina, je konend i mnoZina ¢_,(W). Obsahuje-li d&leni (183) jako d&lici body
viechny body mnoZiny ¢_ (W), je pro kazdé i = 1,..., n souvisld mnoZina (¢')
&dsti A — W, tedy &dsti n&které komponenty Z{ mnoZiny A — W, tedy i &4sti prislus-
ného oblouku L;; pak je oviem i (¢’ = L;. Z toho plyne platnost podminky (185).

Zvolime-li d&leni (183) tak, aby bylo zjemn&nim d&leni 4 a aby zdroveii obsahovalo
vechny body mnoZiny ¢_,(W) jako d&lici body, bude zfejm& platit jak (184) tak
(185).

6,2. Véta 16. Pro kaZdou elementdrni kfivku ¢ existuje homeomorfni zobrazeni h
mnoZiny S na sebe, pro né? je h * ¢ kfivka po &dstech linedrni.

Dikaz. Bud ¢ jako v odst. 2,1; bud (sr. s v&tou 15) Ly, ..., L, posloupnost oblouki
tvotici sit A, pro niZ je {¢) < A; bud D d&leni (183) (z lemmatu v odst. 6,1), které
m4d vlastnosti (184) a (185).

1. Zvolme pevnd j, 0 < j < p; pfedpoklddejme, Ze oblouk L; je orientovdn, takZe
je v ném zavedeno uspofdddni <. Funkce ¢ je na kazdém intervalu {t;_,, ;> prostd,
takZe (") je oblouk. Necht

(187) Z = {i; {p" Lj} ;
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jsou-li i, + i, dv& &isla ze Z, maji oblouky @), (9" nejvyse jeden bod spoletny
(nebot jinak by jejich prinik byl nespo&etny, coZ by odporovalo konecnosti mnoZi-
ny T).>*) Bud g po&et prvkd mnoZiny Z, r potet komponent mnoZiny
(188) L; — U o )

ieZ
Existuji oblouky M,,, 1 < m < s, kde s = q + r, s krajnimi body a, < b,, tak, Ze

(189) Li=MuU...uM,,
(190) a, = b,_, prokazdé m=2,...s,

ptitemZ kaZdy z obloukt (¢*), kde i € Z, je roven n&kterému M,,.
Bud u; po &dstech linedrni prosté zobrazeni intervalu <0, 1); pak jist€ existuje
dé&leni

(191) 4:0=00<0;,<..<0,=1

tak, Ze p; je po &dstech linedrni v kaZzdém (o -, 6.
Necht 1 < m < 5. Je-li M, rizné ode viech {¢*), i € Z, bud &,, libovolné homeo-
morfni zobrazeni intervalu {o,,_,, 0,,> na M,,, pro n&Z

(192) D, (0p—1) = A, Ppn(0n) = b, .

Je-li M,, = {¢*) pro n&které i € Z, bud 4, linedrni zobrazeni intervalu {o,,_,, 6,,>
na {t;_y, 7;, které je rostouci nebo klesajici podle toho, zda ¢(t;-;) < ¢(z;) nebo
@(t;i-1) > ¢(r); definujme pak: @, = ¢ * 1,. Jak ihned nahlédneme, je i nyni &,
homeomorfni zobrazeni intervalu {o,,_;, 7,,> na M,,, pro n&z plati (192).

Z toho a ze (190) plyne, Ze 1ze v 0, 1) definovat zobrazeni ¢’ podminkami

(193) B(t) = D,(t), jeli telop_y1,0,y, m=1,...,5,
a Ze takto definované ¢’ je homeomorfnim zobrazenim <0, 1) na L;, pro néZ je
¢j(0) = p. b. L]‘

Oznadime-li b/ = p; * (#’)_,, je b’ homeomorfni zobrazeni L; na {u;», pro které
je hi(p. b. L;) = u;(0). Bud i € Z; pak je {¢p*» = M,, pro vhodné m (1 < m < s)a

h %' = #j*(Qj)—l * ‘_Pi = #j*(j'm)—l *(‘Pi)—l * @l = ﬂj*()‘m)—l >

odkud je patrné, Ze h/ * @' je prosté a po &dstech linedrni.

Résumé toho, co jsme zatim dokdzali: Je-li 0 < j < p, je-li oblouk L; orientovédn
a je-li u; prosté po &dstech linedrni zobrazeni intervalu <0, 1), existuje homeomorfni
zobrazeni h/ oblouku L; na {u,, pro n&z je h/(p. b. L;) = p;(0), b’ * ¢’ po &dstech
linedrni pro kazdé i, pro n&Z je {9’y = L;.

335y {(fp‘)} iez je tedy (event. prazdny) systém ,,nepiekryvajicich se obloukli* obsaZenych v L -

36) Komponentami mnoZiny (188) jsou jisté oteviené resp. ,,polouzaviené* oblouky, je-li
Z # (; je-li Z = 0, je jedinou komponentou mnoZiny (188) celé L 5
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2. Budte oblouky Lo, L, orientovdny tak, aby bylo p.b.L, = k. b. L, (takZe
k. b. L, = p. b. L;); budte p,, pu, (libovolnd) prostd po &dstech linedrni zobrazeni
intervalu <0, 1, pro n&z je pu,(0) = po(1), py(1) = po(0), (41) N Loy = 0. Podle
résumé 1. &dsti ditkazu tedy existuje homeomorfni zobrazeni h° resp. h' oblouku L,
resp. L, na {yo) resp. {uy) tak, ze

h°(p. b. Lo) = o(0), h'(p. b. Ly) = 1,(0)

a 7e h® » @' resp. h' x @' je po &astech linedrni pro kaZdé i, pro néz je {(¢*> < L,
resp. {p'> = L,.
Jak snadno nahlédneme, Ize definovat zobrazeni h, na L, U L, pfedpisem

_ h%(2), jeli zel,,
(194) h(z) = h'(z), jeli zelL,;

h, je pfitom homeomorfnim zobrazenim topologické kruznice 4, = L, v L, na
topologickou kruZnici B; = {up> U {u,) a hy * ¢ je po &dstech linedrni pro kazdé i,
pro né&Z je (p') = A4,.

Podle Jordanovy véty je

(195) S—4,=C,uC;, S—B,=DiuD},

kde vpravo jsou komponenty mnoZiny S — A, resp. S — B, tedy Jordanovy oblasti,
pro n& je H(Cp) = H(C}) = 4,, H(Dg) = H(D}) = B,. Af jiZ zvolime o&islovdni
jakkoliv, je proto

(196) hy(H(Cy)) = H(D;) pro k=0,1;

H(Dy) je (pro k = 0, 1) zfejm& mnohothelnik.
Pfedpoklddejme, Ze jsme jiZ sestrojili homeomorfni zobrazeni h, (kde 1 < g < p)
q q
mnoZiny A, = U L; na mnoZinu B, = U {g;, pfiemz
j=0 j=0 :
1) uos .o Uq jsou prostd po Cdstech linedrni zobrazeni intervalu (0, 1),
2) posloupnost {yo, ..., {#g> tvofi sif,
3) h, * ¢' je po &éstech linedrni pro kaZdé i, pro n&z je (¢’) < A4,,
4) S — A, resp. S — B, md prdv& q + 1 komponent C{ resp. Df (k = 0, ..., g), pro
né&Z (pti vhodném oéislovdni) je

(197) h(H(CP) = H(D}) pro k=0,...,q,

5) C i Df jsou Jordanovy oblasti, H(D) je pro kazdé k = 0, ..., ¢ mnohothelnik.

ProtoZe otevieny oblouk L, , je (podle definice sit&) disjunktni s 4,, leZi v n&které
komponenté mnoZiny § — A,; ocislovdni komponent lze jist€ volit jeSt€ tak, Ze
L,+1 = C& Krajni body a,, a, oblouku L, , leZi pak v H(CJ), takZe body b; =
= ha;) (j = 1,2) patfi podle (197) do H(DJ). Orientujme oblouk L, tak, aby
bylo a; = p.b. L,,,.
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ProtoZe body b; (j = 1,2) leZi na hranici Jordanovy oblasti D, a tato hranice je
mnohouhelnik, existuje prostd po &dstech linedrni k¥ivka p, 4, definovand v <0, 1),
pro niz je

(198) He+1(0) = by pges(1) = b2y (Hgsr) = DF37)

Podle résumé na konci 1. &4sti tohoto diikazu existuje homeomorfni zobrazeni h?**
oblouku L, fa {gty41), pro n& je h**!(a,) = b, (takZe h?*'(a,) = b,), pfiCemz
h**! x ¢’ je po &dstech linedrni pro kaZdé i, pro n&z je {¢') = L,.,. Lze definovat

 hz) pro zeUL
N\ hi*1(z) pro zeL

g+1
a h,,; je homeomorfnim zobrazenim mnoZiny A4,,, = U L; na mnoZinu B,,, =
q+1 j=0

= U (u;», pro n€Z ziejm& plati:
i=0

hes1(2) =

@'y © Agyy = hy . % @' je po &stech linedrni.>®)

Vzhledem k podmince 2) a (198) tvoii posloupnost (o), ..., {tgDs g+ 1) Sit.
Budte Y;, Y, oblouky s krajnimi body a,, a,, pro néZ je Y; u Y, = H(CJ), a defi-
nujme: Z; = h(Y;) = h,.4(Y;) pro j = 1, 2. Pak jsou Z,, Z, oblouky s krajnimi
body b,, b2, pron&’je Z, v Z, = H(DJ).

Podle zndmé véty o ,,0-k¥ivkdch* (viz [1], str. 184) je

Ch = Lysy = C§*1 U CIEL, DR — Cpgerd = DI U DILY,

kde vpravo jsou vidy disjunktni Jordanovy oblasti (komponenty mnoZiny vlevo),
pfiCemzZ pfi jejich vhodném ocislovéni je

H(CI*Y) =Ly, v Yy, HDIY) = {upeid U Zy,

H(Cﬁi =LY, H(DZID =Yg+ 1PV 2.
PoloZime-li je¥t&

cﬁ“ =C!, DI*'=D! pro k=0,....,.q—1,
plyne z toho, Ze
(199) hyrt(CEY) = DI pro k=0,...,9+1;

C2*! resp. DI*! (k=0,...,q9 + 1) jsou oviem prdvé& viechny komponenty mnoZiny

37y To plyne ihned z celkem elementdrniho poznatku, Ze pro kazdy bod b mnohouhelnika
H(D? %) existuje tiseka, kterd aZ na svij krajni bod b lezi celd v Dq

38 ) Je-li {p') = Ag+1, je bud DX A4, nebo (o} = Lq+1, v prvnim pfipad& uZijeme
vlastnosti zobrazenf h,, ve druhém zobrazeni h"“’ 1 .
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S — A, resp. S — B,.,. Z toho, Z¢ H(D]) byl mnohothelnik a %e {y,+ 1) je prostd
lomend &ira, ihned plyne, Ze i H(D2*'), H(D?1}) jsou mnohouhelniky.

Tim je indukéni krok proveden. PoloZme h = h,; pak je h homeomorfnim zobra-
14

14
zenim mnoZiny A4, U L; = AnamnoZinu B, = U {u;», kde posloupnost {UoDs -+
j=0
., {itpy obloukii tvo 51t Didle jesté plati:

(200) (p'y = A, = hx ¢’ je po &astech linedrni.

ProtoZe vS§ak A, = A > {¢) a protoZe plati (184), plyne z toho, 7¢ h * ¢' je po
Cdstech linedrni pro kazdé i = 1,..., n; kiivka h * ¢ je tedy skuten& po &dstech
linedrni.
Dokdzali jsme koneéné, Ze
14 p
§S—A,=UC} resp. S— B,=U D},

k=0 k=0
kde C7 resp. Df jsou komponenty mnoziny § — A = § — A, resp. § — B, pfiemz
ocislovdni lze volit tak, Ze

h(H(C})) = H(D) prokazdé k=0,...,p

Podle pozndmky 1° na str. 379 v [2] lze' h rozsitit na homeomorfni zobrazeni
celého S na S. Tim je véta 16 dokdzdna.>®)

6,3. Pfedpoklddejme, Ze ¢ je elementdrni kiivka v E #°). Jak snadno nahlédneme,
lze potom i oblouky Lo, ..., L,, o nichZ se mluvi ve v&t& 16, volit tak, 2¢ 4 < E.
Kromé toho po prohlédnuti zag4tku 2. &4sti dtikazu véty 16 ihned vidime, Ze orientaci
oblouki Ly, Ly a {po), {pty» lze volit tak, Ze po 4+ 1, je kladné orientovand Jorda-
nova kiivka a Ze totéz plati o k¥ivce #° 4 @', znamend-li #°, &' totéZ jako v 1. &dsti
diuikazu. O¢islovdni komponent mnoZin § — A, resp. S — B, zvolime tak, aby bylo
Cy = Int A,, Dy = Int B,. Zobrazeni h, ze (194) (které je parcidlnim zobrazenim k h)
ma pak tu vlastnost, Ze

(201) hy*(2° + @) = po + py -

Misto abychom kladli A = h,, pokradujme v konstrukci zobrazeni h 1, hy, ... jestd
o dva kroky ddle, a to takto: Najdeme orientované oblouky L,. 1, L,+, tak, aby
posloupnost Ly, ..., L,, L+, L,4+, tvofila sit A’, aby bod co patﬁl do L p+1 @ byl
po&dtetnim bodem oblouku L, ,.*') Déle najdeme prosté k¥ivky pt,+ 1> Ky, defino-

39y Zaroveit jsme indukci dokézali, Ze komponenty dopliiku sité jsou Jordanovy oblasti.

40y Mohli bychom ddle vySetfovat kiivky v S, ale bylo by nutné zobecnit index bodu vzhledem
ke kfivce tak, jak je to napf. provedeno na konci [2]. Tim bychom mohli zavést pojem ,,kladného*
homeomorfniho zobrazeni § na § i v pfipad¢, Ze toto zobrazeni nepievddi bod oo na sebe. Pro
pomérnou komplikovanost tohoto zobecnéni se omezime na specidlnéjsi pfipad.

41y Existence takovych obloukdt Lp+1, Lp+2 je zfejma.
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vané v <0, 1) tak, Ze i posloupnost (oD, ---» {#pYs KHp+ 1> {Hp+2) tvofi sif, pfitemz
o € (/‘p-l- 1)9 o = Pp. b ”p+2'42)

Analogicky jako jsme sestrojovali zobrazeni hy, ..., h,, sestrojme je3t& h .y, h,,;
bude pak h,4,(p. b. L,s2) = p. b. flps 2, ti- hpys(0) = c0.

Rozsifme opét zobrazeni h,,, (definované v A’) na homeomorfni zobrazeni h
celého S na S (podle pozn. 1° na str. 379 ve [2]). Je patrné, Ze h bude mit kromé toho,
co bylo fefeno ve v&t& 16, jedté tu vlastnost, Ze h(c0) = oo (tedy h(E) = E) a Ze
existuje kladné orientovand Jordanova k¥ivka ¥ *°) tak, Ze i h * ¥ je kladn& oriento-
vdna.

Podle tvrzeni 3 na str. 433 v [2] je pak pro kaZdou kladn€ orientovanou Jordanovu
kfivku w kfivka h * o také kladn& orientovdna, takZe homeomorfni zobrazeni h je
,kladné‘ ve smyslu definice z [2], str. 433.

Z toho je patrné, Ze plati tato véta:

Véta 17. Je-li ¢ elementdrni kfivka v E, existuje kladné homeomorfni zobrazeni h
mnoZiny S na S, pro néZ je h(co) = a0 **) a pro né je h * ¢ kfivka po cdstech
linedrni.
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Zusammenfassung

UBER DIE EXISTENZ EINER HOMOOMORPHEN ABBILDUNG
DER GAUSSSCHEN EBENE AUF SICH,
WELCHE EINE GEGEBENE ELEMENTARKURVE
AUF EINE TEILWEISE LINEARE KURVE UBERFUHRT

ILsa CerNY, Praha

Unter einer Kurve verstehen wir eine beliebige lineare Abbildung ¢ eines beliebigen
kompakten eindimensionalen Interwalles {a, 8> in die abgeschlossene Gausssche
Ebene S. E bedeute die offene Gausssche Ebene. Die Kurve ¢ nennt man elementar,
wenn sie geschlossen ist (d. h. wenn der Anfangspunkt A—p. ¢ = ¢(«) dem End-
punkt E—p. ¢ = ¢(p) gleich ist) und wenn die Menge

(13) T = {tela B);esgibteint e{a, B), 1" * tso,dass ¢(t') = ¢()} endlich ist.

In [3] durchfiihrten wir eine gewisse Zerlegung einen Elementarkurve ¢ (fiir
welche {p) = qo((a, b)) eine Teilmenge von E ist) in Jordansche Kurven. Wir
zeigten dort zugleich auf welche Weise man fiir den Beweis der Existenz der Zerlegung
(mit in [3] angeféhrten Eigenschaften) den folgenden Satz, der eins der Hauptergeb-
nisse von diesem Artikel darstellt, verwenden kann:

Satz 17. Wenn ¢ eine Elementarkurve mit der Eigenschaft {¢) < E ist, dann gibt
es eine positive homéomorphe Abbildung h der Menge S auf sich, fiir welche h(oo) =
= oo ist und fiir welche h * ¢*) eine teilweise lineare Kurve ist.

Die Elementarkurven sind in einem gewissen Sinn nach den Jordanschen Kurven
die einfachsten abgeschlosenen Kurven. Die Bedeutung des Satzes 17 (und 16) liegt
darin, dass man bei dem Studium aller dusseren topologischen Eigenschaften der
Menge {¢) und auch spezielleren Eigenschéften, welche zu der ,,orientierten Topo-
logie** (vgl [2], § 55, XIII) gehoren und z. B. in der Theorie der Funktionen einer
komplexen Variablen von besonderer Wichtigkeit sind**) ohne Einschrinkung
voraussetzen kann, dass die Kurve ¢ teilweise linear ist (so dass () eine gebroche-
ne Linie ist).

Im Artikel (ausser mancher Behauptungen iiber ,,0-Kurven*, die weiter beniitzt
werden und auch in anderen Zusammenhdngen wichtig sind) befassen wir uns:
1) Mit dem Studium der Komponenten der Menge S — {¢), wo ¢ eine Elementar-
kurve ist, und deren Grenzen. 2) Mit ,,Schnitten* in diesen Komponenten. 3) Mit der
Ergidnzung eines ,,verallgemeinerten Netzes* auf ein ,,Netz*. (Unter einem ,,verallge-

*) Mit einem Stern wird die Zusammensetzung von Abbildungen bezeichnet.
*#*) Zu diesen Eigenschaften gehort z. B. alles, was am Index eines Punktes inbezug zu einer
Kurve beruht.
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14
meinertem Netz** versteht man eine Menge der Form U {¥/;>, wo y, eine Jordansche
j=0

Kurve, ¥, (j = 1, ..., p) entweder eine schlichte oder eine Jordansche Kurve ist,
wobei fiir j = 1, ..., p die Menge <¥;> N (Yo v ... U {Y;_1>) von den Punkten
A-p. y;, E—p. ¥; zusammengesetzt ist. Unter einem ,,Netz*“ (vgl [2], § 54, IV)
versteht man eine dhnliche Menge, wo aber alle Kurven ¥y, ..., ¥, schlicht sind).

Es wird gezeigt, dass die Grenze jeder Komponente der Menge $ — {¢), wo ¢ eine
Elementarkurve ist, ein ,,verallgemeinertes Netz** ist (siche Satz 12); dasselbe gilt
iiber die Menge {¢) (siehe Satz 4). Im Beweis des Satzes 11 sind die ,,Schnitte* in den
Komponenten Q der Menge S — {¢) untersucht; es ist festgestellt, dass Q — {1),
wo A entweder eine schlichte oder Jordansche, in <0, 1) definierte Kurve ist, fiir
welche 1(0), A(1) € H(2)*), A((0, 1)) <  gilt, die Vereinigung von zwei punktfremden,
nichtleeren Gebieten Q,, Q, ist, wobei die Grenzen von Q,, Q, wieder ,,verallgemei-
nerte Netze* sind. Fiir den Beweis sind die Sdtze 7 — 10. wesentlich. Der Satz 15 zeigt,
dass es zu jeder Elementarkurve ¢ ein {¢) enthaltendes ,,Netz* gibt; die Sitze 13
u. 14 werden in der Folgerung des Satzes 15 verwendet. Der Satz 15 wird zusammen
mit der Méglichkeit der Erweiterung einer ,,reguldren homéomorphen Abbildung
eines Netzes (siehe [2], § 54, IV) zum Beweis der in den Sétzen 16 und 17 zusammen-
gefassten Hauptergebnissen beniitzt.

*) H(R) ist die Grenze des Gebietes 2.
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