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Časopis pro pěstování matematiky, roí. 97 (1972), Praha 

ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNGEN DER LÖSUNGEN 
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG [p(x) / ] ' + q(x) y = 0 

IM NICHTOSZILLATORISCHEN FALL 

Ivo RES, Brno 

(Eingelangt am 1. Juni 1970) 

1. BEMERKUNGEN 

Die asymptotischen Entwicklungen der Lösungen gehören zu den Problemen, die 
bei den Differentialgleichungen zweiter Ordnung untersucht werden. Mit dieser Frage 
beschäftigten sich viele Verfasser. 

Die asymptotischen Eigenschaften der Differentialgleichung y" = A(x) y im nicht-
oszillatorischen Fall wurden in der Arbeit [2] untersucht. In dieser Arbeit werden 
Bedingungen festgestellt, unter denen das Fundamentalsystem dieser Gleichung in 
der Gestalt 

yj - A-1/4 exp L fXA1/2(t) dtl -> 0 , y'j - SjA1/4 exp L {*Al/2(t) dt\ -> 0 , 

j = 1,2 ; ex = 1 , s2 = - 1 , 

geschrieben werden kann. 
In der Arbeit [3] werden die asymptotischen Entwicklungen der Lösungen der 

Differentialgleichung [p(x) y'J + q(x) y = 0 untersucht. Die Lösungen und deren 
Ableitungen werden in der Form von unendlichen Reihen konstruiert, welche im 
Intervall / = <x0, oo) gleichmässig konvergieren. 

In dieser Arbeit werden asymptotische Formeln für die Lösungen der Differential
gleichung 

(1,1) [p(x) y']'+ q(x) y = 0 , 

im nichtoszillatorischen Fall hergeleitet. 

131 



2. BEZEICHNUNGEN, HILFSSATZ 

Es seien A,(x), A2(x), F(x) e c0(/). Wir setzen 

«MX*)] = rM'JpMh) F(h) dt2 dt, , 

^[X*)] = \XA2(t2) rA^F^dt.d^, 

Ja J r2 

tfllX*)] = f \ ( ' l ) f " ^ ) F(t2) dt2 dt, , 

%2iF(x)]=r^2(t2) r ^ o o r w d t ! df2. 

Weiter setzen wir 

«ft-t*)] = F(x) , ^j[F(x)] = Vft-'WxJ] , 

V°j[F(x)] = F(x) , *?}[F(x)] = ^ j _ 1 [ F ( x ) ] , j = l,2; 1 = 1,2... 

und 
/•oo /»OD y.oo / .?2 

7i(*) = ^i('i) \Mh)\ dt2 dt, = |A2(f2)| A,(t,) dt, dt2 , 

/ •OO /»OO /«OO / • * ! 

y2(x) = \A2(t2)\ A,(t,) dt, dt2 = A,(t,) \A2(t2)\ dt2 dt, . 

Für x _ a ^ x0 gilt 

7i(*) ^ yi(«) < - . 7i(x) _ 72(1) < 1 • 

Schliesslich bezeichnen wir 

\\F\\X = sup \F(t)\, \\F\\*X0 = sup \F(t)\ . 
t^x xo^tgx 

Es gilt folgender Hilfssatz: 

Hilfssatz 2.1. Es seien A^^x) e C^I), A^^x) > 0, A2(x) e C0(l), 

/•oo /»«l 

(2.1) A,(t,) \A2(t2)\ dt2 dt,<co, a = x0 . 
Ja Ja 

Dann hat die Differentialgleichung 

(2.2) [A;i(x)y>y + A2(x)y = 0 
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ein Fundamentalsystem der Lösungen 

(2.3) yi(x) = f *i(l) , y2(x) = f ( -1) ' <ß[ [" f \ ( r ) d .1 , 
i=o i=o L.L J 

VM/iM = - f^2rp2(t)d.l, A;\x)y'2(x) = - fo(-l)^2(l)-

Wenn noch 

(2.4) f " W * ) ! dt2 < oo , 

dann ist 

(2.5) ^iW = f ( " 1)' *i(l) , J^*) = f ( -1) ' * i T f "^ . (0 d . l , 

i = 0 i = 0 LJX J 

Vto^to = fo(-im(TA2(0dt\ VWyiW = - io(-0'^(i) 

und es gelten folgende Abschätzungen 

(2.6) \V[(F)\ = V^t.) ["lAzWI dt2 dtt y2-\a) \\F\\„ , 

V'2 ( f*A2(t) dt) = y'2(a) {X\A2(t)\ dt, 

\V[(F)\ < 2-fe- | F | , , 

i! 

Die im Hilfssatz 2A zusammengefassten Ergebnisse sind im ersten Teil der Arbeit 
[3] enthalten. 

3. ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNGEN - HAUPTSSÄTZE 

Verabredung. Ist kein Missverständnis zu befürchten, so wollen wir das Argument 
fortlassen. Zum Beispiel y = q> U(<P), fäf bedeutet y(x) = <p(x) U[#(x)], f„ f(t) dt. 

Satz 3.1. Es seien q, Qe C0(J), p,P>0;p,Pe CX(J), J = <a, co). Es seien q>, $ 
Funktionen, welche die Bedingungen <p,<Pe C2(J), <p, <&,$' > 0 erfüllen. Weiter 
sei U, V ein Fundamentalsystem der Lösungen der Differentialgleichung 

(3,1) (pry + QY=0, 
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wo V eine Hauptlösung ist. Existiert ein positiver Grenzwert 

P(<P) 
lim 

JC-OO pę2Ф' 

und ist 

(3,2) 

(3,3) 

\\Ш)mmm 

J a 

< 00 , 

+ 9<P-
P(Ф) 

\U(<P) V(<P)\ < oo , 

dann hat die Differentialgleichung (1,1) ein Fundamentalsystem der Lösungen 

(3,4) yt = cp U(<P) f _'.(l) , y2 = cp U(4>) f (-1)' <€[ ( f °°At) , 
i=o i=o \JX 

y\ = 0 U(tf)]' £o«fi(l) - <p U(<P) A.fßi (\XA2) , 

mit 

(3,5) 

У'2 = |> U(Ф)J f (- i)ř «•* ( Г ^ . ) - ç, U(Ф) A, -;.(-1)' ЩІ) , 

AГ1 =P<P2U2(Ф), 

Al = ( w " ) ^ u (* } w + [{p(py <p + q<p2~mp(p2*'2] ^ • 
Beweis. Es sei U eine Lösung der Gleichung (3,1), die keine Hauptlösung ist, 

Veine von U unabhängige Lösung von (3,1). Dann ist 

JxP(t)U: (0 
und die Funktionen 

(3,6) z . - l / [ # ( x ) ] , z2 = V[#(x)] 

bilden ein Fundamentalsystem der Lösungen der Gleichung 

z" + 

Für x .> b >. a haben wir 

[iog^Jz< + Шф<> z = 0, -4*) 

Г00 ф' p ф' Г 
p-lV~2 = oo , 
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^ ' dx df = 

so dass Z2 eine Hauptlösung ist. Setzen wir 

(3.7) y = <pZ. 

Die Funktion Z genügt der Gleichung 

ZT +(logPq>*yz> + [&& +*\z = 0 
L P<P PA 

Wenn wir noch die Substitution 

(3.8) Z = l(x) zl 

einführen, erhalten wir 

(3.9) (A^k')' + A2k = 0, 

wo Ai"1, A2 durch (3,5) definiert sind. Nun haben wir 

f \ ( x ) f X | A 2 ( 0 | d < d * = V\A2{t)\ f°%(x)dxdr 
J b J b J b J t 

/•oo /»oo j /•<» /•<» 

-J.kW,) lJ.l^WWd*Sta , , tJ.k'' ( , ) lU.)K.) 

Jf-IL - w ) ] J | J» i! [*(*)]-'[*(*)] 

+ konst. J* | ix«) *'(«)]' tf») + «(0 *2(0 - ^ | j p(0 «>2(0 *'2(0 • 

• u™ l'j^mkmdx dt=konst 11( w) 'm m m\dt+ 

+ konst. f" \(p<p')' (p + qcp2- $& pcp2$'2\ \U(<P) V(*)\ dt < oo . 

Nach dem Hilfssatz 2.1 gibt es ein Fundamentalsystem der Lösungen der Differen
tialgleichung (3,9), die wir in der Gestalt 

(3,10) A. =£«i(l), •A2«£(-l)'*i(T.41Y 
i=0 i=o \ J , ) 

^r% = - £o«i(T--), Aru2 = -_£(-1)'T2(\) 

schreiben können. Die Behauptung des Satzes folgt unmittelbar aus (3,6), (3,7), 
(3,8), (3,10). 
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Satz 3.2. Es seien die Vorausetzungen des Satzes 3.1 erfüllt und es gelten statt 
(3,2), (3,3) die Bedingungen 

(З.П) ' jд^)^)^)^) 

(3,12) J 

< 00 , 

(pcpycp + qť-^Člpť** 
P(<ř) 

U2($) < oo . 

Dann hat die Differentialgleichung (1,1) ein Fundamentalsystem der Lösungen 

(3.13) yi = <p U(4>) £ ( - l)f K(l) , y2 = <p U($) £ ( - l)'K ( VX.) , 
i=0 i=o \ J X ) 

y\ = [<p [/(*)]' £ (-1)' <*?}(1) + p U(<P) Ai £ (-1)' ^ ( f V ) , 
i = 0 i = 0 \ J X ) 

y'z = b> u($y\' (£(-1)' < (f \ ) - 9 u(4>) A, £ o ( -1) ' ^2(i) • 

Beweis. Die Bedingungen (3,11), (3,12) sichern, dass (2,4) gilt. Die Differential
gleichung (3,9) hat also ein Fundamentalsystem der Lösungen 

oo oo / /• oo \ 

(3.14) A . « £ ( - - ) ' * « ( - ) . A 2 = I ( - l ) ' « i ( ,4.) 
1=0 i=0 \ J X / 

A. = >*i Io(-l)'*2 ( [ \ ) , A2 = -X. Io(-l)' «i(l) • 

Aus (3,6), (3,7), (3,8), (3,14) folgt unmittelbar die Behauptung des Satzes. 

4. ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNGEN DER LÖSUNGEN 
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG (1,1) FÜR EINE SONDERWAHL 

DER FUNKTIONEN 

Satz 4.1. Es seien q e C0(J)9 p > 0, p e C^J), q>, #, $' > 0, <p, # e C2(J). Wenn 
ein positiver Grenzwert 

1 

existiert und wenn 

U Ш 2 Л ' *-»« ЈWjP Ф 

(4.1) ľ°°|(pç>2Ф')'| < dO , 

(4.2) 
/• 00 

\(p<p')' <p + q<p2 + p<p2Ф'г\ < 00 
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gilt, dann hat die Differentialgleichung 0,1) ein Fundamentalsystem der Lösungen 

(4,3) yt = <pe*|l + f At(tt) PA2(t2) dt2 dtt + a (x) l , 

y2=<?e* r r A , dt - r A , ( t o [°° r ^ , ( t 3 ) ^2(t2) dt3 d«2 d * x + ^ i , 

y'i = (<7>e*)Tl + |"°%(t,) f 'Mh)dt2 dt, + a(x)l - cp^A, . 

. | | A2 dt + I A2(t2) I J A2(<3) AÄU) dt3 dfj d*2 + «5(x)l, 

y'i = K ) ' Tj00^ d( - [^.((,)jT/i,^)^^)dr3d(2d(l + /?(x)l-

- <pe% |~1 - p ^ A ) f A,(t,)df, dr2 + £(x)l 

und es gilt 

(4,4) |a(x)| = rA.ft,) VV2O2)| dt2 dh tfi» = 

= [™Mh) P\A2(t2)\ dt2 dt, y2(a) \ , 
Jx Ja 1 - y2(a) 

\ß(x)\ = r^,(t)dtf ^ = rAl(t)dt Z M exp {72(x)} , 
J* '=2 '! Jx 2! 

|*x)| = fM2(t)|dff y2(fl) = nA^ldfy^)—!--, 
Ja «=- J . 1 - yi(a) 

K*)l = Z ^ = ^ ^ P {r2(x)}. 
i = 2 «*! 2 ! 

Der Beweis folgt aus dem Satz 3.1 durch die Wahl P = 1, Q = — 1 und aus (2,6). 

Folgerung 4.2. Es seien q e C0(J), p e Cj(J), p > 0, <p e C2(J), q> > 0. Es gelte 

1 
+ W + e 2 Ф < oo . (4.5) p (p<jf>')> 

ja I 

Dann hat die Differentialgleichung (1,1) ein Fundamentalsystem der Lösungen 

(4.6) j , , = <pe* Tl + 1 f V2*<«> - e"2*w) A2(.) dt + «(x)j , 
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y2 --. i ^ e " * [ l + i H e 2 * 0 0 - e 2* ( , )) e - 4 * ( 0 A2(t) dt + j3(x)l 

„-(,+-*). |_l + ij^« - ^ ) + ,(x)<,'(x)

e . 

• A2(t)dt + 5(x)-], 

/2 = V - f ^ e - f l + --------- fWOe--™* + 
2 |_ </>'-</><*>'J* 

<?' + ? * ' f 7e 2 «-> - e 2* ( , )) e~ 4 * ( , ) A2(t) df + e(x)1 
2(<p 

und es gШ 

(4,7) K*)|<Je-"QVa |y, 

W І < ^ - 4 Ф ( J J N ) 2 . 

Иx) |<e- 4 *(J> 2 ( ( ) | dy[V % , + ф ф , ) 8 

2 Г l ф ф ' 

ì---í>4 
Kx)i < i e - r r Wod fYr^±^; + 2 M ^ | | 
1 W l 8 \J J j LI?' - 9 * I«? - ^ U 

Beweis. Wir setzen im vorigen Satz P = 1, ß = - 1 , <->' = -/P<P2> tl = e* 
V = e~*. Dann ist 

- 4 r - - £ , -4a-ríw»')> + W2 + --llea#' <_>' |_ _VJ 

y_(x) = (> 2 ( t 2 ) | J^.OOdt.dí, ^ JjA2(t2)| J%'(tx)e-2*(,1) dí 

-ie--^->JVa|, 

y2(x) - J>2(t2) | J \ ( . _ ) dr_ dí2 = i JJ-42(t2)| e"-™ dí2 < 

1 T00 

_dt2 = 

Nach dem Satz 3.2 gilt 

У x - Ф e Ч i - а д + ÊÍ-iУířKi)], 
i = 2 
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yi = <^[£A.(.) dí - ^ (J/ t) + Ž/-1)' «i (J/.)]. 

J,i-(^7[i-<ř 1(i) + Ě(-0 ,*i(0] + 
i= 2 

+ 9*'At [J/2(0 * - »a ( J \ ) + Ž (-I)'*- (J/-)] -

/, = (*7 jp.(o * - * (J/.) +,ž (-iy »i (J V 

- ^ • x . c i - ^ i ) + !(-»)'«.(Ol-
i = 2 

Nun haben wir 

yi = ^ [l - [V(rOe-20(řl) r^C^d^dt, + a(x)J 

wo 
a(x) = E ( - l ) ' ^ ( l ) 

i = 2 

ist. Nach leichter Berechnung bekommen wir 

= (jpe 

und es gilt 

! = <ре*[1 - ГА2(12) Рф^Ое" 2 ™ йП &г + <*(*)] = 

| 1 + 1 Г[е--««> - е" 2 Ф М ] А2(1) <И + а(х) | , 

т = | 2 ^ < ̂  ^ < 1г=-в е _ 4 # ( 1 > | 

Ferner ist 

L2 ^Jx 
• /•̂m \ - i r*i 

e - 2 * W _ 

Гl Є-2ФW + í [>-•<«•> Ф'(f.) J ^ Ы Í - e - ^ O ^ ď i + 

+ |2(-lУ<(J\)] = ,e-[-; 

- - ["„,(.-) e"2*^ f V2Ф(,1) Ф'(h) dt. dřa +£(-1) ' *i ( J / i ) ] -

= i «pe-* Гi + - f V * ( д c > - e 2 ф ( t > ) e_4*(t) Л i t ø dí + ^ ] ' 
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wo 
oo / fc 

• = 2 VJ* 
so dass 

^x) = 2e2*w|(-l)^;('J0 

\ß(x)\ < 2 e 2 * | Z l M . i e-2* < ^ c"<*> < i e"** ( f °°|A2 |Y . 

Für die Ableitung y[ erhalten wir 

y\ = (<p> + q>&) e* | l + - r[e-2*<(> - e"2*«] A2(t) dt + a(x)j + 

+ ^'e-*|J^2(Od . - -2 [">A2(t2)rt-2^'A2(t1)dt1 dt2 + 

+l/-l>'<J»}-
= (<p' + «?><?>') e* | l + - [X r e - 2 * ( , ) -

- mr<p(;)f(;) .-Wl Mt) dt + ö{x)] , 
<p'(x) + <p(x)<l>'(x) J W i 

wo 

<*M = <*) + - r ^ - r , e"2*f (--)' *i ( [ V i " 

" ^ T^IZ e"2* P4^'-) f0°e~2*('l)^^1)
 d'i d<> . 2<p' + (p<l>' Jx J , . 

so dass 

|*[»| < |«(*)| + | - ^__ |ße - - ( J jA 2 ( r ) | d r J+ e- 2 *^)e^>Jj^ 2 | ] < 

Schliesslich haben wir 

У'2 = ( y + <pф')e*{- e - 2 * + - Гл 2 ( ř )e- 2 *<'> [e"2*<'> - e~2*<*>] dí + 

•f/-0 ,*-(f "-*.)} - ^ _ Ф [ l - ^JЧ(Oe-2*(ł>dí + f2(-1)'«І(1)J -
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mit 

= V - ç,Ф')e-*íl + -^—, ҐA2(Oe-2*('>d. + 
2 t ę-ęФ'Jx 

ę' + ęФ' Г[e 2 * ( x ) - e2*">] e"4*('> A2(t) àt + є(x)l, 
2(ę'-ęФ')Jx j 

- < " ) - 2 ^ Ä x ) - 2 - - ^ - - | ( - - l ) ' * . ł ( l ) . 

Es gilt also 

431 

<p' — ęф 

W + ^Ф' 

\q>' - <?<£' 

Damit ist der Satz bewiesen. 

\ftx)\ + 2 

<p' — <j()Ф' i = 2 

ęф' 

ę' — фФ' 
ZІW ev2(*) 

2! 
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