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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 98 (1973), Praha 

DEGENEROVANÁ n-ROZMĚRNÁ CENTRÁLNÍ AXONOMETRIE 

VÁCLAV PECINA, Liberec 

(Došlo dne 2. dubna 1971) 

Budeme se zabývat některými vlastnostmi degenerované centrální axonometrie, 
zejména pak tím, zda pro degenerovanou axonometrii platí existenční věty obdobné 
známým existenčním větám centrální axonometrie nedegenerované. Některé základní 
úvahy týkající se uvedené problematiky jsou provedeny L. DRSEM V práci [l]. 

Označme Efc k-rozměrný rozšířený eukleidovský prostor a L(ax, <x2,..., ar) lineární 
obal lineárních prostorů a l 5 cc2, ..., ar. Konfiguraci navzájem různých bodů O, Ah B{ 

(i = 1, 2, ..., n) nazveme n-ramenná, k-rozměrná polyedrická konfigurace a ozna
číme Kn = {0, Ah Bt}9 jestliže každá trojice O, At, Bt (i = 1, 2,..., n) je tvořena 
kolineárními body, jestliže body O, At jsou vlastní a jestliže pro přímky xf = OAt 

platí L(xl9 x2,..., xn) = Efc (k, n, r jsou přirozená čísla, 2 ^ k ^ n). 
Konfiguraci KJJ = {O, At, Bf} nazveme kartézská, jestliže body Bt (i = 1, 2,..., n) 

jsou nevlastní a soustava vektorů OAt (i = 1, 2,..., n) je ortonormální. 
Konfiguraci bodů 09Ai9Bt (i = 1,2,..., n) nazveme degenerovaná n-ramenná9 

k-rozměrná konfigurace (k < n) a označíme Dfc = {O, Ai9 J5j, jestliže O = At = Bt 

a body O, Ai9 Bt (i = 2, 3,..., n) tvoří (n — l)-ramennou, k-rozměrnou polyedric-
kou konfiguraci. 

Analogicky jako v případě nedegenerované centrální axonometrie budeme dále 
zkoumat, zda lze danou degenerovanou konfiguraci °Dn (podrobenou eventuelně 
nějaké lineární transformaci) uvést do perspektivní polohy s danou polyedrickou 
konfigurací Kn. 

Věta 1. Nechť je dána polyedrická konfigurace KJJ = {O, Ai9 B^\ c En a degene
rovaná konfigurace °DJ"1 = {°0, °Ai9 °Bi} c °E"~1 (n = 3). Nechť S 4= Oje libo
volný bod přímky xx = OAx a 1En~ 1 c En libovolná nadrovina neprocházející 
bodem S. Pak existuje centrální projekce & s basí [s, 1E""'1] a projektivní transfor
mace ® : °EW~1 -• ^E"-1 tak, ze &K = ^ D J " 1 . 

Důkaz. Nechť i7 : °E"-1 --> E"""1 = L(x2, x3,..., x„) je projektivní transformace, 
pro kterou 0At - Ai9 °Bt - Bt (i = 2, 3,..., n); pak je O = J7°0. V každé centrální 
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projekci & s basí [S, 1 E n " 1 ] , kde Sext = OAt je vlastní bod (S * O) a lE""1 

libovolná vlastní nadrovina ( S ^ E * - 1 ) , je 0>KTn = ^ ^ D ^ " 1 , tj. 0>Kn
n = ^ D * " " 1 , 

kde m = ^77 : °En"1 "-+ 1 E n " 1 je projektivní transformace. 

Věta 2. Nechť je dána polyedrická konfigurace K^ = {O, Ař, JBř} c En a degene
rovaná konfigurace °D^"1 = {°0, °Ai9 °Bi} <= °En"1 (n = 3). Pak exísíiife cenírd/-
ní projekce 0* s basí [S, 1 E n " 1 ] (Sexx = OA! je vlastní bod, S + O) a afinita 
sf : °En"1 -> 1 E"" 1 s libovolným kladným modulem tak, že 0>Kn

n = ^DJ"" 1 . 

Důkaz. Přiřazením °0-+O, 0At^Ai9 °£ř -> B, (i = 2, 3,..., n) je stano
vena projektivní transformace 77 : °En~1 -> E n _ 1 = L(x2, x3,..., xn)9 kde x, = OAt. 
Je-li °Vr nevlastní bod přímky °Xi = °0°Ai (i = 2, 3,..., n) a Vi = 77°^ (i = 2, 3,..'. 
..., n), pak je Í.(V2, V3,..., Vn) = En"2. Zvolíme-li libovolně vlastní bod Sext = 
= 0^X(S * O), pak v důsledku S £ En"2 je L(S, En"2) = 'E""1. V centrální projek
ci 0* s basí [S, 1En"1], kde 1En~1 je libovolná nadrovina rovnoběžná s nadrovinou 
' E " " 1 ^ i 1 E n " 1 ), je (podle věty 1) 0>Kn

n = ^ 0 D n - \ kde m : °En"1 -» 1 E n " 1 je projek
tivní transformace. Z rovnoběžnosti 'E"" 1 || 1 E n " 1 nadrovin 'E""1, 1 E n " 1 plyne, že 
podprostor 1 E n " 2 = ^ E " " 2 je nevlastním podprostorem nadroviny 1En~1 a po
něvadž 1 E n " 2 = <#°En"2, kde °En"2 = L(°V?, °V?,..., °Vn°°) je nevlastní podprostor 
nadroviny °En"1, je 01 afinita. Bude-li při pevném S průmětna 1 E n " 1 nabývat všech 
možných poloh rovnoběžných s 'E"" 1 (S £ 1En"1) budou si centrální projekce konfi
gurace Kn odpovídat v homotetii Žť : En -> En, a tedy 0>K?n = Jf^°D n " 1 . Poněvadž 
koeficient homotetie 3tf nabývá všech nenulových hodnot, nabývá modul afinity 
s/ = 3^0t všech kladných hodnot. 

Věta 3. Nechť je dána polyedrická konfigurace Kn = {O, Ai9 Bt} <= En (n = 3) 
a degenerovaná konfigurace °Dyl = {°09°Ai9°Bt} <= °En"1. Nechť (OAfi) * 
4= (0O°Ai°Bi), i = 2, 3,..., n, a nechť V^W,) je úběžník přímky x^x) v projek-
tivnosti bodových řad x{0, At9 Bi9...) * 0xi°O, °At9 °Bi9...), i = 2, 3,..., n. 

Nutná a postačující podmínka pro existencí centrální projekce & s basí [S, 1 E"" 1 ] , 
v níž &Kn s °Dn

t~1, je existence vlastního bodu Ssxl = 0 ^ ! (S + O) takového, 
že simplexy Sn~l(S, V2, V3,..., V„), °Sn"1(00, °JV2, °JV3,..., °»VB) jsou podobné. 

Důkaz. (obr. 1 pro n = 3; v obr. nejsou vyznačeny všechny body Ai9 B{ a není 
vyznačena daná °En"1). Nejprve ukážeme, že podmínka je postačující. Nechť tedy 
existuje vlastní bod SexA (S * O) tak, že S""1 ~ 0Sn~1. Přiřazením °0-+S, 
°WÍ-+VÍ (i = 2,3,..., n) je stanovena podobnost 77 : °En"1 -> 'E"" 1 ('E""1 = 
= L(S, V2, V3,..., Vn)). Sestrojme konfiguraci 'D"."1 =-{0', .4',, B'J tak, jiby 'D;- 1 = 
= 77°D;" 1 . Uvažujme nyní translaci F : E" -> En, určenou vektorem OS, označme 
"D"."1 s {O", 4;', £'/} degenerovanou konfiguraci ^ 'D"" 1 a zvolme centrální pro
jekci & s basí [S, 1E"*1], kde 1E"~1 je nadrovina rovnoběžná s nadrovinou 'E"" 1 

pp- 1 # 'E""1). 
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Ukážeme nejprve, zeje &K" = ^"D^" 1 . Označme &K"n = -DJ"1 = {*o, 1A„ 'B,}. 
Je &0" = &0 = &Ay = &BX = i O. &Xi = J W,1^00, kde lW, = f*W7°, Wf°° -» á»Vf, 
i = 2, 3,..., n. Je-li Wf" = iTV, (i = 2, 3,..., n), je W,"S = ^ x f , a tedy ÍVf"S || x f ; 
odtud plyne 9W? = 9W"X =

 lWt (i = 2, 3,..., n). Je-li dále VH^D nevlastní 

Obr. 1. 

bod přímky x'[ = 0"A'[ (x'f = SA't), i = 2, 3,.. ., n, pak v důsledku 0"Wf" = ^"SVf 

a "E""1 || 'E"-1 je 0Vt = V/00 = Wf°°, kde ty? je nevlastní bod přímky íx, = 1 o 1 A f 

(i = 2, 3,..., n); je tedy á»x" = £3^ = J x f (i = 2, 3,..., n). Qznačme M? = 
= í^',' (i = 2, 3,.. ., n). V důsledku á»o" = 10, &>W[' = lWlt 0>V["*= ty? (i = 
= 2,3, ...,n) platí 

(1) (0"W['VrA'[) = i101 WfV^A?) , i = 2, 3,..., n . 

Poněvadž O" = Srn°0, W[' = ^"/I°Wf, Vf"°° = STlPV? a A'[ = 3rn°At, i = 
= 2, 3,..., n, je (v důsledku S1 JVf fl xf, i = 2, 3,..., n) 

(2) (0"W['VrA'[) = (°0°W?V?°A) , i = 2, 3,..., n . 

Poněvadž body °Wf(Vf) jsou úběžníky v projektivnosti bodových řad °x, 7C x f 

(i = 2, 3,..., n) a centrální projekcí í? se zachová dvojpoměr, platí 

(3) (0o°rVf
0Vf

00Mf) = (oWf°%4f) = i101 WfVfU,) , i = 2, 3,..., n . 
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Z (1), (2) a (3) plyne ^ 0 ' W W M , ) = (^IV /V^-4?) , a odtud 1Ai = Uf, i = 
= 2, 3, . . . , n. Je ted^ &Ai = ^-4" (i = 2, 3, . . . , n). Analogicky ukážeme, že též 
£?_9, = &B'{ (i = 2, 3f..., n\ Pak je ovšem ^K^ = ^DJ" 1 . 

Poněvadž konfigurace "Dí"1 a 1DJJ~1 leží v rovnoběžných nadrovinách, jsou po
dobné. Bude-li průmětna 1 E n _ 1 nabývat při pevném S všech možných poloh (S£ 
£ 1E*~1) rovnoběžných s 'En~\ pak centrální projekce 1Dn~

1 konfigurace Kn ze stře
du S do ňadro vin 1Er t~1 budou homotetické (koeficient homotetie bude nabývat 
všech nenulových hodnot), a poněvadž "D"" 1 ~ °Dn

l~
1

9 lze vybrat 1EB~1 tak, že 
i/y»-i -.v ory*-i 

n — n * 

Nyní dokážeme nutnost podmínky. Nechť existuje projekce 9 s basí [S, 1 E n " 1 ] 
tak, že 0>Kn

n = 1 D 2 " 1 == {lO, 1Al9 %}, 1 D ; " 1 S_ ° D ^ 1 . Pak nutně Sexí = OAU 
(S =(= O). Nadrovina 1 E"~ 1 je rovnoběžná s nadrovinou ' E " " 1 = L(S9 V2, V3,..., Vn) 
a nevlastní body IV* přímek x4 = O-Aj se promítají přímkami S 1 ! ^ || x ř (i = 
= 2, 3, . . . , n), přičemž xWt = ^W . (V*) je úběžník přímky 1xi = ̂ xt (x) v projek-
tivnosti bodových řad íxi(

íO, lAi9
 1Bi9...) A x ř (0, A„ £,, . . . ) , i = 2, 3 , . . . , n. Po

něvadž simplexy ^ " - ^ O , ^ 'IV 3 , . . . , xWn), Sn-\S, V2, V3,..., Vn) jsou řezy trsů 
přímek S(xu S1W2, SÍW3,..., SÍW„), 0(xux2, ...,xn) rovnoběžnými ňadro vinami 
ip-î  .p-î  j e /v d ů s l e d k u s i ^ . || x . ) í y - i ~ S""1. Z 1 S n " 1 * °Sn- 1 pak plyne 
S n - i „ 051.-1^ 

Věta 4. Nechť je dána kartézská konfigurace Kn = {O, _4f, Bf} C P A degenero
vaná konfigurace ° D ^ 1 = {°0, °_4„ °Bi} c °E"- 1 (n ^ 3), a nechť °Bt (i = 2, 3 , . . . 
..., n) jsou vlastní body. Označme Xt = 1 — (0O°Ai°B^9 i = 2, 3, ..., n. 

Nutná a postačující podmínka pro existenci takového bodu Sexl = OAx 

(S 4= O) a takové nadroviny 1 E " ~ 1 c_ E", ze r centrální projekci 0* s basí [S, 1 E n ~ 1 ] 
platí &>Kn __í 0 D " _ 1 je : existují reálná čísla \i > 0, k > 0 taková, že °0°B i = 
= * V(/*2 + (1 M?)), W y == k V((lMi) + (1M,2)), i * I; i,I = 2, 3, ..., n. 

Důkaz. Nejprve ukážeme nutnost podmínky. Nechť v centrální projekci 0 s basí 
[S, 1EW""1] je 0>Kn gz 0 D— 1 . Pak v důsledku věty 3 je S vlastní bod takový, že Se 
ex, = 0 ^ (S + O) a simplexy Sn~\S, V2, V3,..., V„), ^ " ^ O , % , % , . . . , °_9n) 
jsou podobné, přičemž Vf (°B^) je úběžník přímky x£ (°Xj) v projektivnosti bodových 
řad x,(0, _4„ B?5, F„ ...) A °X{°0, °Ai9 °_9„ °Vr,...), í = 2, 3,..., n. Z rovnosti 
dvojpoměrů (OA^V/) = {?0*A?B?V?) pak plyne 

= (00°Aí
0i3/) = l - A ř , 

((Mtf) 
a odtud 

1 _ „, - 4_! _ °^_7 °̂ < _ 1 _ ^ i í 
OK, oVi oV, ' 

i_= 2, 3 n. Z předchozí rovnosti pak plyne Xt = OAjOVi a odtud v důsledku 
|ťM,| = 1 je \0V,\ = 1/|A,| pro i = 2, 3, . . . , n. Poněvadž Kjlje kartézská konfigurace, 
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musí být V^ = y/((\\X]) + (l/A2)) a z podobnosti simplexů S*-1 ~ °Sn'1 plyne 
existence čísla fc > 0 takového, že °Bi°BJ = ky/((\\X])-h (\\X2))9 i * j ; Uj = 
= 2, 3,..., n. Označíme-li |OS| = \i > 0, je SV£ = VO"2 + í1/'1?))* * = 2, 3 , . . . , n, 
a v důsledku S""1 - °S"-1 je tedy °0°Bi = fc V(^2 + (l/A?)), z *- 2, 3,..., n. 

Nyní dokážeme, že podmínka je postačující. Nechť existují reálná čísla // > 0, 
fc > 0 tak, že 

(1) °0°B i =fcV(M
2 + (l/A2)) 

(2) ^Bj-kJ^M + WX2)), i * J ; U = 2,3,...,n. 

Zvolme bod S G X Í = 0-A2 tak, aby |OS| = \i a sestrojme úběžníky Vť přímek x£ 

v projektivnostech bodových řad xlO, Ai9Bf9..) ~K 0xi(°O,0Ai,°Bi9..), i = 
= 2, 3,..., n (zřejmě je přitom °Bt úběžníkem přímky °xt v téže projektivnosti). 
Poněvadž Kn je podle předpokladu kartézská konfigurace, nalezneme (analogicky 
jako v prvé části důkazu) V,Vy = V((l/A?) + (l/A2)), SVť = V(/*2 + (l/A2)), i 4= j ; 
i,j = 2, 3,..., n. Pak v důsledku (1) a (2) platí °0°Bi = fcSVž, °Bi°Bj = fcVřV, 
(fc > 0, i # j ; i, j = 2, 3,..., n) a simplexy S""1^, V2, V3,..., Vn), ^-^O, °B29 

°B3,...,°Bn) sou podobné. Pak v důsledku věty 3 existuje centrální projekce & 
(s basí [S, 1E"-1]) tak, že 0>Kn s ODJ"1. 

Věta 5. Nechť je dána polyedrická konfigurace K„ = {O, -4£,.Bř} cz E" a degenero
vaná konfigurace °Dm = {°0, % , °J?.} c °Em (2 ^ m < n). Pa/c exwftife centrální 
projekce 0> v En s basí [E"-"1"1, 1.Em] a afinita j ^ : °Em -> 1Em s libovolným kladným 
modulem tak, že ^KTn = ^°D m 

Důkaz, a) Nechť n > m + 1. Vzhledem k rozměru konfigurace °Dm musí existo
vat takové číslo i z posloupnosti 2, 3,..., n - m + 1, že t(°xif °xř+ l f . . . , °jcm+ .•_ j) = 
= °Em, kde °xi = °0°A i. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat i = 2, 
a tedy °Em = L(%, °x39..., °xm+1). Uvažujme konfiguraci KJJJ == {O, Ai5 B j f která 
je částí1) konfigurace Kn

n a konfiguraci °Dm
+ 1 === {°0, °Ai5

 0fl,}f která je částí konfi
gurace °Dm Podle věty 2 existuje v prostoru Em + 1 = L(xí9 x2,..., xm+í) (xt = OAt) 
centrální projekce ^ s basí [S, 1Em] (S e x2 = 0 4 l f S 4= O) a afinita j ^ : °Em -> 1EW 

s libovolným kladným modulem tak, že PK^Xl = ^ ° D m
+ 1 = ^ ^ = {x09 

Sestrojme nejprve v 1Em konfiguraci s/°Dm = xDm == {xO, xAi9
1Bi} (obsahuje 

zřejmě 1Dm
l
+i jako svoji část), zvolme 1Em za průmětnu centrální projekce ^ v E " 

a hledejme střed projekce & tak, aby &Kn
n = ^ Dvojice přímek 1Am+QlAm+(l9 

xBm+<xBm+a, a = 2, 3,..., n - m, jsou tvořeny mimoběžnými přímkami, ležícími 

J) Konfigurace KJ s= {O, Af, £,} Je částí konfigurace KJ = {O, Af, B,} (i> < *, r š J), 
jestliže obě konfigurace mají společné body O, Ai% Bu / =. 1, 2,.... t?; analogicky pro degenero
vané konfigurace. 
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vždy v témž trojrozměrném prostoru s bodem S a lze tedy sestrojit jejich příčky qa 

(a = 2, 3,. . . , n — m), procházející bodem S. Pro n - m - 1 přímek q2, q3,... 
..•>tf,.-m platí (jak se snadno přesvědčíme) L(ql9 q39..., g„_m) = E w ~ w - 1 (kdyby 
totiž 4„_m c L(q29q29..., ^ n _ m _ 1 ) , pak v důsledku L(q29 q3,..., ^ n _ m ^ 1 ) c: L(xu 

x29..., x,,-!) = E"""1 by též ^ A , . cz E"""1 a tedy i An c E""1, což je ve sporu 
s předpokladem o rozměru konfigurace K^; analogicky ani žádná jiná přímka qa 

nemůže ležet v prostoru vytvořeném zbývajícími). Vezmeme-li nyní centrální pro
jekci ^ v E" s basí [ E n ~ w ~ 1 , 1 E W ] , je nejprve v důsledku S c E n " w - 1 &Km\\ = 
= »K%\ = ^Z+i- Označíme-li Ac

m+a = xAm+aAm+a[\qa9 Bc
m+a = 1 5 m + f i e B m + f i e n 

f| qa (a = 2, 3, ..., n - m), je ^ ^ m + a = Ac
m+aAm+a f) 1 E m = ^ m + a , &Bm+a = 

- *m+A, + « 0 ' E " - '-S.+., a == 2, 3,. . . , W - m. Je tedy &Kn
n = ^ = ^ ° D m 

b) Je-li n =" m -f- 1, plyne tvrzení bezprostředně z věty 2. 

Věta 6. Nechť je dána kartézská konfigurace Kn == {O, y4ř, £*} c E " a degenero
vaná konfigurace °Dm = {°0, % , °Bf} c °Em (2 ^ m < n). Nechť°Bt (i = 2, 3,..., 
..., m -F l)js0M v/asmí boďy a nechťL(°0°B29 °0°B39..., °0 °5 m + 1 ) = °Em. Označ
me Ař = 1 - ^ O 0 ^ , 0 * , ) , i -= 2, 3 , . . . m + 1. 

Postačující podmínkou pro existenci centrální projekce 0> v En s bas/ [E""*w'"1, 
1 E m ] , t; niž 0>Kn ^ °Dn9je existence reálných čísel fi > 0, k > 0 takových, že v kon

figuraci °Dm platí °0°B i - k x/(/i2 + (l/A?)), ^ ^ = k V((l/tf) + (l/A*)), i * j ; 
i9j == 2, 3,. . . , m 4- 1. 

D ů k a z , a) Nechť n > m + 1. Uvažujme konfiguraci K^+J == {O, Ař, 5,}, 
která je částí konfigurace Kn SL konfiguraci °D m

+ 1 = {°0, % , °.Bi}, která je částí 
konfigurace °Dm. Poněvadž podle předpokladu existují čísla k > 0, fi > 0 tak, že 
°0°B i = k V(AÍ2 + (1M2)), °B<

05 i = k V((1M?) + (l/A2)), i * I; í, j = 2, 3,... 
..., m + 1, lze na konfigurace K ^ } a °D m + 1 užít větu 4 a v prostoru E m + 1 = 
= L(xl9 xl9..., xm+i) (xt -= OA^ existuje tedy centrální projekce 1ŽP s basí [S, xEm] 
(Sexu S + O ) tak, že °D m

+ 1 s ^ f C } = J D m
+ 1 = ^ 0 , % , ^ J . Sestrojme 

v 1 E m konfiguraci x D m s {*0, 1Aif
 xBt} shodnou s °Dm tak, aby obsahovala x D m

+ 1 

jako svoji část. Analogicky jako v důkazu předchozí věty pak nalezneme, že v centrál
ní projekci & s basí [ E n ~ m ~ 1 , 1 E m ] , kde E""1"""1 = L(ql9 q39..., gw_m) je prostor 
vytvořený příčkami qa mimoběžek 1Am+aAm+a9

1Bm+aBm+a (a == 2, 3,. . ., n - m) 
vedenými bodem 5, je á*K£ = JDm £ °Dm 

b) Je-li n = m + 1, plyne tyrzení bezprostředně z věty 4. 
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Zusammenfassung 

DEGENERIERTE n-DIMENSIONALE ZENTRALAXONOMETRIE 

VÁCLAV PECINA, Liberec 

Im Artikel werden einige Existenztheoreme der degenerierten Zentralaxonometrie 
gefunden. Gegeben sind notwendige und hinreichende Bedingungen für die Existenz 
der Zentralprojektion 0* aus einem Punkt in eine Hyperebene (im n-dimensionalen, 
erweiterten euklidischen Raum E" (n ^ 3)), bei der die Projektion der n-schenkeligen, 
n-dimensionalen polyedrischen Konfiguration Kn

n mit der gegebenen degenerierten 
Konfiguration °Dn

l~
1 kongruent ist. Die hinreichenden Bedingungen sind dann für 

den Fall der Zentralprojektion von dem (n — m — l)-dimensionalem Zentrum im 
m-dimensionalen Unterraum Em (2 ^ m < n) verallgemeinert. 
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