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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky ustav CSAY, Praha
SVAZEK 98 % PRAHA 15.8.1973 » &[SLO 3

JEDNOPARAMETRICKE SYSTEMY PROJEKTIVNICH PROSTORU
DIMENSE n V PROSTORU DIMENSE 37 + 1

MiLosLAV JOzA, Praha
(Doslo dne 5. srpna 1971)

Zakladni véty o jednoparametrickych systémech projektivnich prostori S, v pro-
jektivnim prostoru S, byly odvozeny v praci [ 7]. JiZ dfive byly tyto systémy podrob-
n&ji studovany pro nékteré dimense. Krom& pfimkovych ploch (n = 1) byl studovin
pfipad m = kn + k — 1, zvla§t& m = 2n + 1. (Viz prace [1], [2], [4], [5]. [6])
a pfipad n = 2, m = 6 (viz [3]). V tomto &lanku je studovan pfipad m = 3n + 1.

1. M&me v prostoru S, ; jednoparametricky systém (monosystém) projektivnich
prostort
Su(t) = [yo(8): y5(1), - ya(1)] -
Predpokladejme, Ze plati

(1) [Ym Vis oo Vo y63 y’l,'“’ yylu yg’ y,l’"'w y:—l] * 0.

Z (1) plyne, Ze monosystém neleZi v prostoru dimense niz3i nez 3n + 1.
Vzhledem k tomu, Ze m = 3n + 1 a plati (1), miZeme psat

n—1 n n
yu=2alyj + 3 bly;+ ¥ oy,
j=0 j=0 j=0
kde a’, b/, ¢/ jsou funkce t. Provedeme-li zménu Fidicich k¥ivek

Vi=yi, i=0,1,...,n—-1,

n—1

Fn=yn— 2y,
j=0

mbZeme dosahnout toho, %¢ a/ =0, j=0,1,...,n — 1. Budeme tedy nadéle
pfedpokladat, Ze plati (1) a

(2) ye =Y bly; + Y cdy;.
j=o j=o
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2. Oznag¢me Ty(to) = [yo(to)s ---» Ya(to)s Yo(to)s - --» ¥:(to)] te€ny prostor mono-
systému podél tvofictho prostoru [yo(to), ..., ya(to)]- Méme-li na monosystému
kiivku .

® ) = #0900,

je oviem x'(to) € Ty(to). Je-li dokonce x"(to), X"(to), ..., x *¥)(to) € Ty(t,), nazveme
bod x(t,) poloasymptotickym bodem Fddu k k¥ivky x(t) (viz [7]).
Derivovéanim (3) a tpravou podle (2) dostaneme

n—1 n n
) x” =1Z:oaiy’; +izo(2ai' + a"b’) yi + 'Zo(.) Vi

Vzhledem k (1) je tehdy bod x(t,) poloasymptotick)?m:bodem Fddu 1 kfivky x(t)
prdvé tehdy, je-li a®(tp) = a'(ty) = ... = " Y(t,) = 0, tj. lezi-li x(to) na kfivce
ya(t). KFivka y,(t) je jedinou poloasymptotickou kFivkou Fddu 1 na monosystému.

3. Zjistime, kdy na kfivce y,(t) leZi poloasymptotické body fadu 2. Derivovanim
a opétnym pouZitim (2) dostaneme

7 =T+ 305+ ().

Aby tedy bod y,(t,) byl poloasymptoticky Fadu 2, je nutné a staéi, aby b°(t,) =
= bl(to) = ... = bu—l(to) = 0.

4. Oznadme Ty(«/(to), to) = [¥o(to); ---» ¥a(to)> X, a'(to) ¥i(to)] teEny prostor mo-
n i=0
nosystému v bod& ¥ ai(to) y{to). Bod x(t,) nazveme asymptotickym bodem kfivky
i=0

(3), jestlize x"(to) € Ty(c'(to), to)-
Aby bod x(t,) byl asymptotickym bodem kfivky x(t), je podle (4) nutné a staci, aby

(A) a¥(to) = a'(ty) = ... = a""}(t)) = 0
(B) matice
( «® o, ot , o« )
2(a®) + a"b® 2(a') + o"b', ..., 2(a"7Y) + a"b"7, 2a") + o"b"
méla pro t = t, hodnost 1. Odtud plyne (viz [7]), Ze bod x(t,) je asymptotickym

bodem krivky (3), kdyZ a jen kdyZ x(to) leZi-na poloasymptotické kfivce y,(t)
a te¢nou kfivky x(f) v tomto bodé je pFimka .

©® [s(toh (00) ilt) = 4 3 0°() () ()]
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Aby kfivka x(t) byla asymptotickd, musi byt poloasymptotické, tj. splynout
s poloasymptotickou k¥ivkou y,(f). Ale aby kfivka y,(f) byla asymptotickd, musi

ptimka (5) byti jeji teénou, coZ znamena, e bod oy, — %Y o"b’y, musi pro kazdé ¢
i=0

leZet na pfimce [ y,, y,]. Vzhledem k linearni nezévislosti bodt yq, ..., y,, ¥, to nasté-
v pravé tehdy, kdyz b = b? = ... = b"~! = 0. Krivka (3) je tedy asymptotickd
pradvé tehdy, je-li poloasymptotickd Fadu 2.

5. Necht pro monosystém S,(t) = [yo(t), ¥1(1), ..., ¥a(t)] V S3n+ Op&t plati (1)

a Hidici kfivka y,(f) necht je zvolena tak, Ze plati téZ (2). Vzhledem k (1) existuji
funkce mi, ni, pJ tak, Ze plati

n—1 n n
(6) ye =Y mlyj+ Y nly;+ Y ply;, i=01,..,n-1.
ji=0 j=0 j=0
Provedeme zmé&nu fidicich kfivek

n—1
() Fi=Yuy, i=01,..,n—1, det(ul) +0,
j=0

n—1
Urime-li funkce v§ (j, k = 0, 1,...,n — 1) tak, aby Y ph% = o}, bude
j=o

n—-1

Vi=Y VB, i=01,..,n—1, det() 0,
k=0 .

Yn = Vn-

Derivovanim (7) a pouZitim (6) a (2) dostaneme proi = 0, 1,...,n — 1:

i = ZH:)’"’ + 23(#1)' i+ }:(( Yyi+()y) =

Jj=

_:;‘:(3(;1':) +Zu, " yi +Z((.)yi+(-)y»)=

y 0
...O

g(s(u':) +3 )izt + 355+ ()5).
Zvolime-li za funkce u} feSeni systému diferencidlnich rovnic
3y +:§)u{m§ =0, uit) =20 i k = 0,1,...,n—1;
budou mezi kfivkami j,, ..., y, platit vztahy obdobné (6) ale bude mi =0, i,j =
=0,1,...,n — 1. Pfitom (2) zistane zachovano. Tedy za ptedpokladu, Ze plati (1),

g
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miZeme zvolit Fidici k¥ivky tak, Ze bude platit
(®) ey =Yy + Y Py, i=0,1,..,n—1,
j=0 j=0
ya =2 bly;+ ¥ cly;.
j=0 j=0
6. Mg&jme opét na monosystému kiivku (3) Oznaéme

T(o'(to), to) = [Vo(to)s ---» ¥a(to)s ¥o(to)s ---» ¥a(to)s :Z;::“i(tO) Yi(to)]

2-oskulaéni prostor monosystému v bod& Y a'(t,) y(to). Body x(to), x'(to), x"(to)
i=0

lezi v To(o!(to), to). Je-li téZ x"(to) € T,(a(t,), to), nazveme bod x(to) kvasiasympto-
tickym bodem indexu 2 kfivky (3) (viz [7]). :

Derivovéanim (3) a pouZitim (8) dostaneme
x =Yy + iZ (@ yi,
n—1 n n .
x" —_—izoaiy'; + .ZO(Z(ai)l + a"b’) y; +izo( )y

n—1 n
%" =.Zo(3(a‘)' + o"bY) ¥ + Zo(() vi+ () ).
Aby x"(t;) € To(¢/(to), to), je nutné a stai, aby matice

(3(oc°)' + ", ..., (e + oc"b"“)
0

o s ot
méla pro t = t, hodnost 1, tj. aby ‘pro t = t, byla splnéna soustava rovnic
(B(@y + a"b)al — (3(e)) + a"b)a' =0, i,j=0,...,n—1,
tj. soustava
) (@) of = (&) & = 3o"(a'b? — &'b), i,j=0,..,n—1.

Aby tedy bod x(t,) byl kvasiasymptotickym bodem indexu 2 kfivky (3), je nutné
a stadf, aby pro t = t, byla splnéna soustava rovnic (9). Kfivka (3) je kasiasympto-
tickd indexu 2 tehdy a jen tehdy, spliiuje-li soustavu diferencidlnich rovnic (9).

Spliinji-li funkce a°, a*; ..., a" soustavu (9) a je-li ¢ libovolna diferencovatelna
funkce, spliiuji zfejm& i funkce ga’, ga!, ..., ga" soustavu (9).
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7. Zjistime nyni, jak vypadaji kvasiasymptdtické kfivky indexu 2 prochézejici
danym bodem x(t,) = Z i(t0) yi {(to). Budeme pfitom pfedpokladat, Ze x(t,) nelezi

na poloasymptotické krlvce, takZe neni souasn& a’(ty) = a'(to) = ... = a""(t,) =
= 0. Existuje tedy ¢, 0 < g < n — 1, tak, Ze «%(t,) % 0. Vhodnou volbou skalérniho
faktoru muZeme dosdhnout toho, Ze ve vyjadfeni k¥ivky (3) je a? = 1 v okoli t,.
NapiSeme soustavu diferenciilnich rovnic

(10) (@) = 4on(@’b® — b)), i=0,1,...,9—1,9+1,...,n—1.

Jestlize funkce a®, ..., o" spliiuji (9) a of = 1, pak funkce o, ..., 0971, a®*!, .. o"
spliiuji (10). Ale také naopak, jestlize funkce «°, ..., a?7%, a2*1, .. " splituji (10),
pak funkce a°, ..., 2?71, 1, 0%, ..., o" spliiuji (9). To je zfejmé u t&ch rovnic (9),
unichzi =gq nebo j=aq. Budlz tedy i + q + j a necht je spln&no (10). Potom

(&) o — (o) o = $a"(a’d? — b)) of — 3o"(a/b? — bl) o' =
= do"(bla’ — b)),

tedy i rovnice (9), u nichZ i # g # j, jsou spln&ny.

V soustavé (10) miZeme zvolit libovoln& funkci «” a soustava pak ma pfi danych
pocateénich podminkach pravé jedno fefeni o, ..., 2?7, a?t!, ..., o . To zname-
na, Ze v soustavé (9) maZeme libovolng zvolit funkci «” a soustava ma pak pfi danych
podateénich podminkach pravé jedno FeSeni af, ..., 0"~ ! takové, e o = 1. Refeni
soustavy (9) jsou pak pravé viechny soustavy funkci tvaru ga°, ga?, ..., ea". Odtud
plyne:

n
Kazdym bodem x(t;) = Y. 7" y{(to) monosystému, ktery nelei na poloasymptotic-
i=0
ké kfivce, prochdzi nekoneéné mnoho kvasiasymptotickych kfivek indexu 2. Dosta-
neme je tak, %e bod x(t,) normujeme tak, aby y? = 1 pro néjaké ¢,0 £ ¢ £ n — 1,

pak v (3) zvolime libovolné funkci o® tak, %e a™(t,) = y" a ostatni o' v (3) zvolime jako
(jediné) Feseni soustavy (9), pri kterém o® = 1.

8. Zjistime, jak vypadaji teny kvasmsymptotxckych kiivek indexu 2 prochazeji-
cich bodem x(t,).

Je-li (3) kvasiasymptotické kfivka indexu 2 prochazejici bodem x(1o), je jeji te€nou
pfimka [x(t,), x'(t,)], pti Gemz

x'(to) =i§°ai(to) yilte) +i=io(ai)f (‘fo) ydto) -

Funkce o splifuji soustavu (9). Vidime, Ze hodnoty a%(to), ..., @"~*'(to) nezévisi na
tom, jak zvolime (") (to). Cislo (a")'(t,) miZeme zvolit zce]a libovolng. Te&nami
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kvasiasymptotickych kfivek indexu 2 jsou tedy pfimky [x(to), z(to) + uy,(to)], kde
n n—1
(11) z=Yayi+ Y (&) y
i=o0 i=o
a u je libovolné &slo. Vidime, Ze tecny kvasiasymptotickych krivek indexu 2 jdou-
cich bodem x(ty) vyplni rovinu [x(t,), z(to), y«(to)], kde bod z je ddn vzorcem (11).

Poznimka. Pro n = 1 je soustava (9) spln&na, af jsou funkce a°, o' jakékoliv.
Tedy na p¥imkové ploe v S, je ka?da kf¥ivka kvasiasymptotick4 indexu 2 (plati-li
(1)). To je ostatng vid&t i pfimo, nebof prostor T,(«(t,), t,) vyplni cely S,.

9. Méjfne na monosystému kromé& kfivky (3) je¥t& k¥ivku

%) = 380 70

a necht tato kfivka prochézi bodem x(t,) a ma v n&m s k¥ivkou x(¢) spole¢nou te¢nu.
Potom, je-li x(t,) kvasiasymptotickym bodem indexu 2 na kiivce x(f), je X(to)
kvasiasymptotickym bodem indexu 2 na kFivce X(t).
Skute&ng, protoZe x(f), X(f) maji spoletnou te¢nu v bod& x(t,), existuji ¢&sla ¢, o, ©
tak, Ze
%(to) =aox(t)), ¢e#*0,

%(to) = ©x'(to) + o x(to) .
Z prvni z té&chto rovnic plyne
(12) (o) = @ «(to)

a z druhé dostaneme v bod€ t = t,:
¥ =3 ayi+ X (@) yo= o Layi+ Z(a) yi) + oZay.

‘Zray, + Z(r(a) +od)y;.
Odtud na zakladé (1) plyne

&(to) = wi(to) , (&) (to) = (o) (to) + @ a(to)

takZe srovnanim s (12) dostaneme ¢ = t a
(13) (@) (to) = o@) (to) + o a(to) -
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Ale bod x(to) je kvasiasymptotickym bodem indexu 2 na kfivce x(t), tedy a'(t,),
(«) (o) splfiuji soustavu (9). Odtud na zéklad& (12) a (13) dostangme v bod& ¢ = ¢,
proi,j=0,1,...,n —1:

@)y & — (@) & = (e(«') + oa’) oo/ — (e(o)) + oa!) o' =
= g¥((f) o — (&) &) = % . $a"(a'b! — /b)) =
= 1a"(@&'b’ — &'b’).

Tedy &isla &(t,) (&) (to) rovnéz spliiuji soustavu (9) a bod X(t,) je kvasiasymptotic-
kym bodem indexu 2 kfivky X(¢).

Odtud na ziklad€ odst. 8 dostaneme vétu:
Bod x(t,) je kvasiasymptotickym bodem indexu 2 kFivky

x(t) = ;Zoai(t) y?),
prdvé kdyZ tecna této kfivky v bodé x(to) leZi v roviné [x(t,), z(to), y(to)], kde bod
2(to) je ddn vzorcem (11).
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Résumé

SYSTEMES MONOPARAMETRIQUES DES ESPACES PROJECTIFS
DE LA DIMENSION n» DANS UN ESPACE DE LA DIMENSION -
In+1

MILOSLAV JUzA, Praha

Soit S,(t) = [yo(?) ¥1(1), ..., y.(t)] un systéme monoparamétrique (monosystéme)
des espaces projectifs dans un espace projectif S;,,,. Supposons que les points
Yo(t), ¥1(1), ..., yu(0), yo(£), ¥1(1), ..., y.(t) sont linéairement indépendant pour
chaque t et que la matrice

[.VOs Yisooos Vs yé)’ yia'-'a yr,n yg, ylll’ tee y:]
est de rang 3n + 2.

n
Une courbe x(t) = Y a/(¢) y(f) est appelée asymptotique si, pour chaque t, le
i=0

point x"(f) est placé dans I'espace tangent du monosystéme au point x(f). Elle est
appelée semiasymptotique d’ordre k si, pour chaque ¢, les points x"(t), x"(f), ...
<., X *9(F) sont placés dans I'espace

[o(t), ¥4(8)s - ya(8), o(2), ¥1(2), - yu(D)] -

Sur le monosystéme, il y a une et une seule courbe semiasymptotique d’ordre 1.
Cette courbe est semiasymptotique d’ordre 2 si et seulement si elle est asymptotique.

Une courbe x(f) = Y a'(f) y(t) est appelée quasiasymptotique d’indice 2 si, pour

i=0
chaque ¢, le point x"(¢) est placé dans I’espace osculateur du monosystéme au point
x(t), c’est-a-dire dans I’espace

[o(®) - s 30 VoD s VL0 izioaf(t) Y]

Par chaque point du monosystéme qui n’est pas placé sur la courbe semiasymptotique,
il passe l'infinité des courbes quasiasymptotiques d’indice 2. Leurs droites tangentes
a ce point forment un plan (de la dimension 2). Ainsi, un plan correspond & chaque
point du monosystéme qui n’est pas placé sur la courbe semiasymptotique. Une
courbe sur le monosystéme est quasiasymptotique d’indice 2 si et seulement si,
a chaque point, sa droite tangente est placée dans ce plan.
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