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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 107 (1982), Praha 

О НЕКОЛЕБЛЕМОСТИ РЕШЕНИЙ ОДНОЙ СИСТЕМЫ ДВУХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ЧЕРИМ А. СХАЛЯХО, Тбилиси 

(Поступило в редакцию 17/Ш. 1980 г.) 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

(1) и\ = ал(1) \и2\
к' $щп и2 , и2 = а2(г) \и^Х2 ьщп их 

являющуюся обобщением уравнения Эмдена-Фаулера 

(2) и" = а0(г)\и\Хо$щпи. 

Всюду в дальнейшем показатели Лк(к = 0, 1, 2) предполагаются положитель
ными и коэффициенты ак : [0, +оо[ -> I? (к = 0, 1, 2) — локально абсолютно 
непрерывными. Под решением системы (I) понимаются решения, определен
ные в некоторой окрестности Ч-оо.1) 

Нетривиальное решение («,•)?=! системы (1) называется колеблющимся, если 
каждая его компонента имеет последовательность нулей, сходящуюся к + со, 
и неколеблющимся — в противном случае. 

Согласно известной теореме Курцвейля-Ясного [1,2], если Я0 > 1, а0(1) < 0 
и функция *(3 + А о ) / 2 |а о(0| н е убывает, то уравнение (2) имеет нетривиальное 
колеблющееся решение. 

И. Т. Кигурадзе [3] доказал, что если Я0 > 1, а0(1) < 0 и при некотором 
е > 0 функция * ( 3 + А о ) / 2 + е | я о (0 | н е возрастает, то любое нетривиальное решение 
уравнения (2) является неколеблющимся. 

Из теоремы 2 работы Д. Д. Мирзова [4] для системы (1) получается следую
щий аналог теоремы Курцвейля-Ясного: если Х1 Л2 > 1, а^г) > 0, а2(г) < 0, 
/о °° а\(8) <*5 = +оо и функция 

ьм|(Т«,м4""""' ' 
^(О \.)о / 

не убывает, то система (1) имеет нетривиальное колеблющееся решение. 
1 ) Как это показано в [4], если ах(1) > 0, а2{1) < 0 при / 2> 0, то все максимально продол

женные вправо решения являются таковыми. 
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Приведенная ниже теорема 1 является а н а л о г о м упомянутой т е о р е м ы 
И. Т. Кигурадзе. При ее доказательстве используется теорема 2.1 из [5] , глася
щая, что если Х1 . Х2 = 1, | + 0 ° аг(8)6.5 = + о о и для больших I с о б л ю д а ю т с я 
неравенства 

- 1 - A 2 

(-1) '- 1 а,(0 _ 0 (. - 1,2), |а 2(0| _ ( 1 + ЪГ1-1* а&)( Г-Л*)*-*) 

то любое нетривиальное решение системы (1) является неколеблющимся. 

Теорема 1. Пусть Хг . Х2 > 1, ах(г) > 0, а2(() < О, Т > О, /+0° а^з) сЬ = + со 
и для некоторого г > О фубкция 

««=Ш'Ч 
( 2 + Ai + A 2 ) l ( l + A ł ) + e 

//е возрастает при X = Т. Тогда любое нетривиальное решение системы (1) 
является неколеблющимся. 

Доказательство. Допустим противное, что система (1) имеет нетривиаль
ное колеблющееся решение (мг)?=1. 

Пусть а = е/(1 + Х2), Ъ(1) = /0

а1(5) ^5» а (^Г=°о ~~ в о з р а с т а ю щ а я последо
вательность нулей функции м 1 9 сходящаяся к + о о , 10 _ Т. Умножив обе части 
второго равенства в (1) на 

( ( т , , • - 1 К К 0 ) - , / < 1 + А , ) - • "1(0] 
я_(0 & 

и проинтегрировав от 10 до * ь получим 

- ( + а ] 1^(5) и2($) Й5 + Ь(з) \и2(8)\и . \и2(з)\' & = 

= - - Ц - [^ФЬОГ1"1*10-.!-^)!].1;*1 

1 + ^ 2 ^ го 

Однако, 

/•ffc , fífc Гífc 

Wi(s) w 2 (s)ds = - w2(s) ui(s) ds = - a t ( s ) | w 2 ( s ) | 1 + A l ds , 
J ío J -0 J řo 

ľнs)|„a(,)|-.|„a(,)ľd,-MkM!___ ь(to)Ыt0)Гn _ 
J ř0 1 + ^! 1 + Ai 

--Г^ľ"г(s)Ыs)\1+Xtàs. 
1 + *i J ю 
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Следовательно, 

«(1 + А.) Р а . ( 8 ) М 5 ) | 1 + А' <Ь = " К ' * ) М О Г * 1 + Н.о) |»2(*о)11 + А1 + 

^ го 

+ 1±*1 Гл'(5)[(ь(5))-1 / ( 1 + Я 1 )-а.М8)|]1 + А 1сь. 
^ + ^2 ^ го 

Так как Л'(0 = 0, то из последнего равенства следует, что 

(3) Г + " в 1 ( 8 ) М * ) Г Д 1 « - - - . С о , 
^ г0 

где 

с _К*о)М'о)ГА 1 

° о(1 + ДО 

Применяя неравенство Гельдера, из (1) находим 

Г* / (Ч \ 1 / ( 1 + А0 / *г \А1/(1 + А0 

111,(01 = I «1(5) \и2{з)\^ йз = М в1(5) <Ы / а,(5) |и2(5)|1 + А 1 а5^ 

при Г = Г0 . 

Отсюда ввиду (3) вытекает, что 

(4) М 0 | = [ * К 0 1 1 / ( 1 + А 1 ) при ^ = г0. 

Рассмотрим теперь систему 

(5) V'! = Я Х ( 0 | |> 2 |А 1 518П V29 У2 = 0,%{1) ^ ^ 81§П V1 , 

где 

а*(0 = «2(0|«1(0| ( А 1 А 2"1 ) / А 1-

Ввиду неравенства (4) очевидно, что при достаточно больших I 

1*5(01 = 4А1А2-1>/(1+А1> Л(0Ь' е (0«1(0(К0)" ( 1 + А 1 ) / А 1 = 

= (1 + Я 1 )" ( 1 + А 1 ) / А 1 « 1 (0(К0)" ( 1 + А 1 ) / А 1 • 

Согласно сформулированной выше теореме из [5] последнее неравенство 
гарантирует неколеблемость всех нетривиальных решений системы (5). Но это 
невозможно, так как (м,)?=1 является колеблющимся решением этой системы. 
Получили противоречие, что и доказывает теорему. 

Предложение аналогичного характера можно доказать и для более общей 
системы 

(6) и[ = а(г) \и2\
х 81§п и2 , и2 = /(*, \их\) 81§п их, 
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где Я > 0, функция а : [О, +оо[ -+ ]0, +оо[ абсолютно непрерывна на каждом 
конечном отрезке промежутка [0, +оо[, / : [0, +оо[ х [0, +оо[ -+] — со, 0] — 
непрерывная функция. А именно, имеет место 

Теорема 2. Пусть /о °°я(5) сЬ — + со и для любого I _ 0 выполняются условия 

Н т х " 1 / А / ( Г , х ) = 0 , 
х->0 + 

Х11/х/(^хх) = х2

1/х/(1,х2) при 0 < хх = х2 . 

Пусть, далее, найдется такое число у > 1/(1 + X), что при всяком фиксиро
ванном х > 0 функция 

y+1 

a(s) ás 
o 

~a(t) 
flt, ( a(s)ds) x 

абсолютно непрерывна на каждом конечном отрезке промежутка [0, + оо[ и 
не возрастает по и Тогда любое нетривиальное решение системы (6) является 
некочеблющимся. 
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