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1963 — Aora UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS.
Facurras RerumM NATURALIUM. Tom 12.

Katedra ické analyjzy prirodovédecké fakulty
1 Vedouct katedry: doc. RN Dr. Miroslav Laitoch, kandiddt véd

LEQUATION ASSOCIEE DANS LATHEORIE DES TRANS-
FORMATIONS DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

MIROSLAV LAITOCH
(Regu le 26 octobre 1962)

Introduetion. La théorie des transformations des intégrales des équations différen-
tielles linéaires du second ordre, provenant de B. KuMMER [3] a 6té revue et élargie
dans les derniéres 10 années suivant les besoins de la théorie contemporaine des
équations différentielles par O. BorUvka [1], [2] et par quelques uns de ses colla-
borateurs.

Ce travail présente une théorie contenant la théorie des transformations des
intégrales et aussi des dérivées des intégrales de Iéquation différentielle lindaire du
second ordre du type Jacomr.

l-ére partie

1. Les propriétés des intégrales et leurs dérivées d'une équation différentielle
du second ordre.

1. Nous nous occuperons des propriétés des intégrales et leurs dérivées d’une
équation différentielle du second ordre du type Jacos1

Y =qt).y ’ ()

Nous supposons, que la fonction ¢ est définie dans lintervalle ouvert j, qu’elle
y est partout négative et admet la dérivée continue du second ordre.

Par intégrale de léquation (¢) nous entendrons une intégrale non identiquement
nulle, qui est définie dans lintervalle j toute entiére. La circonstance, que la fonction
u(t) est une intégrale de léquation (g), nous désignons par w € (g). .

2. Du théoréme classique, nous savons que par les conditions initiales cauchyennes
est définie précisément une intégrale de Téquation (g), c’est-a-dire: soient 7o€ 7; wy, %
des nombres arbitraires, il existe précisément une intégrale u € (g) définie dans
Tintervalle §, qui satisfait aux conditions initiales cauchyennes u(7y)== o, %'(vo) = u;.

De 1 on déduit facilement, qu’il existe toujours lintégrale v € (¢) de telle propriété,
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que la fonction av(t) + (1), a® + 2 > 0, sannule en 7,, c’est-a-dire av(z,) +
+ pv'(zy) = 0.

En effet, il suffit de prendre pour lintégrale »(Z) lintégrale, qui satisfait aux condi-
tions initiales cauchyennes v(zy) = % . f8, v'(zg) == 2 . & (3 # 0).

Alors, toutes les intégrales v(t), qui s’annulent en 7,, sont linéairement dépendantes.

Nous désignons par 7,(z_,), n =1, 2, ..., la n-iéme racine de la fonction ~u(t) 4
+ Bu'(t), qui suit & (préctde) la racine 7,, au cas qu’elle existe. Le nombre 7 (v )
nous appellons le n-iéme nombre conjugué & 7,, situé & droite (3 gauche) de 7, par
rapport & la base [v, f].

3. Soit u, v un couple ordonné d’intégrales de Iéquation (g) et w = (uv’ — u'v) la
Wronskienne correspondante. Li valeur constante de la Wronskienne w est ou zéro
ou différente de zéro si les intégrales u, v sont linéairement dépendentes ou linéaire-
ment indépendentes.

Nous déduisons facilement la formule

\ dorutpu w(e— ) )
dt v+ v’ (vo + po')’
qui vaut pour chaque ¢€j, dont le dénominateur est différent’de zéro.

Si les intégrales w, v sont linéairment indépendentes, la fonction (xu -+ pu’) :
(xw + Bv) va constamment en croissant ou bien en décroissant pour chaque t € j
vérifiant linégalité xv(t) 4 fv'(t) == 0, suivant que w < 0 ou bien w > 0.

Soient 7 < & des nombres arbitraires et soit la fonction xv(t) + po’(t) dans
lintervalle (7, & différente de zéro. En vertu de (1) nous obtenons la formule

() + P o) ) _ [T = o],
(&) + Bu'(§)  w(y) + fv'(n) [vo() + po' ()]

2. Les théorémes sur les zéros de la fonction ~u(t) + pu'(t), u € (¢).
Théoreme 1. Soit u € (9). Si xu(ty) + pu'(ty) = 0, 74§, la dérivée de la fonction
xu(t) + pu'(t) est en v, différente de 2éro.
En effet, nous avons (xu(f) + fu/(f))’ = aw'(t) + fg(t) u(t). Au cas contraire,
nous aurions les équations
(o) + Bu'(zy) = 0,
Ba(o) ulzo) + xu'(zy) = 0,
qui n’admettent, que la solution triviale u(ty) = 0, %'(z,) = 0. On en déduit que

u(t) = 0 contre les suppositions.
De Ia nous déduissons, que la fonction au(f) 4+ pu'(t) en passant par 7, change de

signe.
Théoréme 2. Soit ue (9); x, B nombres arbitraires, tels que x* 4 2 > 0. Dans
Pintervalle fermée (a, by < j la fonction xu(t) + Bu'(t) ne peut avoir un nombre infini

de zéros.
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En effet, 8'il y avait une infinité de zéros dans cet intervalle (a, > il y aurait un
point limite, 7,. Prenons une suite {z,}, 7, =F ,, des zéros de la fonction xu(t) -+ fu’(t),
convergeante vers 7,. Il y a

[vu(r) + pu(e,)) — [vilw) -+ fu'(zo) _

Tn— To

Comme u(f) + pu'(t) posséde la dérivée premidre, nous obtenons

Jim L04T) - B @) — [utr) + pu'(g)]

nro Tw — To

o' (7o) + Bg(To) u(ty) = 0.

11 en résulte que la fonction xu(t) + Bu’(t) ainsi que sa dérivée nu'(t) + Bq(t) u(t)
s'annulent & 7,, ce qui est imposible.

Théoréme 3. Soient, u, ve (q) linéairement indépendentes et x, B deux nombres
arbitraires, tels que x* 4 2 > 0. Si vy < 7, sont deux zéros voisins de xu(t) + pu’'(t),
alors la fonction aw(t) + Pv'(t) a précisément un zéro entre T, et 7,.

D’abord il est évident que xv(t) + Bv'(t) ne ’annule & 7, ni & 7;. Dans ce cas on
aurait

wo(t) + pr'(m) =0, (k=0,1),
et comme il y a de méme

wu(Ty) + pu'(z) =0, (k=0,1),

il en résulte pour k = 0, 1 que le déterminant du systéme de ces équations, —w(z,) =
= 0 (car nous avons ~* + % > 0) et de 13 w = 0. Donc les solutions u, v ne seraient
pas indépendentes. '
Supposons maintenant qu’il n’éxiste pas de zéro de la fonction ~xv(t) + Bv'(2)
dans (7, 7;). Nous avons naturellement w > 0 ou w < 0 pour tout ¢ € j. D’aprés (1)

doutpu w2 )

Aot o (wt pR
et cette dérivée est positive pour w < 0 et négative pour w > 0. En intégrant de 7,
a 7,, on obtient Iéquation ]

[19,(0;&, l?“f_(t)]’- _ Fu . 18 — (0] &
aft) + B ), [oo(t) + B

dont le membre & gauche est évidemment zéro et le membre & droite est positif
pour w < 0 et négatif pour w > 0. Ainsi on obtient qu’entre 7, et 7, est situé au
moins un zéro de xv(t) + Bv'(t).

il y en avait deux zéros de ~o(t) + pv'(t), Ty, T,, on prouverait par le méme
raisonnement Iéxistence d’un zéro au moins 7 de la fonction ~u(t) + fu'(t) ce qui
donnerait finalement 7, < 7, < 7 < 7; < 7, ¢e qui est imposible, comme les zéros
7, et 7, sont supposés voisins. 4
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3. Les coordonnées polaires.

1. Soit %, » un couple ordonné des solutions de I'équation (g), w = wt’ -- u'v
leur Wronskienne. Soient ~, f deux nombres arbitraires, tels que a2 - 2 > 0.
Définissons, dans Pintarvalle 4, la fonction

o =1 ) F Bu@F + [volt) + 'O U]
Nous nommerons ccéty foaction emplitude du couple ordonné u, » par rapport
a la base [, #]. Pour ~ =1, B = 0 nous obtenons de (1) la premiére amplitude, pour
x =0, =1 la deuriéme amplitude du couple ordonné u, v [1].
La fonetion p remplit Iéquation suivante du 2-8me ordre:

- W = B By(ve — Be’).
0" =qe + & } 2y 2)

ce que 'on peut vérifier par un calcul simple.

Théoréme 1. Soient ty€j; oo # 0, g, nombres arbitraires. La solution o(t) de
Uéquation différentielle (2), pour laquelle o(ty)) = 0o, 0'(t) = 0y S'exprime par la
formule

o(t) = sgn gy - [ Twau(t) + B/ (OF + [wo(t) + B ®3)

Ici u, v forment le systéme fond, tal de solutions de Uéquation (q), qui remplit les

condiotions initiales
ulte) = (xgo — Bog) + [62 — Brglt)], (ko) = [xeq — Palte) eol * [o* — B2(to)];
o(ty) = —pk, V' (ty) = ak; k +#0.

En effet, on voit immédiatement que la fonction (3) représente une solution de
Téquation (2). Pour que la fonction (3) remplisse les conditions initiales o(ty) = g,
0'(ty) = 0o, il est nécessaire, que
00 = S0 0o - [(xtg + B + (xoy + iy
00 = 880 0o - [(xug + Bug) 4 (xvg + fry)?] 4 [(ug + Bug) (xug + Baov) -+ (avy +
+ Brg) (xvg + Bevo)];
ot l'on a posé uy = u(ty), uy = u'(ty), vo = v(ty), Vo = v'(t), go = q(to)-

Par un court calcul, il en résulte

0006 = (xtq + fug) (v + Baorta) + (x0 -+ Bug) (w0 + Bovo),

0% = (vuy + Pug) + (xvg + Bog)?, @

N N . . . ,
ce qui est un systéme de deux équations pour quatre inconnues, %o, V, %> vj.

En choisissant encore deux conditions ~uy - fug = gy, Bqete + 3o = @5, nous
obtenons alors

Uy = (v0 — Boi) : (¥ — o), ) = @) — Polo- ®)
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Les équations (4) prennent la forme

(g + Bog) (g + PBovo) = 0
(w0 + ) = 0.
En résovlant, nous obtenons
vy + fry =0,
ainsi qu’on peut choisir
vy = —pk, vy = k. (6)
Les formules (5) et (6) prouvent notre théoréme.

Pour x =1, # = 0 nous obtenons le cas considéré dans [4].

2. Soit 7, une racine quelquonque de la fonction wo(t) - fv'(¢) et 7, (z_,) ont la
signification mentionnée plus haut. Soit » =0, 1,2, ..... On sait, que la fonction
(xu — pu’) : (vo + po') croit de —oo & +oco dans tout intervalle (z,,7,,,)siw < 0
et déeroit de +cod ——~oosiw > 0. Dans ces deux cas, il existe pour tout ¢ € (7, 7,41)

() + o' (

précisément un nombre arctg PTOES /37(57 de intervalle (— & =,  @).
Alors, nous pouvons définir dans I'intervalle § la fonetion
3 (m—vm) . sgnw pourt =1,
= { arctg Mu’(t) —vm.sgnw  pourte (z,, T,p),

IEOESTE0)
que nous nommerons la phase du couple ordonné u, v par rapport & la base [x, ].
Nous en obtenons pour x = 1, f = 0 la premiére phase, pour x = 0, f = 1 la deuziéme
phase [1]. '

Tl résulte de la definition que la phase est définie par le couple ordonné u, v, jusqu’un
multiple additif de z.

La fonction ¢ posséde les propriétés suivantes:

a) Elle est continue dans chaque point t € j et méme dérivable. Pour cette dérivée nous
obtenons
w.[¥* — B()]

RO

Par conséquence de la formule 3. (2), la fonction @ remplit la relation différentielle
suvante:
- — 2 2
( S0 x_ﬂ_@_ ) 4+ 97 . V u(‘c(p - Bq) 9)

e [“ YR (e @,@:)'],

b) Pour tout t € j sont valables les formules suivantes:

P'(t) =

au(t) + Bu'(t) = sgn [xv'(zg) - Bg(zo) v(To)] . o(t) sin (),
aw(t) - po'(t) = sgn [xv'(1y) + Be(to) v(zo)] - 0(t) cos @(1).
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ou(t) + pu'(t) b T ¢ < n

En effet, si t€(ry, 1), il y a tg ¢ =- ) F Brl) et — 3 5

De 13
sin ¢ = k(xu + pu’),

cos @ = k(xv 4 pv’).
I’addition des carrés des expressions & gauche at & droite dans ces formules donne
1= k2?2, donc |k|= _z)_ Comme la fonction cos ¢(t) est positive pour ¢ € (7o, 71),
nous pouvons choisir le signe en (5) de la sorte, que la deuxiéme équation est valable.
La fonction xv(t) |- B'(t) est positive (négative) si av'(ty) - Bg(t,) v(T,) est positif
(négadtif).
4. L’équﬁtion associée (¢;) du second ordre.

Théoréme 1. Soit ue(q); x, B deux nombres arbitraires, tels que «* + p2 > 0.
La fonction

est une solution de I'équation différentielle

¥ =al.y (@)
ou l'on a posé

R N b ey =
R +]/x ﬂ2q~(

7w

On peut vérifier cela par un calcul’ direct.

L équation (¢;) se nomme premiére équation asscociée o I'équation différentielle @)
par rapport d la base | «, B]. La premiére équation associée & (g,) s'appelle deuziéme
équation associée d I'équation (g) ete.

Théoréme 2. Soit U € (q,) intégrale quelconque. Alors, il existe Vintégrale w e (4)

elle, que B
(v pu): x> = Fg = U.
En effet, U est définie par les conditions initiales cauchyennes 7o € j; U(7o) = Uy,

U'(vy) = Up. 1l suffit de poser pour u € (g)

(atg + Bug) : | o2 = Bog(zo) = U,

’

[Bg(ro) o + xug) : V"‘z — B*q(zo) + (x4o + Pug) - (W—‘—:l‘ﬂ.'?&;))l = Uy,
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c’est-a-dire choisir I’ integrale u € () de sorte qu’elle remplisse les conditions mltmles
u(Ty) = Uy, u'(Ty) = uy ou 'on a posé

o ;—‘17:7() {U[ Al = el (V ﬁw): ] ﬁU"’}’

La vérification se fait par un calcul direct.

2-6me partie

1. Les équations différentielles non linéaires du 3-8me ordre.

Considérons maintenant deux équations différentielles lindaires du type Jacost

=q0.y @, Y =I.Y @)

A coefficients continus, ¢(f) dans intervalle ouvert j et @(T') dans I'intervalle ouvert J.
Avec ces équations différentielles, nous étudierons encore ces 16 équations diffé-
rentielles non linéaires du 3-éme ordre:

—{X, 1} + X2 QX5 0, B) = qu(t; v B), (1) —@; x B ¢ %, B)
—{X, 6} + X2 QX x, B) = it 5 9), (2) —(@; x B ¢ v, 0)
—{X, 8} + X2 QX5 9, 0) = q(t; o, ), (3) —(@; 7, 6; ¢ ~, B)
—X, 8+ X2 QX y, 0) = qu(t; v, 9), (4) —(@; 7, 055, 0)
—{z, T} + i . qu(@: x, B) = Q(T; w, B), (5) —(g5 % B: @; v, B)
—{z, T} + @* . qu@: o, B) =Qy(T: 7, 9), (6) —(g; ~, B Qs 3, 0)
—fe, T} + @ . qu(w; v, 8) = QyT; w, B), (1) —(g:7, 0; @; ~, B)
—{z, T} +@* . qi(@; p, 8) = QT y, 6), (8) —(g; 7, 6: Q9,9

—{X, 8} + X2 (X &, B) = it v, B), O) =~ 6 %8
—{X, 8 4+ X (X o, B) = g4(t; 9, O), (10) —(g; x, B; ¢ 7, 9)
—{X, 6 + X2 (X5 7, 0) = it . B), (11) —(g; 7, 85 ¢; x, B)
—{X, 8} + X2 (X5, 8) =gyt 9, 0), (12) —(g; > 6; ¢; 7, 9)

o, TY+ @ . Qua: m B) = QuT; , B), (13) —(@; o, B @; v, f)
—{o, T+ @t . Qs %, B) = QT ¥, 8), (14) = (&5 x §:Q;, )
—fa, T} + i Q@5 7, 0) = QuT; w, f), (15) —(@; 7, 6; Q5 , B)
—f{w, T} + a2 . Qu(®; ¥, 8) = QT; 7, ), (16) —(@; ,6;Q; ». 8)
ou l’on a posé »
e ew 1, €W oW
QX . B) = Q(X) ﬂ‘ M @F 2P e T e po),

_ o 4% . 70 7
0lt; x, B) = q(t) % 13 [P ﬁ“q OF + 5 ﬁ = "ﬂz'l(t) +« /3 T B
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et analoguement les autres coefficients; X(t), #(7) sont les fonctions inconnues.
Les symboles {X, #} et {, T} désignent les dérivées schwarziennes des fonctions X
et z, définies par les formules

1 X"(t)
2 X'(1)

1#T) 3 &T)

B 3 X"(1) B
&0 = “ax B =g w e T

2. Une transformation birationelle.

Soient X(#) et ®(7) deux fonctions réciproquement inverses définies dans les

intervalles 7, I; la fonction X (x) soit proprement monotonne dans l'intervalle
ci=a(I) (I = X(3)).

Deux nombres te4, 7'e I nous appellons associés (par rapport aux fonctions
X, ), 'ils satisfont aux équations 7' = X(t), ¢t = ®(T'). Nous dirons aussi que le
nombre ¢ (7') est associé au nombre T (2).

Supposons que les fonctions admettent les dérivées jusqu’an 3-éme ordre; nous
avons les relations suivantes pour les valeurs des dérivées X', X", X" de X et &, &, &
de % en deux nombres associés [2]:

Xz=1,
X"+ X% =0, ZX' -+ 22X =0,
X"z + 3X"% 4 X' = 0.

On déduit facilement de la, que les valeurs des dérivées des fonctions X, # en deux
nombres associés se transforment I'une & P'autre, suivant les équations:

X =i, X' = i, X = 35S — Fid @)

=X G = X"X"3, Z = 3X"X'-5 — X" X',

Ces équations définissent une transformation birationelle de I’éspace & 3 dimen-
sions, qui fait correspondre réciproquement les points [X’, X", X"] et [&, ¥, Z].
Nous désignerons la transformation simplement par (7).

Dans la transformation birationelle (z) la fonction X”2X’-% résulte invariante,
c’est-a-dire

X2X'% = 3, (D

3. La dérivée schwarzienne.

Nous allons indiquer quelques propriétés de la derivée schwarzienne [2], dont
nous nous servirons dans la suite.

1. Les fonctions S(X) = }X"X'* — § X"2X'2 et S(x) = } ¥l — § 2% 2 se
transforment par la transformation (v) d’aprés la formule :

S(X) | S@) _
Xt =0 . oM



2. En deux nombres conjugués i€ v, T € I nous avons les formules

{J;f} _ 1%_1 [TI] @
L

3. En vertu des formules 2.(1) et 3.(1) nous avons pour dewx nombres conjugués
tei, T el cette relation symétrique'

4. Soit Z(t) une fonction proprement monotonne, définie dans Uintervalle h. Nous
supposons, que les valeurs de la fonction Z sont dans Uintervalle i et que cette fonction
posséde partout la dérivée du 3-éme ordre.

Désignons par XZ la fonction composée X[Z(t)] définie dans Uintervalle h. Dans
ces suppositions, la fonction XZ admet en chaque nombre t € h une derivée schwarzienne,
qui s’exprime par la formule

(XZ,0) — (X, Z0)} . 2°0) +{Z.1). ®)

4. Les relations entre les solutions de 16 équations non linéaires du 3-éme ordre.
Théoréme 1. Soit X Uintégrale de Uéquation différentielle (Q; y, 8; ¢; , ) définie
dams Vintervalle © < j. Alors la fonction inverse %, définie dans Vintervalle I = X (z)
est une solution de Uégquation différenticlle (¢; x, f; @; 7, 9).
Nous avons, en effet, comme X € (Q;y,d; ¢ «, ), en deux nombres associés
Tel, t =(T) e 'équation
X, , . ;
B8 Xy 0 = B RP) M
N . . S(X)
Comme, en vertu de 3.(1) et de la premiére équation de (z), il y a 5G
S|
| S@)
T

+
=0et X' = l,, on peut donner & (1) la forme:
T

z;, T .
1 Loy, 5 = g v B,
On en tire —{@, T} + @ q,(a; «,ﬁ Q(T'; p, 0), done @ € (q; x, f; @37, 9)
Théoréme 2. Sotent X € (Q; v, 0; ¢; «, B) et € (q; «, f; Q; y, 6) deux fonctions
1l t inverses, définies dans les intervalles © < §, I < J. Alors, en deux nombres
associés tei, T el on a les rélations: ’

X' Qu(X;p,0) +I [X-,] =i.q(@; « p) A|‘.4. [;] ®)
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En effet, de (1) nous tirons (2) et de la, en vue de 6.(1), résulte (2). La formule
(3) s’obtient de (2) en tenant compte de 6.(3).

Théoréme 3. Soit X € (Q; o, B; ¢; x, B) et X €(g; &, B @; o, B). Alors la fonction
composée XX (si elle existe) satisfait & Uéquation différenticlle (Q; «, B; Q; x, f)-

En effet, supposons par exemple, que les valeurs de la fonction X sont de l'inter-
valle de définition de la fonction X, de sorte que la fonction composée XX existe
dans le méme intervalle que X. Comme X € (Q; x 85 ¢; %, ), Xe (75 B ¢ &, )
nous obtenons pour chaque ¢ de l'intervalle de définition de X:

—{X, 8} + X (X v, f) = Qults o, B),

—{X, X} - XX QXX o, B) = u(X; o, B).
D’aprés 3.(5) nous avons {XX,t} ={X, X}. X2 +{X,t} et cela donne avec les
formules précédentes —{XX, £} = [X2X . Q)(XX; «, f) + ¢u(X; &, B)] - X2+ Q,t;
v B) — X7 (K m, ) = —(XX)? . QUXK; o, B) + Qs x, B), Cestrivdire
XX € (@5 Q5 %, B).

Remarque: One peut formuler 64 théorémes concernant les rélations des inté-
grales des 16 équations différentielles du 3-eme ordre. Ces théorémes sont exprimés
par le tableau ci-dessous. En formant la fonetion composée XX ot X est Iintégrale
de V'équation différentielle de i-2me ligne et X l'intégrale de I'équation de k-2me
colonne, nous trouvons I'équation qui est satisfaite par XX ot i-8me ligne et k-8me
colonne se croisent dans notre tableau.

o [ojeolofe]o]o]o]e]olwm/a]a]a]as]aw]as
::\'7« W-@apigan | el | jole |
@ — @B 7, 0) ‘ as)| (e | ®
T o-@r T as|ao @@ |
T [eejas @@ T
©— @ upGuh | ®10) Bl ®|©
© — @ @B Q7,0 @ a0 | ® | ®
N o B ™| ®
™| ®
}g T (9) | (10) B o
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5. Les rélations entre les intégrales des équations (q), (Q) et les équations
différentielles non linéaires du 3-8me ordre.

Dans ce qui suit nous allons considérer les solutions des équations différentielles
(), (@) définies dans tout intervalle j, J.

Soit X € (@; 7, 8; ¢; «, B) définie dans Iintervalle ¢ < j. D’aprés le théordme 4.1.,
la fonction inverse z, définie dans 'intervalle I = X(z) est la solution de (¢; x, 8; @; 7, 8).

Soit ¢ €4 nombre arbitraire; désignons par X,, X; (#0), X; les valeurs des
fonetions X, X', X" au nombre {,. Posons T, = X(t,) = X,€ I et désignons par
By, @ (= 0), &y les valeurs des fonctions %, #, & en nombre T,. Les nombres
X4, X, @y, %, se transforment réciproquement d’aprés les formules (7).

Les rélations entre les intégrales des équations différentielles () et (@) et des
équations non linéaires du 3-8me ordre s’expriment par les théorémes suivants:

Théoréme 1. Soit Ue(Q) et X (Q; 7, 6; ¢; x, B). Alors la fonction
ult) = [ — B} . [y — #QX(@]}.|X'| 4. D(UX,0), )

D(UX 1) =

YUX(t) + oU’X(t) 3B
= [[PU'X() + 0QX() UX®)] . X'(t) + [YUX() + oU'X()] . ;0 + 3O - [ — g |,
{3yt — *QX(M]T . QU X(D) . Xr(t) — FX"(t) XM (1)

définie dans Uintervalle 1 est Uintégrale de Uéguation différentielle (q), définie par les
o cnitial, 7,

uty) = [ — Bgto)] % . [y2 — QXN . | X; |3 Dy(UX, 1), @
w(t) = [ — Bt % . [y? — #QX) % . | Xo 1. DAUX, t,),
Dy(UX, t) =

« syUX(t) + oUX(t)
= | Palt) + Jprq (1) [ — BT 5[y UX(H) +6QX () UX()]. X'(t) + [YUX(®) + 6U"X(0)]. |
SR — QXTI QX() . X'(1) — 3X"() . X(0)}

De plus a liew la relation

[vult) + B ()] - [o® — Frq(0)] % =

= UX@) + SUX0)]. [7* — #QX()]+ .| X9 | 4. @

En effet, on vérifie par un calcul direct que la fonction u posséde pour tout ¢ e ¢
la derivée premiére et seconde qui sont exprimées par les équations

L w0 =1 - pgO1 . b - X1 | X0 . DX, ), @)
- u'(t) = q(t) . w(t). (®)

- ) ‘ \ - 55



Théoreme 2. Lintégrale U considérée au théoréme précedent remplit, avec I'inté-
grale w, dans Uintervalle I la formule inverse

U(T) = [y — QI . [n2 — rqu(T)] . |a(T) |-} . Dyfua, 1), (6)

ol .
Dy(ux, Ty =
| cua(T) + Bu'a(T) ;0
= [ [vua(T) + faa(T) uz(T)) . &(T)+ [oux(T) + BwalT)]. ;y -+ 30 QT). [yt — SQUI)|.
AP — fraa(T)) . ') A(T) — J(T) . &7 H(T)}
Lintégrale U est celle qui remplit les conditi iitial hy iantes:
U(Ty) = [y* — FQUTY . [x — Bogea)] .| 4| . Dyfuw, T), @
U(Ty) = [y* — azQ(Tn)]% [a® — Bq(w0)] % |10| Dy(uz, T),
ou

Dy(ua,T) =

Y 5 oua(T) + pua(T)
= | 0QT) + $y&*Q(T) . [y* — S Q(T)Y s [’ a(T) + Bga(T) was(T)] . g+ [u(T) + pu'a(T)]. |
(3P0 — Brqa(T))L . qa(T) . i (T) — §&(T). i-YT"),

et ausst cette relation est valable

[yUT) + oU'(T)] . [y* — o*QT)]* =

= [xua(T) -+ pu'a(D)] . [ — frgo(T)] . \i('l') I ®

En effet, comme we (g), #€(q; x, f;@; 7, 0), daprés le théoréme précédent la
fonction
U(T) = [y — QD) & [ — Brgu(T)] 4. | (D) |4 . Dyfua, 1),

est 'intégrale de I'équation différentielle (@) définie dans Uintervalle I et déterminée
par les conditions initiales cauchyennes

To Dy(ua, T),

U(Ty) = [y QT [x2 — Brglag)] . | 3o |4
4 Vi | Dy(u, T). ®)

J(To) = [y* — 6*Q(L0)]

"\

2. [ — BPg(ay)]

Par un calcul dirc(t en apliquant les formules (3) et () nous obtenons U(T,) =
= U(Ty), U'(Ty) = U'(Ty). De 1a nous avons Vidéntité U(T) = U(T) dans
Iintervalle I.

Le deuxiéme énoncé du théoréme nous obtenons par un calcul direct en suhstituant
pour U et U’ [pU(T) + dUT)] . [y2 — QD)4 = [y* — 82Q(1)]. [x® —
— Brgu(T)}4 . | &(T) |74 . [yDy(um, T) + 0Dy(uw, T) = (aum(T) + pu'a(1 } [a2 —
— Brqu(T)]4 . | &(T) |4 \
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Théoréme 3. Les valeurs des intégrales considérées U et u et de leurs‘ dérivées U’

c-w' en dewx nombres associés T € I, t € i remplissent les équati

 yUX) + U'(X) au(x) + pu(x)
VX V= e ~ Vi) Vo~ )

VX)) + 0(X) U(X)LVW'Y te. b* [YU(X) + oU"(X)]. Q(X) . V|X 1

V= e Vi = s
LU U)X [eae) + o) wla)] E
= Y] Vo = Bl
NACCRY W) (2 [RICEY T
: Vior = ¥ FVESP@ Ly rE
ot & = sgn X[ = sgn a,. .

En effet, nous obtenons ces équations de la formule 5. (3) et de sa dérivée, tenant
compte des équations (r). La fonction 5. (3):
(am + pu') (o2 — )3 = [YUX) + oU'(X)] . [y2 — *QX)]-% . | X' |-}
possede la dérivée
= BU'(X) + 5QX) UK. [* — QA1 | X' |4 X' +
+ UE) -+ 0U' (X)) {20 — b*Q(X)] QE) XX~
- O E . X [ X XY,

Les formules (10) nous obtenons par un caleul direct.

(2w’ + Bau) ( x—ﬁzq)%-i—%ﬂg(wﬁ»xu)(x — ) ‘3. =

6. L’existence et I'unicité des intégrales de I'équation dilférentieile non linéaire
du 3-dme ordre.

Dans cet alinéa nous prouverons le théordme sur I'existence et I'unicité des inté-
grales de ’équation différenticlle (Q; y, 8; ¢; x, §), nous mentionnerons les intervalles
des intégrales les. plus larges de cette équation différentielle et de leurs fonctions
inverses et nous examinerons la transformation de deux intégrales données des
équations associées (¢,) et (Q,)-

Ces théorémes découlent immédiatement des théorémes analogues prouvées dans
le mémoire [2], appliqués aux équations associées (g,) et (@), si nous servons des
amplitudes et des phases telles qu’on les a définies dans le troisitme alinéa de la

premiére partie. C'est pour cette raison que nous ne faisons pas les démonstrations
des théoremes.
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1. Théeréme de I'existence et de I'unicité.

Sotent ty€ j; Xoe J, X (3 0), X; nombres arbitraires. Il'ewiste une seule intégrale
X(t) de Uéquation différentielle (Q;y, d; ¢; x, B):

S 1
VlX B (Wﬁ) + X2, QI(X) = q(),

ou
3, Q *(X) 1, QX Q(X)
QX =) + ¢ 0T same T 2 Y @) T s
3 JI"’(‘L ! q7'(t) P AV)
LA L 0 Ly 0 R ey 0%
définie dans Uintervalle owvert © qui remplit les conditions initial h X(t,) =

= Xy, X'(ty) = X, X"(t,) = X et qui est la plus large, ¢’est-a-dire que chaque intégrale
de Uéquation différenticlle (Q; v, 0; q; «, B) vérifiant les mémes conditions initiales,
en fait partie.

Soient U, V deux intégrales arbitraires de Uéquation différentielle (Q), linéairement
mdepemientes définies dans Vintervalle J; soit u, v deux mbegmles de l’eqwmon différen-
tielle (q) définies dans § et déterminées par les conditions initial

J

ulty) = [x* — frlte)] 3 . [y2 — QX .| X( |3 . Dy(UX, 1,),
w(ty) = [ — foq(te)]} . [y — QXS . | X; 1. DyUX, ), o
o(te) = [x2 — Frq(t)] 2 . [y2 — QX% . | Xo |4 . DV X, 1),
V(ty) = [ — Bto)l} . [2 — QX E . | X; 2. Dy(r X, 1),

ot Dy, D, sont les déterminant définis pw.r 5. (1) et 5. (2), puds, soient P, g les amplitudes
de ces couples ordonnés d’intégrales

P=JoU F8UR+ GV + oV, o=|(Gutpul+(wtpo)

Alors, Uintégrale X(t) est zdennque avec la plus large intégrale ( umque) de I'équation
dufférenticlle du premier ordre @ variables séparées

S e S ()
Y= o e o, @

qui en g est égal a X,.

2. Les intervalles de définition des intégrales les plus larges et de leurs fonetions
inverses.

a) Laissons en vigueur les signes précedents. Pour raccourcir, posons & = sgn X,
dans ce qui suit. Nous écrirons les relations entre les intervalles 4, I qui sont les
intervalles de définition de 'intégrale la plus large X € (€;  6; ¢; «, B), qui en nombre
tyej est égale & X,€.J et de sa fonction inverse z.
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En conséquence du théoréme de 'unicité et de U'existence et des formules 6.(1)
et 6.(2) nous bornons aux couples d’intégrales U, V € (@) et u, v € (¢) qui vérifient
les conditions

YUK + 0U(X) =0, W =—1; oulty)+pult) =0, w=—c (1)

Dans ces suppositions la phase ¢ (@) du couple ordonné des intégrales u, v (U, V)
avec la base [x, f] ([y, 6]) est zéro en ¢, (X,).

La fonction ¢ (@) est définie dans j (). Elle est, dans cet intervalle la seule fonction

continue qui s’annule en #,(X,) et dont les valeurs sont celles de convenables branches
. au(t) + pu'(t) yU(T) + 6U(T)
de la fonction arctg FTOES A0 (arct PT(T) £ o7 T)) .

La fonction e (®) est toujour croissante. Elle est égale & 7, 27, ... (—x, —2m, ...)
précisément en nombres conjugués par rapport & la base [, #] ([y, 6]) avec le nombre
ty (X,) et situés a droit (a4 gauche) de ¢, (X,) et dont le nombre est égal au nombre
des nombres conjugués dans l'intérvale § (J).

La fonction &g (P) posséde partout la dérivée eg'(t) = [a® — B2(t)]. 072(2)
(D'(t) = [y* — 6°Q(T)] . P¥(T)), ainsi que nous avons pour t€j (T'eJ)

t X
eplt) = [ 1 = py()] . o) - dv; - WD) = [ [y* — Q)] P(e) . dr.

Désignons & (K) 'intérvalle ouvert formé par les valeurs de la fonction ¢ (®). L’inter-
section des deux intervalles kN K est l'intervalle ouvert qui contient le zéro.

Le théoréme suivant a lieu: L'intervalle 1 (I) est Uimage de Uintervalle k n K
dans la transformation par la fonction inverse de ¢ (D) et spécialement ty (T) est I'image
de zéro.

Désignons n,; (N,) le nombre des nombres conjugués avec le nombre ¢, (X,) par
rapport & la base [x, 8] ([y, 6]), situés dans I’intervalle 7 (J) & droite de £,(X,). Analogue-
ment soit 7, (Ny) le nombre des nombres conjugués avec ¢, (X,) par rapport & la
base [x, B] ([, d]) et situés & gauche de ¢, (X,) dans V'intervalle j (J). Ces nombres
sont 0, co dans les cas extrémes. Enfin posons », = min (n,, N;), ¥, = min (ny, N,),
gy = min (ny, Ny), gy = min (ny, Ny).

Le théoréme suivant a lieu: Dans le cas & =1, les intervalles i, I contiennent
précisément vy (vy) nombres conjuqués avec ty, Xy situés @ droite (@ gauche) de t,, X,.
Ces intervalles peuvent étre élargis jusqu’ aux intervalles §, J en ce sens: ou bien le point
extréme & droite (@ gauche) de Uintervalle i est identique avec celui de Vintervalle j
ou bien le point extréme @ droite (& gauche) de Uintervalle J est identique avec celui
de Uintervalle I; dans ces deux alternatives U'une exclue Uautre. Dans le cas ¢ = —1,
les intervalles i, I contiennent précisément py (tz) nombres conjugués avec ty, X, situés
a gauche (& droite) de.ty et a droite (@ gauche) deX,. Ces intervalles peuvent étre élargis
jusquw’aux intervalles j, J en ce sens: ou bien le point extréme & gauche (& droite) de
Vintervalle i est identique avec celui de U'intervalle § ou bien le point extréme & .droite
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(a gauche) de Uintervalle I est identique avec celui de Uintervalle J; dans ces deux
alternatives, l'une exclue I autre.

3. Les égquations explicites pour I'intégrale la plus large X € (@; 7, 6; ¢; «, f)
et de sa fonction inverse z.

Désignons par g1, @1 les fonctions inverses de @, @. Comme 1'équation ¢(t) =
@(T) admet pour ¢ € I la solution 7 = X(t), elle admet aussi pour I'€ I la solution
t = a(7).

De 14 il est manifeste que U'intégrale la plus large X € (@; y, 9; ¢; «, f§) verifiante
les conditions initiales X(f,) = X,, X'(t,) = X, =+ 0, X"(t,) = X et sa fonction
inverse  s’expriment par les formules

Xy =2 [e)]:  o(T) = ¢~ [P(T)],

valables dans I'intervalle /. Remarquons que ¢ (@) est la phase du couple ordonné
d’intégrales linéairement indépendantes u, ve (q) (U, V€ (Q)) par rapport & la
base [, f] ([y, 6]), s’annulant en nombre ¢, (X,). Les intégrales u, » (U, V) vérifient
les conditions 6.(1).

4. La transformation réciproque de deux intégrales données des équations
différenticlles (q), (Q).

Le théoréme suivant a lieu: Prenons deux intégrales arbitraires u € (q), U € (Q)
et deuw nombres arbitraires ty€ j, X, € J. Nous s que les intégrales remplissent
la méme condition, exprimée ow bien par la condition a) ot bien par la condition b) comme
suat:

a) wulty) + fu(ty) + 0 + yUX,) 4 8U'(X,):
b) walte) + Bu(ty) = 0 = pU(X,) + SU'(X,).
Dans ce cas existent towjours les intégrales les plus larges X € (Q; y, 6; ¢; n, p), égales

a X, en nombre t, et qui transforment, dans leure intervalles de définition, les intégrales
u, U ainsi que leurs dérivées, suivant les formules

(e

D(UX, 1, (3
CDUX, 1), (1)

ult) = . [ — Bl F . [ — #QXWIE. | X0 |
w(t) = 7. [ — )] 2. [ — QX)) 2. X))
[xu(t) + pu' ()] . [x2 — prq(t)] 4 =
=7 [yUX(t) + oU'X(M)] . [y* — QX)) . | X'@)] . ()

Dans le cas a) existe précisément une intégrale X qui est croissante et précisément une
qui est décroissante. Dans le cas b) existe une infinité d’intégrales qui dépendent d’un
paramétre el qui sont croissantes el ainsi de méme de celles qui sont décroissantes.
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A
Ici indiquent D(UX, t), Dy(UX, t) les déterminants enoncés dans le théoréme 5.1.
et 1) dans les deux cas désigne le nombre -1 et il est determiné par les formules
a) 7 = sgn {{xu(ty) -+ pu'(t)] . [yU(Xo) 4 U (X,)]},
l sgn {[xu (o) + Ba(to) ulto)] . [y U'(X,) + 0Q(X,) U(X,)1}
9= pour les intégrales croissantes,
~— sgn {[wu'(t) + Balto) ulto)] - [yU'(Xo) -+ 0Q(X,) U(Xo)l}

pour les intégrales décroissantes.

La preuve se fait d’abord pour la formule (5) analoguement comme dans [2]. Les
formules (3) et (4) on obtient de (5) et de ses dérivées en calculant u(t) et w'(f).
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Shrnuti

PRUVODNI ROVNICE V TEORIT
TRANSFORMACI OBYCEJNYCH LINEARNICH
DIFERENCIALNICH ROVNIC 2. RADU

MIROSLAV LAITOCH
Diferencidlni rovnici
(4) ¥ =aq) .9

kde g, = ¢ + afg'(a? — B)* + |a® — B . (V,— ! o ”nazyvéme privodni
x* — 4

rovnici k diferencialni rovnici
@ Y =q).y
pii bézi [x, f1, &% - 2 > 0.
Aplikujeme-li na privodni rovnici (¢;) Boriivkovu teorii transformaci integralii,

dostaneme obecné vysledky, které se tykaji vlastnost{ linedrnich kombinacf integrali
diferencidlnf rovnice () a jejich prvnich derivaci s konstantnimi koeficienty v sou-
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vislosti s nelinedrnimi diferencidlnimi rovnicemi 3. ¥du. Z t&chto vysledki se dostava
teorie transformac{ integrdli diferencidlni rovnice (¢) jako zvlditni pifpad.

V této souvislosti se p¥ichdzi k zobecn&ni pojmu faze usporddané dvojice Fesent
1, v € (g) a k zobecnéni diferencidlni rovnice amplitud.

Pesiome

CONIPOBOINUTEJIBHOE YPABHEHUE
B TEOPUU NPEOBPA3OBAHUIN OBBIKHOBEHHBIX
AUAENHBIX JUOOEPEHINUAJILHLIX YVPABHEHUN
2. MOPSA KA

MUPOCJAB JAUTOX

Hnd. yp-uie

(q) ¥ = al)-y
rjue .
: =7 oy
0 =g+ B (v — ) -+ v — . ( ﬁ_)
Vv —p4
Ha3bLIBAEM CONPOBOJUTCIbLHBLIM YP-HUEM K JUi(). Yp-HUIO
(9) Y =qt).y

upu Gasuce [x, ], a® 4 2> 0. BEcmm x conponoumenmdmy yp-uuio (q,)
OpAMeHNM Teopnio BopyBKM 0 npeofpasoBauMsx WHTEIPAJIOB, TO LOJYINM
ofmime peayibTaTh, KacalolMecs CBOMCTB JHHEHHHIX KOMOMHAIWH MuTerpasia
ang. yp-uns (g) M ero nepBoil MPOU3BOAHON ¢ HOCTOSAHHBIMU KOdPdunmenTamu
B CBABH C OLPENEIeHHBIMA HeJnHelinsMu Ang. yp-anamu 3. nopajka. Vs stux
. Pe3yJbTaTOB IOJY4acTCS KAK UACTHEIA Ciydyail Teopus mpeofpasoBaHuit
HHTEr pazos.
B cBssu ¢ sTam nepexoauM K 06oGmennio moHATHA (aspl YHOPALOUCHHOH
napel MHTErpajoB u, v € (¢) ¥ Aug. yp-Hus aMuaATyI.
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