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1963 — ACTA UNTVERSITATIS PALACKIANAE OLOMTJCENSIS 
FACULTAS RERUM NATTTRALIUM. TOM 12. 

Katedra matematické analýzy přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: doc. RNDr. Miroslav Laitoch, kandidát véd 

ПРИМЕР К ТЕОРИИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ И ДИСПЕРСИЙ 
О. БОРУВКА 

И Н Д Р Ж И Х ПАЛАТ 

(Поступило в редакцию 26/Х 1962 г.) 

В настоящей статье иллюстрируется на простом примере двух линейных 
диф. уравнений 2-го порядка (а) и (А) теория преобразований решений 
линейных диф. уравнений 2-го порядка и теория дисперсий, принадлежа­
щие проф. О. БОРУВКА. 

1. Рассмотрим линейные диф. уравнения 2-го порядка 

(а) У"--ау и У" = -У, (А) 

где а ф О вещественное число. Нашей целью будет показать на простом 
примере, как можно выразить решение уравнения (а) через определенное 
решение уравнения (̂ 4). 

Чтобы эту задачу удовлетворительно решить, надо согласно [2] найти 
решение следующего нелинейного диф. уравнения 3-го порядка 

<. Л V"' О ЛГ"2 

" И ^ Т - г - 1 ' ^ " " - (Ь) 

Умножая это уравнение выражением — АХ'2(1) и полагая 

Х'(1) = 8$пХ'(10)и~*(1), 

из (Ь) получаем диф. уравнение 

и" — и-9 + аи = О, 

из которого находим, что 

,,.(t)-!/-**+ «,»*-! 

rne K\ ^ Aa. 
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Интегрируя это уравнение, получаем последовательно 

- 2а и2 -{- / 

УЩ^1м 
— 1 . — 2аа2 -{- Кл п 

:тт]= агсбш —77̂ =.-=- — если а > V, 
1+С2 = { ' ] » ^ _ ^ (1) 

| 2Т/~~ 1п(2|/а2а4 — ЛГ^-а + а — 2аа2 + К х), если а < О, 

где Кх и С2 постоянные и /\*| > 4а. Отсюда следует, что решение уравнения 
(Ь) имеет вид 

* ( 0 - вей Х'(10)вгсХё{Сх1ёУа(1 + С.) + УЩ^7!} + С*3, если а > 0, (2) 

где \СХ\ = , *7{х\ > 1, С2 и С3 постоянные, или 

г I/а ! 
Х(0 - *§п Х'(10) агс18 — ^ ^ ^ Х — ^ ^ + С„ если а < 0, (3) 

2 [/— а 
1 

где б*. = - -тг—г— Кх, С2 и С3 постоянные. Функция (2) определена в интер-
2|/—а 

вале (/*я, %к+х), г д е . ^ = (7\ — | ) -р-— С2, 71 = 0, 4- 1, ± 2 , . . . , в котором 
]/а 

она возрастает или убывает в зависимости от того, если з<ш. СХХ'(10) = 1 
или 8§п СХХ'(10) = — 1. Функция (3) определена в интервале (—сю, + сю), 
в котором она возрастает или убывает в зависимости от того, если 

БЕПСХХ'({0) = 1, 

или 8§п Х'(10) = — 1. Итак, согласно [2] мы можем ответить на поставлен­
ную задачу следующим образом: 

Пусть /;0 е (%Е, яск+х), если а > 0 или 10 е (— сю, + сю), если а < 0. Обозна­
чим Х(10) = Х0, Х'(10) = Х'0(ф 0) и Х"({0) = Х'[у Пусть Ц(1) произвольное 
решение диф. уравнения (А). Тогда функция 

» ( . ) = » (4) 

определенная в интервале, в котором определено решение Х(1) диф. уравне­
ние (Ь) и удовлетворяющая начальным данным 

„(*\- и[Х°] и „>а\ и'1х<Л X' 1 Ш°± х« (ъ 
щи) 7 7 = : ^ " и и (с0) — - 7 - = = - - — А ( ) -рг- -т.-, 7-— , ( о ) 

У\Ч У\Щ 2 ]/\х'0\
 хо 

есть решение диф. уравнения (а). 
Поставленную задачу продемонстрируем при следующем выборе: ^(^) ~ 

= 81П I, 10 = 0, Х0 = 0, Х'0 = 1 и Х^ = 0. Подставляя эти значения в соответ­
ствующую функцию (2) или (3), в ее призводную Х'(1) и Х"(/+ получаем 
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для определения постоянных Сг, С% и С3 систему трех уравнений, из ко-
_ 1 + о —--г ^ 

торой находим, что в случае о > О Сх = — т р ^ - ' ^а ~ —гР7" ^ 3 

2|/о 4|/о 
-= агс!^ Уо. 
Итак, 

(1 + O) tg Уo | í - ~ = A + 1 + 0 

Х(<) == агсЦ т7=™~ ^ &тс1%]/а. 
2 |/а 

Это выражение можно упростить, применяя формулы для тангенс раз­
ности, суммы арктангенсов и формулу выражающую арктангенс через 
арксинус. Тогда 

чг/_ч • ЬеУаЬ . 1-я ж \ 
Х(1) = агсвш—= & ' , г д е . 1 6 {-Т7=, -тр-1-

|̂ а + *в«Уа ^ а 2Уо/ 
Т а к к а к Х'(1) = о - ^ о соз2Уо1 + 8т2]/а1) > 0, то из (4) следует, что и(1) = 

=^Р=81пУо^. Легко проверить, что эта функция удовлетворяет диф. урав-
у а 

нению (о) в интервале (—ург, —трЛ (и даже во всем интервале [— оо, + оо]) 
\ 2 | / о 2 [/о/ 

и начальным данным о(0) = 0 и и'(0) = 1. 
1 Таким ж е образом находим, что в случае о < 0 С г = --. =•, С 2 = О 

и С 3 = 0. Поставляя эти значения в выражение (3) получаем, что 

е2 У"а{ _ 1 
Х(г) = а г с 1 ^ — - , где «6 (—оо, + с о ) . 

2 у—о 

Используя формулу выражающую арктангенс через арксинус получаем, 
что 

Х(1) = а г с з т -

кõ «F 

Т а к к а к Х'(Ь) = — 4 о е 2 1 ' а ( « е 2 ^"^ — I » 2 — 4 а ) - 1 > 0, то из (4) следует, что' 

и(1) — ,, 8пУ—аЬ. Легко проверить, что эта функция удовлетворяет диф. 
у—а 

уравнению (о) в интервале (—оо, + оо) и начальным данным о(0) = О 
и и'ф) = 1. 

2. Найдем сейчас дисперсии 1-го рода диф. уравнения (о), когда о > 0. 

5 АОТ — 8Ьогп1к 6 5 



Как известно (см. [1]) эти дисперсии являются решением следующего не­
линейного диф. уравнения 3-го порядка 

1 X" 3 X"2 

- 2 1 Г + Т 1 Г - - " « * ' = - « . . 

Решение этого уравпения находим таким же образом как в предыдущей 
части и оно имеет вид: 

Х(1) = - Щ ^ агсЦ {Сх Щ У а (I + Сг) + У с ^ = Т } + С3, (6). 
у а 

где 1(7x1 _: 1, С2 и С3 постоянные. Формула (6) определяет множество 
функций, зависящие от трех параметров Сг, С% и Сг. Область определения 

этой функции есть любой интервал вида (<хк, (хк+х), где ,%к = у К -̂1 ^_ — 

С2, К = 0, ± 1, ± 2, В каждом из этих интервалов функция (6) 
возрастает или убывает в зависимости от того, если 8§п 6\Х^ = — 1 или 
8§п СгХ'0 = 1. Следовательно: 

Формулой (6) определены несобственные дисперсии 1-го рода. 

Собственные дисперсии 1-го рода можно получить согласно [1] „склеива­
нием" соответствующих частей несобственных дисперсий 1-го рода и они 
определены следующей формулой: 

s- — KІ-тp- sgn Gг X'a + C8 ' для t = atю 

____• —+„ r^ * „ ! / - //, i r> _ * \ _ i/říT—n ^L r» _ .___ arctg^tgV» ( t + c3 - ^_- + Ус? - ï} + c8 - -—-sgn с. x; 
(7) 

для/ €(«к, оск+1), 

где 1^1 ^ 1, С2 и С3 постоянные «к = 1к - у ) | р — С2> 1-" = 0, ±"1, ± 2 .... 

Функции (7) непрерывны во всем интервале (— оо, + со), в котором 
они возрастают или убывают в зависимости от того, если 8§п СХХ'0 = — 1 или 
8§п СХХ0 — 1. Множество всех собственных дисперсий 1-го рода образует 
ассоциативную группу О, в которой умножение определено сложением 
функций и единица группы есть функция Со(0 = = *• 

Собственные непрямые дисперсии 1-го рода определены формулой (7) 
и значениями Сх, для которых 8§п СХХ0 =-= 1. 

Собственные прямые дисперсии 1-го рода определенные формулой (7) 
и значениями Сх, для которых щи СгХ0 = — 1, образуют подгруппу Р. 
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C2v *= t + • 

Центральные дисперсии 1-го рода, определенные формулой (7) и значе­

ниями Сг = ± 1 и 8§нСхХо = — 1, С\ + Сг -= тт=> имеющие вид 

~ |/в 

«0 = - + ^ , 
\/а 

где у = 0, ± 1, ± 2,... образуют группу С. 
Центральные дисперсии 1-го рода с четными индексами 

2VЛ 

образуют группу 8. 
Верны соотношения С• => Р => С => 8 э Со(0-
Покажем еще, что согласно [1] группа С центральных дисперсий 1-го­

рода является центром группы Р собственных прямых дисперсий 1-го рода. 
Для этого достаточно доказать, что для любых элементов &(1) е С и С(1) е Р 
имеет место: 1)Сг[С(0] = С[С (̂01 и 2) С4С(0] 6 V- Действительно: 

мед] - од+-^=Ф+щ=^^ 
То, что С [̂С(0] е Р очевидно. 
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Shrnutí 
PĚÍKLAD K TEORII TRANSFORMACÍ A DISPERSÍ 

O. BORŮVKY 
J I N D Ř I C H PALAT 

V článku se studuje konkrétní příklad ilustrující teorii transformací a teorií 
dispersí prof. O. Borůvky. K tomu slouží dvě lineární diferenciální rovnice 2. řádu 
typu Jacobiho (a) a (A) s konstantními koeficienty. 
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Résumé 

UN EXEMPLE À LA THÉORIE DES TRANSFORMATIONS 
ET DES DISPERSIONS DE 0. BORÛVKA 

JINDfilCH PALÀT 

Dans l'article, on étudie un example concret illustrant la théorie des transforma­
tions et des dispersions de M. 0. Borûvka. On se sert de deux équations linéaires du 
second ordre du type Jacobi (a) et (A) à coefficients constants. 
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