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Автор во своей работе [3] занимался решением вопроса о преобразованиях 
решений и(1), и(Т) систем двух линейных дифференциальных уравнений 
первого порядка в виде и(1) — К(1) ?У[2(/)]. Основную мысль этих рассужде
ний можно применить и в случае систем п линейных дифференциальных 
уравнений первого порядка, как показано в настоящей работе. В работе 
дальше рассматривается специальный случай систем трёх уравнений и ис
следуется использование функции Флоке [1] для определения вида фунда
ментальной системы решений системы трёх уравнений. 

V Мы будем заниматься системами п линейных дифференциальных 
уравнений 1-ого порядка вида 

(ап) у' = М(1)у У = ЩТ)У (Ап) 

где 
/УгЩ (Уг(Т)\ 

У(1) = 1 : , У(Т) = 1 : , 

\уп(1)! \Уп(Т)1 

М(1), N(7") квадратные матрицы функций ацс(1)у Аш(Т) (это элементы из 
г-той строки и /ъ-того стобца), I = 1, 2, ..., п; к = 1, 2, ..., /г, и где штрихом 
обозначаются производные по отношению к I, и точкой производные по 
отношению к Т. Предположим, что аа(1) непрерывны в интервале /и Аы(Т) 
непрерывны в интервале I и что в этих интервалах определены решения 
системы (ап) и (Ап) начальными условиями: для 10 е /, Т0 е / имеет место 

(а*) У(10) = У о У(Т0) = У „ (А*) 

где 

( Ую\ /Ую\ 

: > у » = ': • 
Упо' \Упо' 

У*о< У*о (ё = 1, 2, . . . , /г) произвольные числа. 



Лемма 1: Пусть имеется система п2 дифференциальных уравнений 

«.*(') = 2 Ы1) а»(0 - -ЫЩ] Ъ\1) т»(1)] (1) 
7 - 1 

I, к = 1, 2, ..., /г. Пусть при этом 2(г) функция, которая отображает интер
вал (или отрезок) I С / па интервал (или отрезок) / С / , данную внутрен
нюю точку 10 е ^ отображает на данную внутреннюю точку Т0 е I, функция 
7/(1) непрерывна для I е г.. Пусть а]к произвольные постоянные. Тогда для 
данной функции 7(1) в интервале I существуют и определены однозначно 
функции а(к(1) начальными условиями оси.(10) -= а\к как решения системы (1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о: П ри данных предположениях удовлетворяются тоже 
предположения теоремы о существовании и однозначности решений систем 
дифференциальных уравнений (см. [6], гл. I, § 3, и. 1 и 4) откуда и вытекает 
верность леммы 1. 

Ведом обозначение 

/аХ1(0 . . . а1П(1) \ /а?! . . . < \ 
* < « ) = . . , К 0 = 1 

\аП1(1) . . . апп(1)1 \ос%г . . . а 

По лемме 1 существует и определено однозначно начальными условиями 
К(10) = К0 решение К(1) матричного уравнения 

К'(1) = М(1) К(1) — К(1) N[7,(1)] 7'(1) (1') 

и в этом виде мы будем использовать систему (1). 
Для следующих теорем о преобразованиях решений систем дифферен

циальных уравнений имеют место предположения: 
а) II(Т) является решением системы (Ап) определеным в интервале / 

начальными условиями ^(Т0) = II0, где 7'0 е / . 
б) Функция 7(1) имеет производную 7'(1) и отображает интервал г С / 

на интервал / С ,/ и имеет место 7(10) = Т0 (10 е г). 
в) Функции ос1к(1) (ь, к = 1, 2, ..., п) определены в интервале г и имеют 

в этом интервале производную первого порядка. 
Теорема 1,1: Если функции а,-к(1) (г, к = 1, 2, ..., п), 7(1) удовлетворяют 

в интервале I системе (1), то и(1) определенное уравнением 

и(1) -= К(1) ЩЩ\ (2) 

решение системы (ап), определенное начальными условиями и(10) = К^0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о : Имеет место 

и'(I) - К'(1) Щ7(1)\ \гК(г) Ь[7(1)] 7\1) = {К'(1) + К(1)Щ7(1)] 2Щ Ц[Щ). 

По (1') имеем 
и'(I) = М(1) К(1) 1![7(1)] - М(1) и(1) 

т. е. и(1) определенное уравнением (2) удовлетворяет системе (ап). Из урав
нения (2) в точке I =: 10 следует и(10) = К^0, ч. т. д. 



Замечание 1: Из уравнения (2) очевидно, что преобразование из теоремы 
1,1 линейное, в частности линейно зависимые решения преобразуются 
в линейно зависимые. 

Лемма 2; Пусть Р, ^ квадратные матрицы функций, и Ь7 произвольное 
решение системы (Ап) и пусть Р^ = ^^. Тогда Р = ^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Обозначим через Я{(Щ квадратную матрицу, у кото
рой в г-том столбце находятся компоненты решения с7и остальные элементы 
которой равны 0. Из равенства Р^ = ^^ вытекает равенство 

РЯ^(^)^^Я^(^) (•) 

для всех г = 1, 2, . . ., п. 
Пусть ^^с (к = 1, 2, . . ., п) фундаментальная система решений. Тогда 

И7 Ф 0. Суммируя п равенств (*) получим 

Матрица Я = ^Яг(Ог) регулярная, гак как \Я | = IV. Если равенство 
г = 1 

(**) умножить справа на Я'1, то получаем утверждение леммы. 
Теорема 1, 2: Пусть дли любого решения Ь7(Т) системы (Ап) существует 

решение и(1) системы (ап), так что удовлетворяется уравнение (2). Тогда 
функции ссцс(1), %(1) являются решением системы (1). Если начальные уело 
вия решения и(1) имеют вид и(10) = и0, то матрица К0 начальных условий 
функций <хцс(1) удовлетворяет условию и0 = К^0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Так как и(1) удовлетворяет уравнению (2) и системе 
(ап), то имеет место 

В'(0 = {Щ1) + к{1) щщ} гщ ц[Щ] 
и также 

и'(1) - М(1) К(1) ЩХ(1)1 

Сравнивая правые части, получаем по лемме 2 уравнение (1'). Положение 
теоремы о начальных условиях очевидно. 

Лемма 3: Пусть квадратная матрица Х(1) удовлетворяет в интервале / 
матричному уравнению 

Х'(*) = А(1)Х(1) +Х(1)В(1), 

где А(1), В(1) квадратные матрицы непрерывных функций а^(1), Ъцс(1). 
Тогда 

I Х(1) | = I Х(10) | ехр / { 1 [а,,(т) + 6,,(т)]} (1т, 
1о / = 1 

где | Х(1) | определитель матрицы Х(1). 



Д о к а з а т е л ь с т в о : Д л я сжатости мы будем здесь пропускать обозначе
ние переменной I. Мы применим метод, приведенный в [5], гл. I, теорема 2. 

п 

Продифференцируй | X | по строкам, мы получаем | X | ' = 2^^1, ГД° ^1 

определитель возникший из | X |, если вместо х$к (к = 1, 2 , . . . , дг) взять 

,(^Х(к + 1нкХ#). Всякий из определителей /^ мы разделяем на два I./ V 
. Т 

=- / / / -)-2/?- так, что в /^ в /-той строке на /с-том месте (/с = 1, 2, . . . , п) 
п И 

будет 2 «цХц. и в /^ будет на соответствующем месте 2 кьх^. 
-«-1 1=1 

В определителе 1>у, мы прибавляем к /-той строке /-тую строку (г = 1,2,... 
. . . ,/?, / Ф / ) , умноженную на —а7 / :. Тогда в /-той строке на А:-том месте 

п /г 

(к = 1, 2, . . . , /I) имеем 2 а

? *#** 2 а7-#-* г а11х5к- Из этого вытекает, 
/,-.1 / = 1 

/ Ф / 

что 1>; = ан | X | и наконец 2 -^ I •̂ I 2 а # -
?- 1 ; « ] 

Обозначим сейчас Л/а алгебраическое дополнение элемента ЯгЛ определи
теля | X |, так что 

Л \\Х\ для / = Л 

/Тз ( 0 для / Ф к 

Разложим определитель ^^ (это определитель 1^ удобнее обозначенный для 
следующих рассмотрений) но элементам его ?*-той строки 

п п 

и = 2 2 Ъп&цМп. 

Суммируя для I 1, 2, . . . , п мы получаем 

2 ĹІ = 2 2 2 ЬjkXijMík. 
І-.1 ь.-i ř-вi j=i 

Пусть / = /ь. Тогда 

2 ^ = 2 2 ьпхцМц = 2 ^ 2 -М*^ = ! х 12 ъл1. 
г = 1 & = ' " 

Пусть / ф к. Тогда 

г - l fc-=l?-=a / ! / - 1 / = . ! 

; = *-

Л Л п и 

211 = 2 2 *>* 2 -чЛ = о-
?;=1 Л*«1/--1 / = 1 
/ ф * 

Итак | X | ' = | X | 2 (ан + %)• Интегрируя от г0 До /мы получаем утверж-
/- -л 

дение леммы. 



Лемма 4: Пусть сц*(1), 7(1) удовлетворяют системе (1). Тогда 

| К(1) | = | К(10) | ехр / { У [аф) - А„[2(т)] 7У(т)]} (1т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно, так как эта лемма есть прямое следствие 
леммы 3. 

Замечание 2: При удобных начальных условиях имеет место | К(10) [ ф О, 
т. е. | К(1) | Ф О для всех I е г. Если в системе (ап) перейти путём подста-

I 

новки уз = х$ ехр / а#(т) ат к новым неизвестным функциям х$, то получаем 

такую систему (ап), что в главной диагонали соответствующей матрицы 
М(1) уже все элементы тождественно равны нулыо. Поэтому для систем 
вида (ап), (Ап) имеет место | К(Ь) | = копзЬ и при подходящих начальных 
условиях мы имеем | К(1) \ = | К(10) | Ф 0. 

Пусть теперь функция 7(1) имеет в интервале г непрерывную производ
ную, отличную от нуля. Тогда существует функция С(Т), обратная относи 
тельно функции 2,(1), которая отображает интервал IС I на интервал 
I С /, внутреннюю точку 7'0 е 7 на внутреннюю точку 10 е I и имеет в 7 не
прерывную производную ^(Т) отличную от нуля, и имеет место ((71) 7'(1) = 1 
(I, Т соответствующие точки, т. е. 2(1) = 7). Пусть еще при 10 е г имеем 
| К(10) | ф 0. Тогда и существует матрица К~х(1), обратная к матрице К(1). 

Теорема 7, 3: Решение 1Г(Т) системы (Ап), рассматриваемое в теореме 1,1, 
удовлетворяет в интервале / по отношению к решению и(1) системы (ап) 
обратному соотношению 

ЩТ) = К~ЩТ)] и[С(Т)1 

где К~г(1) — матрица обратная но отношению к К(1) и С(Т) функция обрат
ная относительно 2(1). (Тогда решение И(Т) удовлетворяет начальным 
условиям 1'(Т0) = ^0.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о : По теореме 1,1 можно провести следующее рассуж
дение: Пусть и(1) является решением системы (ап), определенным в интер
вале / начальными условиями и(10) = и0( = 7Г0с70) и пусть С(Т) есть функ
ция, отображающая интервал I С / на интервал I С / и имеет место 
С(Т0) = 10 ( = Со)? о̂ Е и Т0 е 7. [Этими свойствами обладает функция С(Т), 
обратная по отношению к 2(1)].Пусть еще функции а«,(-Г) удовлетворяют 
системе п2 уравнений 

ЫТ) = У [Л„(Г) 5*(Г) - а^(Т)\ С(Т) щ(Т)} (Г) 
7 = 1 

(г, к = 1, 2, . . ., п). Тогда й(Т) определенное соотношением 

ЩТ) = ЩТ) и[С(Т)], 

где К(Т) матрица, элементами которой служат функции дсцс(Т), есть решение 
системы (Ап), определенное начальными условиями ^(Т0) = К(Т0) и0. 



Условие (1) можно представить в матричном виде, следовательно матрица 
К(Т) должна быть решением матричного уравнения 

к\ т) = щ т) к (т) к(Т) м[с( т)\ а Т). (Г) 
Требуется доказать, что матрица К"Х[^(Т)\ где функция %(Т) обратная 
относительно функции 2(0, удовлетворяет уравнению (1'). 
По [5], гл. 1,2 имеем 

[К-*(1)У = -К-Ч!) К'(1) К-Щ, 

из этого вытекает 

{К~1[С(Т))у = -К-ЩТ)]К'[С(Т)]К-ЩТ))аТ) = 

=- -К-ЩТ)) {М[С(Т)) Щ(Т)] - К[С(Т)] ЩТ) -~^ }К-ЩТ)) ((Т) = 

= ЩТ) К-*[С(Т)] - К-ЩТ)] М[С(Т)) С(Т) 

и уравнение (!') удовлетворено. Остается доказать, что решение ^(Т) систе
мы (Лп) тождественно с решением О(Т), это значит, что оно удовлетворяет 
н / тем же начальным условиям. Но 

щт0) = к-*(Со) "о = к-\с0) к(10) ^0 = ^0, ч. т. д . 

Замечание 3: Если предположения теоремы 1,3 удовлетворены, то линейно 
независимые решения преобразуются по теореме 1,1 в линейно независимые. 
(Если бы они преобразовались в линейно зависимые, то по замечанию 1 
мы получили бы при обратном преобразовании линейно зависимые решения, 
что противоречит предположению.) 

Лемма 5: Пусть фундаментальная система ^],(Т), / = 1, 2, ..., п, реше
ний системы (Лп) преобразуется в фундаментальную систему и{]/(1) решений 
системы (ап), так что 

иЩ = К(1) ЬТЦ7Ш (*) 

Тогда К(1) = со(0 й~1[2(/)], где 

/ < ( / ) . . . и?Щ /*7<ДГ) ..^Г(Т)\ 

«>(*) = [ , ^(Т) = \ . 
\ 4 1 ) ( 0 . . . « ? } ( 0 / \ ^ 1 , ( Л ..-и(пп)(Т)1 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Равенство (*) можно представить в виде 

Пг[иЩ] ==: К(1) Нг{№\Щ]} 

(см. лемму 2). Тогда 

| ЩиЩ] = ЛГ(*) | Щ{т»[Щ]}, 

так что «(0 - #(*) й[2(0]. 
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Так как ^(Т) регулярная, утверждение леммы вытекает из умножения 
последнего уравнения справа на матрицу ^~~^{7^(^)\ 

Замечание 4: Из леммы 5 вытекает, что для элементов матрицы К(1) 
имеет место 

а<*(0 - - й р ( 0 Г ' 

где И7(Г) = |-Й(-Г) | и определитель И7^^, Т) получаем из определителя 
\У(Т) заменой Ахгой строки матрицы й(Т) 1-той строкой матрицы со(1). 

Предположим теперь, что система (Ап) тождественна с системой (ап). 
Функция 7(1) пусть отображает интервал I С / на интервал I С /, данную 
внутреннюю точку 10 е Ь на внутреннюю точку 70 е I. Мы имеем систему 

Л 

<4(0 = 2 М О */*(0 - М2(0] 2'(0 «у(01 (3) 

или в матричном виде 

ЛГ'(0 - ЛГ(0 К(1) — N(0 ЛГ[2(0] 2'(0- (3') 

Если Ъ'(1) непрерывна в г и а(4 произвольные постоянные, то из леммы 1 
следует, что для данной функции 7(1) в интервале I существуют и одно
значно определены функции а^(1) начальными условиями осцс(10) = ос°ш как 
решения системы (3). Из этого следует, что существует и однозначно опре
делено начальными условиями К(10) -= А 0 решение N(2) матричного урав
нения (3'). 

Заметим, что теперь все теоремы, леммы 4,5 и замечания 2, 3, 4 имеют 
место и в том случае, если система (Ап) тождественна с системой (ап), но 
их новой формулировкой мы не будем заниматься. В частности, если пре
образование решений системы (ап) удовлетворяет теореме 1,3, то получаем 
регулярное линейное преобразование пространства решений системы (ап) 
на себя. 

2. В этом абзаце мы будем рассматривать случай трёх уравнений, частные 
случаи общего преобразования и их связь с [2]. С начала выберем подходя
щий канонический вид системы трёх уравнений: 

(аг) х' = М(1) х X == ЩТ) X, (1 3 ) 

где 
/0 а(г) 0\ /0 А(Т) 0 \ 

М(1) = \Ь(1) 0 с(1)\, ЩТ) = \В(Т) 0 С(Т)\. 
Щ1) е(1) 0 / \П(Т) Е(Т) 0 / 

Рассмотрим достаточные условия, при которых можно систему (а3) привести 
к виду (а3). 

а) Пусть а13(1) === 0. Тогда получим вид (а3) подстановкой 

уг(1) = е^ а«®й1Х1(1). 

б) Пусть а13(1) Ф 0 в интервале /. Заменяя компоненты у2, у3 мы можем 
предполагать, что а12(1) Ф 0 в интервале /. Пусть существуют непрерывные 
производные а'12(1), а{3(1). Тогда получим (а3) подстановкой 
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Vl(t) = eJan(WtXl(t) 

y,V),ji^^\%(t)-^ai™-^}%w 
al2(t) 

У 3(1) = о Я . " «„<0 1 3,(0. 

В дальнейшем мы будем предполагать, что элементы матриц Л/(0, -У(-Г) 
непрерывны в интервалах /, / и что в этих интервалах решения систем 
(<73), (Л3) определены однозначно начальными условиями вида (а*), (^4*). 

Чтобы упростить следующую запись, обозначим 

(а,(0 а2(/) а3(/)\ /а 1 0 а 2 0 а30\ 

01(0 0.(0 0.(0 , #о 0ю 020 0зо • 
У 1(0 У.С0 Уз(0/ \Ую У20 Узо/ 

Систему (1) можно теперь выразить следующим образом 
«;(0 = -ВЩ1)] 7/(1) «2(0 - 1Л7Ш 7/(1) «3(0 + я(0 01(0 
с4(0 = -ЛЩ1)] 7/(1) у,(0 - ВД0] 2'(0 «з(0 + «(0 02(0 
«:;(0 = -С[2(0]2'(0а 2 (0 + «(00,(0 
#(0 = -«[/(01 7/(1) /32(0 - />[2(0] 2'(0 0,(0 + й(0 «.(0 + с(0 ь(0 
0.(0 ВД0] 7/(1) 0,(0 - ВД0] 7/(1) 0,(0 + 6(0 «2(0 + Ф) 7.(0 (4) 
0.(0 = С [2(0] 2'(0 0,(0 + Щ) «,(0 + с(0 у,(0 

у;(0 =• -«[2(0] 2'(0 у,(0 - />[2(0] 2'(0 у,(0 + -.(0 «1(0 + е(0 01(0 
у2(0 = ВД0] 2'(0 У1(0 /-[2(0] 2'(0 7,(0 + Щ «2(0 -: е(0 02(О 

Уз(0 - -С[2(0] 2'(0 у,(1) + о?(0 «з(0 -. е(0 0,(0 
Замечание 5: В системе (1), значит и в системе (4), имеем /г2 уравнений 

и /г2 -V 1 неизвестных функций, итак можно одну из них избрать до некото
рой степени произвольно. Очевидно, если избрать больше чем одну функ
цию, то получим специальное преобразование, которое выражает связь 
между решениями систем дифференциальных уравнений. Эти уравнения 
уже пет произвольные, но их коэффициенты должны удовлетворять каким-
то условиям. 

Будем рассматривать специальное преобразование, когда а2(0 = аз(0 — 
= 0. Из третьего уравнения (4) вытекает, что для а(1) + 0 имеем тоже 
0з(О ~ 0- Матрица К(1) в этом случае треугольная и система (4) имеет вид 
[функция ах(1) обозначена через ос(1)]: 
а'(1) = а(1) 0г(1) 

0 = - Л [2(0] 2'(0 а(0 + « ( 0 0.(0 

0[(О = - В [ 2 ( 0 ] 2'(0 0.(0 + 6(0 «(0 + Ф Ух(0 
0^0 = -АЩ1)] 2'(0 01(0 + С ( 0 У . ( 0 

О = -С[2(О]2'(О0.(О + Ф)Уз(0 г ы 

уЙО = - В Д 0 ] 2'(0 У2(0 - -О[2(0] 2'(0 Уз(0 + т «(0 + *(0 0ЛО 
УЙ0 = -А[Щ] 240 Ух(0 ~ ^[2(0] 2'(0 Уз(0 + е(1) 0,(0 

УЙ0 = - С [ 2 ( 0 ] 2 ' ( 0 У . ( 0 
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В дальнейшем мы будем предполагать, что для I е /, Те1 имеет место 
а(1) Ф 0, с(1) Ф О, Л(Т) Ф О, С(Т) Ф 0, что существуют их непрерывные 
производные до третьего порядка включительно и функции Ь(1), е(1), В(Т), 
К(Т) имеют непрерывные производные 1-ого порядка. 

Будем рассматривать уравнения 

{Z,0 + ^Q\Z(t)\Z'Ңt) •- l o , ( 0 (Q, co) 

{?, T}л _cĄC(T)ì ţҢT) - i ß (T ) , (o>, O) 

гдe oбoзнaчeнo 

1 Z'(t) 3 Z"2(0 1 t(T) 
1 ' ' " 2 Z'(0 4 Z'2(0 ' t ' '• " 2 Ç(r) 

3 C2(T) 
T"£2(T)' 

_ 1 Ä(T) 2 AҢT) 1 c(T) 2 c2(7') 
1 ; " 2 A(T) 3 ,12(T) '" 2 c(T) 3 c2(Г) 

L Л(T)C(T) 
H A(Ť) C(T) ~ 

*, A(T)ß(T) _-C(T)E(T), 

1 a"(0 2 ŕ í '
2(0 1 с"(0 2 с'2(0 1 

Щ } "' 2 a(t) 3 я2(0 " 2 с(0 3 с2(0 H 
a'(t) c'(ť) 
a(t)c(t) 

2 «(0с(0 гг^М*)-

Замечание 6: Функции со(г), Х2(7") очевидно непрерывные и имеют тоже 
непрерывные производные в интервале /, /. Тогда по [2] существует инте
грал 2(1) уравнения (О, со), который отображает интервал I С /на1 интервал 
I С /, имеет производную 4-ого порядка и который определенный началь
ными условиями 

Ц1„) = 2 0 , 2'(1,) = 20(ФО), 2"(-в) = 2 0 , (2*) 

где г0 б/, Ъц е / , 2о(фО), 2 0 произвольные данные. 
Введем еще обозначение 

1 \2а'(1) , с '(0] „ 1 | 2Л(Г) С(Г) 1 

^ - - з [~Ж~ ~г Ж}' { ) 3 [-ЦТ) + С(Т) \ 

^-'^Р(^}+^-+аа)Ьи)+с(1)еа) 

(?(Т) -^[ър(Т)^1 + _Щ I ,1(7') В(Т) + С(Т)Е(Т)] 

г(1) = ^ а(1) 6(0 а(1) 1/(1)- а(1) с(1) 4(1) 

ЩТ) = !_Щ А(Т) В(Т) - А(Т) В(Т) - А(Т) С(Т) П(Т). 

13 



к(1) = о/(1) - г(0 | 3/9(0 (/(О - 2/?3(0 + р"(г) 

Н(Т) = 6(Т) — н(Т) +гР(Т)^(Т) - 2Рз(Г) +/>(Г) 

Очевидно, что в интервале /, / функции р(1), Р(Т) имеют непрерывные 
производные до 2-ого порядка включительно, функции ^(^), ^(Т) имеют 
непрерывную производную 1-ого порядка и функции г(1), Я(Т) непрерывны. 
Мы видим, что тогда имеет место 

"(0 = | [/7(0 - />2(0 - - Р'Ш ЩТ) - | ЩТ) - Р*(Т) - Р(Т)\ (6) 

Теорема 2,1: Пусть ^(Т) решение системы (А~) определенное начальными 
условиями ^(Т0) = II0, коэффициенты систем (~а3), (Аг) удовлетворяют 
условиям 

Н(1) = О, Н(Т) » 0 (7) 

и пусть имеют место следующие формулы (8): 

„,*-\/ а^<1) 1 

и К.4«[2(0]С[2(0]Я'(0 

«0-4И2<"12'<'>-'<"^"1)^?)Ж ' «[Z(01 c[Z(0] Z'(0 

B.«--W)]\r~<*'(t)c(t) 
PiK ' a(t) \ A*[Z(t)] C[Z(t)] 

Vi(t) = --^- {{P\Z(ť)]+ P[Z(t)] + Q[Z(t)]+ A[Z(ť)] B[Z(ť)}} Z'\ť) 

%{PW)]7At)-P(t)~ m 

1 + 

+ P2(t) - [p'(t) + *>(t) + a(t) 6(0] - ^\P[Z(t)] Z'(ť) -p(t) - I Ц j -

{P[Z(t)} Z'(ť) - 2p(0} Ц j — - 2P[Z(0Ы0 Z'(0 

, 1 Z"\ť)V\j a\t)c(t) " 1 
^ 2 Z' 2 (0/ V A*[Z(t)]C[Z(tj]Z' 2 Z'*(ť)f V A2[Z(0]c[Z(0]Z'(0 

A[Z(t)] S À[Z(t)} 

a(0+(0 XWffi {) + [ (h "w ~ W 
v*) = 4 [??! {4ílSTÍ Z'(O + 2^z(oi m - ^ - 2P(t) 

Ш\V' a 

5'(0 / Г Л2[Z 

«(0 с(0 

Z'(oiM2[Z(01c[Z(0] 

У з 1 ; а(0 с«) " ~ У А\Щ] С[2(1)] ^ 

где 2(1) является решением уравнения Ш, со), определенным начальными 
условиями (2*). Тогда существует интервал I С /, в котором и(1) опреде
лено уравнением 

и(1) = ЛГ,(0 Щ2(1)] (9) 
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г Д е % 

/«(О О О \ 

* • ( * ) - 0х(О /МО О 
\У1(0 у-(0 у-(0/ 

есть решение системы (а3), определенное начальными условиями и(10) — 

= *.(*,) г/0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о : Простой подстановкой убедимся, что элементы 

матрицы К0(1) определенные формулами (8) вместе с решением уравнения 
(О, со) удовлетворяют системе (5). Тогда утверждение теоремы вытекает 
из замечания 6 и теоремы 1,1. 

Теорема 2,2: Пусть для дюбого решения И(Т) системы (Л3), существует 
решение и(Ь) системы (я3), так что имеет место (9), %0, 7У0 Ц= О, Ъ"0 

произвольные постоянные и системы (а3), (А3) удовлетворяют условиям (7). 
Тогда элементы матрицы К0(1) определены с точностью до постоянного 
множителя формулами (8) и фукнция 2(1) удовлетворяет дифференци
альному уравнению (О, со). Можем взять то решение уравнения (О, со), 
которое определено начальными условиями (%*). Если и(1) [с7(Г)] опре
делено начальными условиями и(10) = гг0 \11(Т0) = ^0], то матрица 
К00 начальных условий для К0(Ь) должна удовлетворять условию и0 = 
= к0^0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : По теореме 1,2 элементы матрицы К0(1) должны 
удовлетворять системе (5). Для большей сжатости мы в этом доказатель
стве будем пропускать обозначение переменной I. 
Из 1-ОГО уравнения (5) получаем 

Рг = ^«', (Ю) 

из 2-oгo 

Л - ^ Z Ч (И) 

С(Ъ\ 
из 5-ОГО уз = Ъ'($2 и по (11) получаем 

Л - « Л (14 

Из 4-ого уравнения (5) получаем у г — и из этого по (10), (11) 

1 ГГл(2) Т 2,4(2) ,) 

Из 8-ого уравнения получаем 

1 | Г О Д ОД Т ОД ОД ,| 

Сравнивая правые части уравнений (13), (14) получаем 

_ . _ _ [ 2_ I — — 2 л ( 2 ) 2 ' _ _ _ ) 2 ' о_11 
г : 3 [ а + с ' ' ,1(2) ОД Я \ 
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и из этого 
12С 1 

==* V: А\7)С(7) 7' ' 

где к произвольная постоянная. Если взять к = 1, то получаем первую 

7;' 1 
формулу (8). Тогда имеем а' — Р(7,) 7' р — — - а. 
Из уравнений (10), (11), (12), (13) теперь получим формулы (8) для функций 
Дю /̂ 2т Уз» Уг- Функцию у г получим из третьего уравнения (5). Если под
ставить функции []2, уг, у2, уз в седьмое уравнение (5), то получим, что 
функция 7(1) должна удовлетворять дифференциальному уравнению (й, со). 
Подставляя полученные формулы в шестое уравнение (5), мы получим 
уравнение Н(7)Ъ'г = к, которое удовлетворено ввиду (7). Утверждение тео
ремы о начальных условиях вытекает из замечания 6 и теоремы 1,2. 

Замечание 7: Очевидно | А'0(/) | = /г3 и для формул (8) | К0(1) | == 1. 
Замечание Н: По [2] относительно решения 7(1) уравнения ф, со) суще

ствует обратная функция С(/), которая является решением уравнения 
(со, ̂ ). Связь между производными функций 7(1), ^(Т) выражается форму
лами (т) (2). 

Теорема 2,3; Решение V(Т) системы (А3), рассматриваемое в теореме 2,1, 
удовлетворяет в интервале / по отношению к решению и(1) системы (#3) 
обратному соотношению 

ЩТ) = К0(Т) и\С(Т)], 

где С(Т) является решением уравнения (со, й ) и 

/«(Г) о о \ 
ХАТ) = ШТ)МТ) о , 

\ит) НТ) п(Т)! 
и алкменты этой матрицы удовлетворяют следующим формулам (8): 

У~ЩТ)С(Т) ' 1 
tt(T)]c[£(T)]t(T) 

i . , , , ^ , ^ D /^ umy A*(T)C(T) H T) = ^ {P[C(T)] Č(T) - P(T) f$] y - W ^ -^ 

o(Ts __ <MT)] \rt\ij~~fy 
M ) ~A(T) Y^(f)]c[C(T)] 

ÝI(T)= j(fYc(fj[{pi[ar)] 'r P'[C(T)] +0^iT)] +4C(T)]b[i:(T)]}črn + 

-! P*(T)-r[P(T)+í)(T)+A(T)fí(T)] jpj{p\t(T)]t(T)-

P(T) - -|Jj} - {p[C(T)] t(T) - 2P(T)} | ^ | - 2p[C(T)] P(T) í'(T)+ 

i l2Ml \ V A*(T)C(fj~ J 
r 2 Č%T))ya^(T)]c[C(T)]č(T) 
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= m _ 4C(r)] f ^ r ) ] ^ _(?') 
y.(-r) ~ A{T)C(T)\ a[C(T)) t ( 7 ) +"/nC(OU(/) 4 ( r ) 

гPmJШ\fa 
Ă~T)Č(Ť) 
щт)]C[:(T)) 

з 
- m _ a[Í(T)]_c[C(T)] \/ A*(T) C(T) 
. 3 . ' . - " i ( f ) c ( f ) ~ l a*[t(TJ]c(~(T)y{ '-

[Значит, II(Т) является решением и удовлетворяет начальным условиям 

щт0) = ^ 9 . ) 
Д о к а з а т е л ь с т в о : Простым вычислением (используя замечание 7) 

убедимся, что матрица К0[Х(1)\ обратная по отношению к матрице К0(1), 
и утверждение теоремы вытекает тогда из теоремы 1,3 и замечания 8. 

Рассмотрим теперь значение уравнений (7) и их связь с дифференциаль
ными уравнениями 3-го порядка. 
а) Пусть имеем уравнения 
(со) у'" + 2со(1) у' + со'(1) у = О У + 20(Т) У + ЩТ) У - 0. (О) 
Если привести эти уравнения к системе [полагая у(1) = хг(1), у'(1) = х2(1), 
у"(1) = *,(.), У(Т) = Х-(7'), У(Т) = Х,(Г), У(Т) = Х3(Т)), то получаем 

x[ = _C 2 xx — x . 
(ČÖ) X2 = rз X, = X, (û) 

Æ3 = —(õ'(І) xг — - 2cЪ(ť) x2 X, = ~Ű(T) X- - 2ҖT)Xг. 

Mы пoлyчaeм co(ť) = 5(í), û(Зn) = _(T), p(.) = P(T) = o, 9 (0 = | o ) ( 0 , 

Q(T) = | ß ( T ) , /•(.) = = Č5'(0, ВД -- Q(T). Из этoгo cлeдyeт, ЧTO CИCTЄMЫ (čõ), 

(й) удовлетворяют условиям (7). При преобразовании по теореме 2,1 мы 
имеем 

« ( 0 = ^ 7 ) , '-<«>=• " # - | . - М * ) - 1 ' 

У1(о = {адо] 2-(о - -(о + 1 -Ц}} - ^ , 

У&) = -Щу Уз(0 = 2'(0. 

Таким образом мы имеем определенное преобразование решений дифферен
циальных уравнений (со), (й) в виде 

2/(0 = Г | Ц ] , 2/'(0 = - -Щ- У[Щ] + -_-Ш 

,чо«{над <̂о - цо + ̂ | | } } ™ -Ц> *ад + 
+ _.'(0У[2(0]. 
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Если еще рассмотреть начальные условия (/_*) и начальные условия для 
решений уравнения (__), то из теоремы 2,1 получим теорему 2,1 [2]. 

б) Рассмотрим теперь обратную задачу: Если систему (а3) привести 
к дифференциальному уравнению 3-ьего порядка но отношению к 1-ой 
компоненте, то получим [полагая хг(1) = х(1)} уравнение 

хм V 3/7(0 хГ + 3(7(0 х' + г(1) х = 0. (15) 

Это уравнение мы можем по [6], 1, гл. II, §4 привести подстановкой 

3 

_(0 = Уа2(0 с(0 г/(0 

к виду 

2/" + 3_'_.) />»(0 -/»'(*)] +2/И0 -3р(0?(0 +2/. .0 -р"(0] = 0 , 
значит 

г/" + 2о.(0 2/' Ь 2/ИО - 3_ (0 д(0 I" 2_ »(0 - . "(01 = 0. (16) 

_Ь итого вытекает, что смысл условий (7) заключается в том, чтобы уравне
ние (16) и аналогичное уравнение для системы (А3) были самосопряжен
ными. 

П р и м е р: 

Рассмотрим системы уравнений 

_ ; = 1,(1) х, X. = э(7')Хг 

(_) г_-=2с(0а_ -1-26(0*, X, = 2С(7')Х1 +2В(Т)Х3 (X) 

а_-- с(0.т2 Х , = С(7')Х2 

Здесь имеем с_(0 = ^ - | ^ - 240 -(0, А»о(0 щ . 

9о(г) = т'(0 ~ _ -_$г ~ т 6 ( 0 с(0, Го(0 = 2[//(0 с(0 ~1,{1) сШ 

и легко проверить, что условия (7) удовлетворены. Решение системы (X) 
тогда преобразуется на решение системы (х) таким образом, что имеет 
место (с точностью до постоянного множителя): 

_/л ___ _ _ _ «/л * _*'(*> В[Ц1)]Х'(1) 2Щ 1 
" ^ _?[2(0] Х'(1) ' Р~(1> В'[2(1))\ Ь(1) В[2(1)] " 2 ' ( 0 / 2'(0'" 

л т - 1 т __ / ___) ВД,- г'{1) - 2 " ( г ) \2 _ _ 
Р " ' ' у ц ; " 4 . ( 0 Д [ 2 ( 0 ] 1 6 ( - ) " ВД0Г _ 2 ' ( 0 1 2'(0 ' 

_ 1 17/(0 ВД0] 2'(0 2'(0\ . , Л _ ___01 7 „ Л 

и 2(0 решением уравнения (_?0, „»„). 
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Легко убелимся в том, что системы (х)у (X) имеют решение 

МО \ [У\(Т) \ 
\2уг(()уЩ 2УХ(Г)У.(Г) 
\у|(0 / \У1(Т) I 

где 

•"-(Eg)- ^ - ( ? g ) 
являются решениями систем 

( а ) Г/1'=- &(0У» У х = В(Т)У2 

У'г-с(1)у1 У 1 = - С ( 7 ' ) У . 

По [3] можем решение системы (У!) преобразовать в решение системы (а) 
уравнениями 

У1(0 = «(о У-гад 

у2(0 = у ( 0 ^ х [ 2 ( 0 ] + й ( 0 ^ [ 2 ( 0 ] , 

где с точностью до постоянного множителя имеем 

а(1) У В[Ц1)}]/\-Щ'\' /(1) 26(0 I Ь(1) ' В[Щ] 

г°(г) \ л/~ЩГ 1 т _ 8 г п 7 , 1/-ВД0] 1/127̂ -, 

~ тщ\ УщЖУГШ' {) " § ' г ~М0~ К1 ( 0 ' 
и /(2) решением дифференциального уравнения (Ь1У1) [3], но это (О01 со0). 
Наконец мы убедимся в том, что в действительности имеет место (с точ
ностью до постоянного множителя) 

«(0 = 5^(0, /3,(0 = 25(0 КО, /?«(0 = 5(0 5(0 ( = 1), 

У 1 (0 = у2(0, ?2(0 у(0 5(0, у.(0 = 52(0-

Замечание 9: Мы рассмотрели специальный случай преобразования 
систем (а3), (А3)у когда эти системы имели канонический вид (а3), (А3) 
и когда ос2(1) = а3(г) = /?3(0 = 0. Мы могли избрать другой канонический 
вид, или рассмотреть другие специальные преобразования на основании 
других требований, но этим мы теперь не будем заниматься. 

3. Если систему (А3) отождествить с системой (а3), то теоремы 2,1, 2,2 
и 2,3 описывают преобразование решений системы (а3) в решения той-же 
системы, а именно в виде 

2/(0 = К(1) и[Ц1)1 
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где элементы матрицы К(1) определены следующими уравнениями (17): 

«(0--Н/ "г{1)фУ 1 

К) У а-[ЭД с[.?(01 г1'(1) 

ш :{1)[р\тут- т ^ШУдаЖзта 
_ т а [ а д Я | / а^)с(0 
' 2 и «(о \ аг/т<гш 
у.(0= й(0

1

с(0({/>2[2(0] ! />[ад-| '"1 (̂01 I а[^(0]!42(0]}г'Ч0 4 

Ь />2(0 1/>'(0 + <»(0 ! «(О Ь(1)} а

а^ [р[Щ] 2'(0 - /о(0 -1,'(|} 

{р[2(0]2'(0 - -/'(О)^'} -2/^(01^0^(0 + 

1 Z"»(0\ : j/ a*(t)c(t) 1 

2 Z'«(0 / \ «2[Z(t)] c[Z(OJ Z'( (O 

a[Z(0] f «[Z(0] 2 ( ř ) . <*'(0 
7 2 ( 0 " a(0 r(0 l «|Z(01 ( 0 ' ; l ( )l ( ) P { ) a(t) 

) / ' a\í)c(t) 
Va*[Z(t)]c[Z( 

Z"(t) 
Z'(t) \ \ a*[Z(t)} c[Z(t)} 

_ а[2(1))с[Щ])/- аЩ~с(1) 

и функция 2(/), отображающая интервал I С / на интервал V С /, опреде
лена начальными условиями (2*) (10 б/, 2 0 б/, 2(" Ф 0, %0 произвольные 
числа) и является решением уравнения 

{2, 1} + 1 «,[2(0] 2'«(0 - _• о,(0- (со, ш) 

Преобразование по теореме 2,1 при наличии предположений теоремы 2,3 
есть линейное регулярное преобразование пространства регаеиий системы 
(<73) на себя. Если обозначить его А, то имеем 

и(1) А - К(1) и[Щ]. 

Пусть и/к)(1) (к — 1,2, 3) три линейно независимых решения системы (аг). 
При этом всякое решение у(1) этой системы можно представить в виде 

з 
у(1) -г. >̂ ск и(к)(1), где с}{ постоянные. Тогда тоже 

и(к)(1)А = _ ^ а н и ^ ) , (18) 

где аы(к, / 1, 2, 3) удобные постоянные. 
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Матрица А = (аы) — это матрица линейного преобразования А отно
сительно фундаментальной системы решений и(к\1) и ввиду регулярности 
А имеем | А \ + 0. Мы теперь найдем вид фундаментальной системы 
решений системы (а3), для которой А имеет канонический вид. Таким обра
зом нас будут интересовать нормальные решения, это значит решения ^(^)} 

для которых имеет место 

Ц<*>(г)А = 8^<к)(1) (к - 1 , 2 , 3). 
Из равенства 

:, 
1/00(1) = V а,}11(1\1) 

1:1 

получаем, что коэффициэнты сск1 удовлетворяют системе 

(аг1 — $*) оск1 + а21оск2 + а31оскз = 0 
аг2^к1 + (а22 ~~ зк) оск2 + а32акз = 0 (19) 
« 1 3 ^ 1 + «23^2 + (а33 — «*) оскз = 0 

Из этого следует, что 8к должны быть корнями характеристического 
уравнения преобразования А 

| А — зЕ | - 0. (20) 

Лемма в. Пусть их(1) первая компонента решения системы (а3), а(1) + 0, 
с(1) + 0 и существуют непрерывные производные щ(1)у а"(1), Ь'(1), с'(1) 
в интервале /. Тогда это решение системы (а3) имеет вид 

'иг{1) 

1 .,„ а'(I) / / ч Ъ(1) 

и ( р Г 1 ( 0 " " « 2 ( 0 Ф ) М 1 ( ° " Ф ) М 1 ( ^ 
Д о к а з а т е л ь с т в о : Простой подстановкой мы убедимся, что три опре

деленные таким образом функции их{1), и2(1), и3(1) являются решением 
системы (а3). При этом надо использовать тот факт, что иг(1) удовлетворяет 
уравнению (15). Если иг(1), й2(1), й3(1) являются тоже решением системы (#3), 
то из 1-ого уравнения (а3) следует, что а(1) и2(1) = а(1) й2(1) и так как а(1) + 0, 
имеет место й2(1) = и2(1) и из 2-ого уравнения (а3) следует, что й3(1) = и3(1). 

В дальнейшем мы будем рассматривать преобразования пространства 
решений (а3) над полем вещественных чисел. 

Пусть теперь Г(1) функция имеющая непрерывную производную 4-ого 
порядка, и удовлетворяющая функциональному уравнению • 

Р[Щ] - Р(1) = 1, Р'(1) Ф 0. (Р) 

Определим вспомогательную функцию §(1) ф 0 уравнением 

§[Щ] = ?(0 5 ? п 5 

и предположим, что эта функция имеет непрерывную производную 3-го 
порядка. 
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Лемма 7. Функция Ф(1) = %(1) ]/а2(1) с(1) -штр: г де г = 1п | 5 | обладает 

свойством а(*) Ф[ГА(1)) = зФ(1), где ос(1) определено в (17). 

• Р'(1) 
Д о к а з а т е л ь с т в о : Из уравнения (Р) вытекает Р[2(1)] = у .- и о вер-

ь (I) 
ности леммы можно теперь убедиться простой подстановкой. 

Функцию Ф(1) называем по [1] функцией Флокс, сопряженной с системой 
(а3) и с корнем .V. 

Теорема 3,1. Пусть характеристическое уравнение (20) имеет действи
тельный корень 5. Тогда система (<73) имеет нормальное решение ^(^), 
которое можно представить в виде 

[ / , ( 0 = Ф(1)л(1) 

^ - ( 0 = ^[Ф'(1)л(1)+Ф(1)л'(1)] 

íl.(0 = 

a(t) 

1 
a(t) c(t) \ 

Í20'(O-

ф " ( i ) " í ( 0 ф'{t) a(t)b(t)Ф(t) n(t) + 

o'(0 
a(t) 

Ф(t) л'Џ) + Ф(0 я"(o! 

(21) 

где тг(̂ ) функция, имеющая непрерывную производную 3-го порядка 
и удовлетворяющая тождеству л[/^(/)] = л(1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Так как 5 является корнем характеристического 
уравнения (20), то существует нормальное решение системы (аъ), для кото
рого имеет место равенство I? (I) А = зЬ(1). Тогда для 1-ой компоненты 

имеет место а(1) (I г[2,(1)] = $1?г(1). Частное —~ ~- = л(1) является таким 

образом инвариантом при подстановке Ъ(1) вместо независимо переменной 
и 1-ую компоненту I/х(1) нормального решения можно представить в виде 
иг(1) = ф(1) л(1). Компоненты V2(1) и &\(1) решения ^(^) получим на 
основании леммы 6. 

Теорема 3,2. Пусть характеристическое уравнение (20) имеет три разных 
действительных корня $* (I = 1, 2, 3). Тогда существует фундаментальная 
система нормальных решений 11,{\1) системы (<з3), которую можно пред
ставить в виде 

^'/'(0 = Фт т(1) 

+ 
\ (22) 

+ [2Ф;(О - ^ ' ( | Ф.(О] ««'(0 + *«(0 <(1)} 

где Фг(1) функция Флоке, сопряженная с корнем ^ и т(1) функции имеющие 
непрерывную производную 3-го порядка и удовлетворяющие тождеству 
Лг[Щ] = Лг(1). 



Д о к а з а т е л ь с т в о : Так как характеристическое уравнение (20) имеет 
корни $1, то существуют нормальные решения ^(^ (I) системы (а$), которые 
можно по теореме 3,1 представить в виде (21), т. е. (22), и которые по [7], 
гл. VII, $ 33, линейно независимы. Поэтому их можем выбрать в качестве 
фундаментальной системы. 

Лемма 8. Для совокупности подобных матриц А ранг матрицы А — Ш 
одинаковый. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Пусть матрицы А, А0 подобны. Тогда по основной 
теореме о подобии матриц [7], гл. XIII, §60, матрицы А — ХЕ, Л 0 — ХЕ 
эквивалентны. Тогда можно перейти от одной матрицы к другой при 
помощи конечного числа элементарных преобразований, но последние 
не меняют ранга матрицы [7], гл. II, §11. 

Теорема 3,3. Пусть характеристическое уравнение (20) имеет трехкрат
ный корень 50 и ранг к матрицы А — 80Е равен 0. Тогда существует фунда
ментальная система нормальных решений ^!^(^) (1 = 1, 2, 3) системы (аг), 
которую можно выразить в виде 

U_(t) = Ф0(í) щ(ť) 

um = щ[Фó(t)мt) + Ф0(t)яm 

Uf(t) 
1 f 

a(t) c(t) \ [«-«; Џфi(t)-a(t)b(t)Ф0(t) 

+ þФ„(o - Җ Ф0(O] <(t)+Ф0Џ) «:(.)} 

m(t) + 
(23) 

где Ф0(1) функция Флоке, сопряженная с корнем $0, и тц(1) функции, 
имеющие непрерывную производную 3-го порядка, удовлетворяющие 
тождеству 7ц\%(1)] = щ(1) и 

Wл(t) = 

лг(t) л2(t) л2(t) 

л[(ť) лó(t) л's(t) 

л[(t) л'2(t) лl(ť) 
Ф 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Так как к = 0, то коэффициэнты системы (19) 
равны 0. Из (18) следует, что существует фундаментальная система нормаль
ных решений ^ч (I) системы (а3), так что ^'^(I) А = $0(7'* (I). Всякое 
из них можно по теореме 3,1 представить в виде (21), т. е. (23). Определитель 
А(1) ( ф 0) этой системы равен 

A(t) _Фl(t) 
a_ť) c(ť) 

Wя(t) 

в теореме 3,3, является каждое 
и поэтому тоже УУЛ(1) Ф 0, ч. т. д. 

Замечание 10. В случае, описанно: 
решение системы (а3) нормальным. 

Теорема 3,4. Пусть характеристическое уравнение (20) имеет трехкрат
ный корень $0 и ранг к матрицы А — з0Е равен 1. Тогда существует фунда-
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ментальная система решений Ц<*\1) (г = 1, 2, 3) системы (а3), которую 
можно представить в виде 

uf (o = <P0(0 *<(0 

i/«»(í) - -^-[00(0 JW(0 + 0.(0 *.(0] 
ř2(řj 

W ) = a(t)c(t)\[0o{t) ~ aW <P'''(Í) _ a ( í ) Ht) *•<'>] **(0 

+ f 2<PÓ(0 - £ $ ^o(0] »«'(*) + 0.(0 <(-)} 

flJIH í = 1, 2, H 

í/i3,(0 = <P.(0 2(0 

4-
(24) 

Uf(t) 

Uf(ť) 

__1 
arø 

[ФÓ(0-(0 +Ф.(0z'(0] 

W-W ![ ̂  ~ ^ 0 W - a(0 ^ 0°{t)} ^ + \ ^^ 
[2*í(í) - ^ | *.(.)]-'(*) + .̂(O -*(«)} 

где Фо(0 функция Флоке, сопряженная с корнем $0, щ(1) (ь = 1, 2, 3) обла
дают непрерывными производными 3-го порядка и удовлетворяют тожде
ству тц[Щ] = я<(0, 2(0 "= ^з(0 + ^(0 2̂(0> и функция /'(О определена 
уравнением (Е). 

Доказательство: Так как ранг матрицы А — з0Е равен 1, то по лемме 8 
имеет одинаковый ранг и матрица А0 — з0Е, где 4̂ 0 матрица в каноническом 
виде подобна матрице А. Значит, существует фундаментальная система 
решений №{\1) (г = 1, 2, 3), для которой верно 

*7'<Х0 -4 - о̂(7
ч*Х0 для г = 1, 2 

г/'*Х0 А - *0[#
/3ХО + #(1'(*)]-

Решения ^(V(^), ^'2\^) нормальны и по теореме 3,1 их можем представить 
в виде (21) т. е. (24). Все остальные нормальные решения системы (а3) ли
нейно зависят от этих двух решений. Для ^{3\^) имеем 

а(0 1ГЯ.Щ] = а В Д ) + &?№ 

Функцию ^ ' ( О будем рассматривать в виде ^\1) = Ф0(1) 2,(1). Имеем 

«(0 С/«>[2(0] = а(0 Ф0[Щ]х[Щ] 
и тоже 

а(0 Щ3№)] = *о[Фо(0 2(0 + *.(*) я,(01-

24 



Сравнивая правые части этих уравнений и используя лемму 7, получим 
42(0] == 2(0 + я̂ СО- Функция л3(1) = 2(0 ~~ -Р(0 ^а(0 является инвариан
том при подстановке Ъ(\) вместо независимо переменной, потому что 

щ[Z(t)] = z[Z(t)] F[Z(t)] щ[ZЏ)] = z(0 + лгЏ) 

= 2(í) — FЏ) nг(ť) = тx3(t). 
[ғџ)+ i w o = 

Из этого вытекает, что с7(/}(̂ ) можно выразить в виде ^{^)(^) = Ф0(0 [^з(0 + 
+ 7̂ (0 ^ 2(0] и п о лемме 6 получим (25). 

Теорема 3,5. Пусть характеристическое уравнение (20) имеет трехкрат
ный корень з0 и ранг /г матрицы А — 80Е равен 2. Тогда существует фунда
ментальная система решений 1/({)(1) (/ = 1,2, 3) системы (<73), которую 
можно представить в виде 

U\Ңt) 

Uf(t) 

um 

Wo(ť)7tx(ť) +Фо(1)Я'Ш 

0o(t) 71,(1) 

1 

a(0 

{[®o(t) - ^ | ^ ó ( 0 - o(0-(0 <«>o(o]»i(0 

o'(0 
a(0 c(0 

+ [2ФÓ(0 

+ 

a(0 *o(o]»í(0 +#«(0».(0} 

(26) 

ř/<»(0 = <Po(0 *(0 

ílf (0 = җ l * í ( 0 *(0 + Фo(0 *'(0] 

W) a(0c(0\r°' (0 a'(0 
a(0 00(0 — a(t)b(t)0o(t) z,(0 + o(0]< 

+ [2ФÓЏ) - a^j- Ф„(O] -кo + ад ~,(o} 

(27) 

нри I — 2, 3, где Фо(0 функция Флоке, сопряженная с корнем $0, л{(1) 
(I = 1, 2, 3) обладают непрерывными производными 3-го порядка и удовле
творяют тождеству л{[%(1)] == -т*(0, 22(0 ^ г̂СО + ^(0 ^х(0» 2з(0 ~ ^з(0 + 

+ Ғ(0 гrs(0 + ғ(0 [F(t) - 1 ] лг^О, и функция Е(1) определена уравне

нием (Е). 
Д о к а з а т е л ь с т в о : Так как ранг матрицы А — з0Е равен 2, то по лемме 8 

имеет одинаковый ранг и матрица А0~з0Е, где А0 матрица в канони
ческом виде подобна матрице А. Значит, существует фундаментальная 
система решений ^(^)(^) (1 = 1, 2, 3), для которой верно 

Ц(1)(1) А = 80т)(1) 

тЩА = 80[^Щ +№Щ] 
тг)(1)А = $0[&щ +тщ\ 

Нормальное решение ^(V(^) можем по теореме 3,1 выразить в виде (21), 
т. е. (26). Все остальные нормальные решения системы (а3) линейно зависят 
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от 1Рг\1). Если теперь рассматривать функции 17(%\1)\ ^(3\^) в виде 
Ф0(1) 2,1(1) и = 1, 2, 3), т о применением приема из теоремы 3,3 [2] и из пре
дыдущей теоремы'3,4 получим выражения для г%(1), г3(1) по утверждению 
теоремы. Уравнения (27) получаем по лемме 6. 

Теорема 3,6. Пусть характеристическое уравнение (20) имеет однократ
ный корень $! и двухкратный корень $2, и ранг к матрицы А — з2Е равен 1. 
Тогда существует фундаментальная система нормальных решений ^(^\^) 
(1 = 1, 2, 3) системы (из), которую можно представить в виде 

U<"(0 

um 

W) 

[Ф[(l) „г(t) + Ф,(t) щ(t)] 

0,(0 *i(0 
1 

o(0 

1 í 

o(0c(0l 

Í2*,'(0 -

*í(0 
a'(t) 
a(ť) 

Ф[(t) — a(t)b(t)Ф i(0 Ui (0 + 

^ * I W ] « Í ( O + *>W-;W} 

i (28) 

U«'(0 = Ф.(0 »(0 

W ) = - i - [*-(0 ».(0 + Ф8(0 я.(01 

Uf(t) 

+ 

a(t)c(t)\ 

faфffl -

a'(t) 
a(t) 

0'2(t) - a(t)b(t) 02(t)\„i(t) + Щt) 

^Џф*(t)]<(t) + Фг(t)щ(t)} 

(29) 

при ь = 2, 3, где Ф*(г) функция Флоке, сопряженная с корнем ^ (г = 1, 2) 
и функции яДг) (г = 1, 2, 3) обладают непрерывными производными 3-го 
порядка и удовлетворяют тождеству ;тгг[2(/)] = щ(1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Так как ранг матрицы А — з2Е равен 1, то по 
лемме 8 имеет одинаковый ранг и матрица А0 — з2Е, где А0 матрица 
в каноническом виде подобна матрице А. Значит, существует фундаменталь
ная система нормальных решений ^'^\^) (1 = 1,2, 3), для которой верно 
1/(1\1) А = з^(1\1) и 1Г<*(1) А = 821ГЩ для г = 1, 2 3. По теореме 3,1 
можно все эти решения представить в виде (21), т. е. (28) и (29). 

Теорема 3,7.. Пусть характеристическое уравнение (20) имеет однократ
ный корень 6*! и двухкратный корень з21 и ранг к матрицы А — 82Е равен 2. 
Тогда существует фундаментальная система решений ^^^)(^) (г = 1, 2, 3) 
системы (а3), которую можно представить в виде 

U[Ңt) 

u(ł(t) 

Фt(t) щ(ť) 
1 

o(0 [*J(0 щ(t) + Фi(t) яí(01 

U<M - ЩW){[Ф'^ -a$Пt)-a(t)Ь(t)Фt(ђ]щ(t). 

+ [ 2 m ~ Iffi Ф i ( í )] Я ' M + Ф < ( í ) я Ц 

(30) 
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(31) 

для I = 1, 2 и 

^ « ( 0 = Ф2(0 2(0 

^ ' ( О - ^ ^ Я О ^ О + Ф-Ю-ЧО] 

^ ^ = а ( 0 1 с ( о { [ Ф ^ " ^ а д " в « * ( 0 * . ф о + 

+ [2ФД0 - ^ | *.(0] -'(0 + *,(0 *"(0} 

где Фг(1) функции Флоке, сопряженная с корнем 8% (1 = 1, 2), функции 
Л{(1) (1 = 1, 2, 3) обладают непрерывными производными 3-го порядка и удо
влетворяют тождеству я,<[.2(*)] = Л{(1), 2,(1) = я 3(0 + ^(0 щ(*) и функция 
.Р(^) определена уравнением (/**). 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Так как ранг матрицы А — з2Е равен 2, то но 
лемме 8 имеет одинаковый ранг и матрица А0 — $2Е, где А0 матрица 
в каноническом виде подобна матрице А. Значит, существует фундамен
тальная система нормальных решений Цч\1) (1 = 1, 2, 3), для которых 
верно &Щ А = *№'*(*) Для I = 1, 2 и #'»'(0 Л - 82[&Щ + 1/'*Щ. 
Решения №*\1) (ь = 1, 2) нормальны и уравнения (30) получаем по теореме 
3,1 и лемме 6. Для получения уравнений (31) надо использовать прием из 
доказательства теоремы 3,4. 

Замечание 11. В вещественном пространстве решений системы (а3) 
существует всегда по крайней мере одно нормальное решение, которое 
можно представить но теореме 3,1 в виде (21). 

Если рассматривать комплексное пространство, то при определении 
функции Флоке уравнением 

<p(o = Moi(ö-5-
•>rF(t) 

( О ' 
где г = 1п 5 (главное значение логарифма), остают все теоремы из абзаца 3 
верными и исчерпывают все возможные случаи решений характеристичес
кого уравнения (20). 
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S H R N U T I 

O TRANSFORMACÍCH Ř E Š E N Í SOUSTAV 
LINEÁRNÍCH D I F E R E N C I Á L N Í C H ROVNIC 

PRVNÍHO fiÁDU 

STANISLAV TRÁVNÍČEK 

V 1. ěásti je řešen problém vzájemné transformace řešení soustav (An) 
a (an) ve tvaru (2). 

Ve 2. části se uvažuje zvláštní případ těchto transformací pro soustavy 
(a3), (AB), tří diferenciálních rovnic, je-li matice K(t) trojúhelníková. Podmínky 
řešitelnosti této úlohy jsou uvedeny do souvislosti s [2]. 

V 3. části je uvedeno použití Floquetovy funkce, definované podobně jako 
v [1], na určení tvaru fundamentální soustavy řešení soustavy (a3). Diskutuje 
se kvalita kořenů charakteristické rovnice (20) a hodnost matice A — sE. 

ZUSAMMENFASSUNO 

ÜBER DIE TRANSFORMATIONEN DER LÖSUNGEN 
DER SYSTEME VON LINEAREN 
D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G E N 

1. ORDNUNG 

STANISLAV TRÄVNICEK 

Im ersten Teil wurde das Problem der gegenseitigen Transformationen der 
Form (2) von Lösungen zweier Systeme (An) und (an) behandelt. 

Im zweiten Teil wird ein Specialfall dieser Transformationen für Systeme 
(A3), (ö3) dreier Differentialgleichungen untersucht, falls die Matrix K(t) von 
besonderer Form ist. Der Autor zeigt den Zusammenhang der Bedingungen 
der Lösbarkeit dieses Problems mit [2], 

Der dritte Teil bringt eine Applikation der Floquet'schen Funktion, die 
ähnlich wie in [1] definiert wurde, zur Bestimmung der Form des Fundamental
systems von Lösungen eines Systems (a3). Gleichzeitig wird die Qualität der 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung (20) und der Rang der Matrix 
A — ĵg diskutiert. 
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