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1966 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS. 
FACULTAS RERUM NATURALIUM. TOM 21. 

Katedra algebry a geometr i-
Vedoucí katedry: prof. RNDr. Josef Metelka 

U Ž I T Í Z O B E C N Ě N É VĚTY J O RD A N - H O L D E ROVY 
V T E O R I I D I R E K T N Í C H S O U Č I N Ů 

M N O Ž I N S O P E R Á T O R Y 

L A D I S L A V S E D L Á Č E K 

(Došlo 18. června 1965) 

Úvod 

V této práci předpokládám znalost základních pojmů a vlastností z teorie 
množin a grupoidů s operátory stejně jako z teorie rozkladů, jak jsou uvedeny 
v pracích [1], [2] a [27]. Přesto však pro lepší přehled uvedu alespoň nejdůleži­
tější definice a věty. Definice budu značit písmenem D a vety písmenem V. 

1. Množiny s operátory 

Úmluva 1/1: V celé práci uvažujeme jen neprázdné množiny. A X JB značí 
kartézský součin množin A a B. 

D 1/1: a) Nechť G je daná množina a Q množina operátorů. Nechť každé 
uspořádané dvojici (a, co), a e G, co e Q, je přiřazen určitý prvek b e G, což 
zapisujeme aco = 6. Pak říkáme, že množina G má obor operátorů Q, což zna­
číme symbolem GjQ. 

b) Neprázdná podmnožina A množiny G/Q se nazývá přípustná, když platí 
AQ <=• A, kde AQ značí množinu všech součinů tvaru aco, kde a e A, co e Q. 

c) Prvek e e G se nazývá přípustný, když platí {e} Q = e. Místo {e} Q píšeme 
pouze eQ. 

Z definice je patrno, že množina G s oborem operátorů Q je univerzální 
algebra, jejíž systém operací Q obsahuje pouze unární operace. Proto si také 
zachovávají platnost všechny pojmy a věty z práce [28], jen místo o univerzální 
algebře mluvíme o množině s operátory, místo o faktorové algebře o přípustném 
rozkladu, místo o podalgebře mluvíme o přípustné podmnožině. Pojem řetězce 
faktorových algeber nahradíme pojmem řetězce přípustných rozkladů, pojem 
deformace pojmem /^-zobrazení atd. Proto také je možno v tomto smyslu 
použít výsledků dosažených v práci [28]. 

D 2/1: Nechť A je neprázdný systém neprázdných, po dvou disjunktních 
podmnožin v GjQ a nechť pro každý prvek á e i a každé co e Q platí aco <= 
<=• b G A. Definujeme-li á ° co — b právě tehdy, když aco c /). j>ak říkáme, 

že Á je přípustný rozklad a píšeme ÁjQ. Je-li přípustný rozklad A takový, že 
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každý prvek z G leží v některém prvku rozkladu J , říkáme, že A je přípustný 
rozklad na množině GjQ. 

Označíme-li symbolem s/1 sjednocení (součet) všech prvků á systému A a je-li 
A přípustný rozklad v GjQ, pak sA je zřejmě přípustná podmnožina v GjQ. 
Důležitými rozklady jsou extrémní rozklady GjQ, a sice největší Gm&x a nejmenší 
rozklad Gm[n, jež jsou přípustné ([27], str. 37) a které nazýváme také triviální. 

D 3/1: a) Nechť B je neprázdná podmnožina a A rozklad v G. 
a) Obalem množiny B v rozkladu A. rozumíme množinu všech prvků á z A, 

které jsou incidentní s B. Obal B v Á značíme B c Á nebo A Ij B 
b) Průsekem, množiny B s rozkladem A rozumíme množinu všech neprázdných 

průniků jednotlivých prvků a z A s množinou B. Průsek značíme B TI Á 
nebo Z í~l B. 

c) Nechť A, B jsou rozklad}?- v G. Rozklad A(B) nazýváme zákrytem (zjemně­
ním) rozkladu B(A), jestliže každý prvek z Á je součtem několika prvků z B 
a současně každý prvek z B je částí některého prvku z A. Tento vztah zákrytu 
resp. zjemnění označujeme A ^ B nebo B ^ Á. 

D 4/1: Nechť A => B jsou přípustné podmnožiny v GjQ. Řetězcem přípust­
ných rozkladů od A do B nebo kratčeji přípustným řetězcem od A do B rozumíme 
konečnou posloupnost o a (Ss 1) přípustných rozkladech Kx, K2, . . . , Ka 

v G\Q, které mají tyto vlastnosti: 
a) Kx je rozklad na A, 
b) K,+1 leží na nějakém prvku rozkladu K, pro i <y fS a — V 
c) B je prvek z Ka, tj. B e Ka. 
Takový řetězec označujeme [K] = K_ -> K2 -> . . . -> Ka nebo pouze [K]. 

Délkou řetězce [K] rozumíme počet a jeho členů. Je-li Člen K/+1 vlastní pod­
množina v K,, pak Ky se nazývá podstatný clen. Jinak se nazývá nepodstatný. 

I) 5/1: Nechť A je přípustný rozklad v GjQ a podmnožina B nechť je 
prvkem v Á. Položíme sÁ = A. Pak elementárním řetězcem..přípustných rozkladů 
od A do B nad A nebo kratčeji přípustným elementráním řetězcem nad A rozu­
míme řetězec přípustných rozkladů od A do B, [K] = K_ -> K2 ->._..-> Ka 

té vlastnosti, že pro 1 ^ y ^ a člen K, je zákrytem rozkladu A., = Á f ] K„, 
kde K., = s/C, Kx = A. 

D 6/1: Přípustným zjemněním [K] přípustného řetězce [K] od A do B 
v 6r/,Q rozumíme řetězec přípustných rozkladů od A do B, [Iť] = Ř1X - > . . . - > 
-> Ki_j_ -> Ií 2 1 -> . . . -> K2č2 -> • • • -> ňffjj, takový, že částečný řetězec [Ky] = 
= K/]L -> . . . -> K//?, je přípustný elementární řetězec od K., do K,+1 nad Kr 

V těchto vzorcích /?_, /?_, . . ., jó»y jsou přirozená čísla. 

D 7/1: Dva přípustné řetězce [K], [L] od A do B resp. od O do I3 nazýváme 
adjungovamé, když 

a) mají stejné konce, tj. /I = C, B = D 
a 

b) každé dva členy K,. Zr_ z [K] resp. z [B] jsou adjungovány vzhledem 
kde K,+1 = sK,+ 1 resp. k Ld+X = sL ( H 1 , tj. když pro y = 1, . . . , a, d = 1, . . . , 
fi platí vztahy K,+1 n L\m ^ 0 a s (L\.+1 r_ Kr D A ) = s(K r + 1 C. A [1 #-,)> 
kde Ka+1 = li, LJ+X = D. 
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D 8/1: Nechť d je zobrazení množiny GjQ do množiny G*jQ takové, že pro 
každé a e G a každé co e Q platí, že (da) co = á(aco). Pak říkáme, že d je Q-zobra-
zeni množiny GjQ do G*jQ. Je-li d prosté .Q-zobrazení GjQ na G*jQ, pak říkáme, 
že množiny G a G* jsou Q-ekvivalentní, což značíme symbolem GjQ <—> G*jQ. 
Je-li da = a*, píšeme také a <—> a*_ 

Je známo ([1], str. 43), že rozklad G na GjQ, příslušný k .Q-zobrazení d mno­
žiny GjQ na G*jQ, je přípustný a í2-ekvivalentní s G*. Přitom každý prvek 
á z Gje množina právě všech prvků a z G, které se v zobrazení d zobrazí na 
týž prvek a* z G*. 

D 9/1: Buďte A => B, G "=> D přípustné podmnožiny v GjQ a [K] = KL -> 
-» . . . -> Ka přípustný řetězec od A. do B, [L] = Lx-> .. , Ls přípustný 
řetězec od C do D. Existuje-li prosté zobrazení i členů řetězce [K] na členy 
řetězce [L] těchto vlastností: 

a) je-li i{K,,} = {Lň}, pak existuje prosté í2-zobrazení i., rozkladu Ky na 
rozklad Ló 

a 
b) i {Kv+1} = {L^+J pro 1 ^ y fS a, 1 iS ó í£ /?, pak říkáme, že i je silné 

zobrazení řetězce [K] na řetězec [L] a že řetězce [K] a [L] jsou £?-ekvivalentní. 
Pro řetězce rozkladů platí zobecněná věta Schreierova: 
V 1/1: Každé dva adjungované přípustné řetězce [jí], [L] v množině GjQ 

mají í2-ekvivalentní zjemnění. 
Její důkaz je proveden v [28] (str. 62) pro univerzální algebry a speciálně 

pro množiny s operátory v práci [29]. 
D 10/1: O množině G s oborem operátorů Q říkáme, že je jednoduchá vzhledem 

ke svému prvku a, když pro každý přípustný rozklad G na, G platí buď a) G- = 
= GmAX nebo b) a e G. Říkáme také, že O je v tomto případě relativně jednoduchá 
množina. Je-li množina GjQ jednoduchá vzhledem ke každému svému prvku, 
pak říkáme, že je jednoduchá. 

Zřejmě množina GjQ je jednoduchá právě tehdy, když Gmax a Gmin jsou 
jediné přípustné rozklady na G. Podobně pak definujeme přípustný rozklad Á 
jednoduchý vzhledem k podmnožině B e A, tj. relativně jednoduchý rozklad resp. 
jednoduchý přípustný rozklad. 

D l l / 1 : Nechť [K] = K1->... -> Ka je přípustný řetězec od A do B 
v GjQ, jehož každý člen K7 je jednoduchý rozklad vzhledem ke Ky+i, a nechť 
každý člen řetězce [K] je podstatný. Pak [K] se nazývá kompoziční řetězec 
podmnožiny A vzhledem k B. Platí-li A = G, B = {e}, kde e je přípustný prvek, 
pak [K] se nazývá kompoziční řetězec množiny GjQ. 

Pro kompoziční řetězce platí zobecněná věta Jordán-Holderova, jejíž důkaz pro 
univerzální algebry je obsažen v práci [28] (str. 63) nebo pro množiny s operá­
tory v [29]: 

V 2/1: Nechť [K], [L] jsou přípustné adjungované kompoziční řetězce pří­
pustné podmnožiny A vzhledem k přípustné podmnožině B v GjQ. Pak řetězce 
[K], [L] jsou .Q-ekvivalentní. 

2. Direktní součiny množin s operátory 
D 1/2: Nechť Ax, A2, . . ., Aa, G (a přirozené číslo) jsou množiny s obo­

rem operátorů Q a nechť pro každý prvek (ax, a2, . . ., aa) e (Ax x A2 X 
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X . . . X Aa) = Ala] a každé co e Q p la t í (ax, a2, . . ., aa) co = (axto, a2co, . . ., 
aa(o). Je-li 67/Í7 množina í7-ekvivalentní s množinou (̂ 4- X A2 x . . . X Aa)\Q, 
v níž je násobení operá torem definováno shora u v e d e n ý m způsobem, p a k 
ř íkáme, že množina G/Q je direktním součinem množin A JQ, A2\Q, . . ., AJQ. 
a píšeme G/Q <-* (Ax X A2 X . . . X Aa)/Q. 

Snadno se dokáže vě ta 
V 1/2: Nechť G/Q «-> (Ax X. A2 X . . . X Aa)/Q. P a k v 67 existuje p ř í p u s t n ý 

prvek e t e h d y a jen tehdy, když v každé množině A, existuje p ř í p u s t n ý prvek et 

(i = 1, . . ., a) takový, že e <-> (e x , e 2 , . . ., e a ), což značí, že v pros tém í7-zobra-
zení d množiny G/Q n a ( ^ x x A2 X . . . X Aa)/Q je de = ( e l 5 e 2 , . . ., ea). 

I) 2/2: Nechť d je prosté L7-zobrazení množiny 67/Í7 n a (Ax x A2 x . . . X 
X Aa)/Q. Definujeme nyní zobrazení d, množiny G/Q n a AJQ t a k , že da = a ( 

t e h d y a jen t e h d y , když da = (ax, . . ., at, . . ., aa). P a k d, n a z ý v á m e Q-pro-
jekcí množiny 67/Í7 n a množinu AJQ a prvek a, n a z ý v á m e p r ů m ě t e m p r v k u a 
do At. Ř í k á m e , že í7-projekce dL je i n d u k o v á n a zobrazením d. 

V 2/2: Nechť d, je Í7-projekce množiny G/Q na AJQ, k t e r á je i n d u k o v á n a 
p r o s t ý m Q-zobrazením d množiny 67/Í7 n a (Ax X A2 x . . . X Aa)/Q = 
= GJQ. P a k p la t í : 

a) d, je í7-zobrazením 67 n a A,, 
b) rozklad 67, n a 67, příslušný í7-projekci d,, je př ípustný a í7-ekvivalentní 

s At, 
c) rozklad 67, je L7-ekvivalentní s p ř í p u s t n ý m rozkladem 67," n a 67', jehož 

prvky a, jsou t v a r u á[ = Ax X . . . X A,-x X {a} Al+X X . . . X Aa, 
á) podmnožina a, všech prvků z 67, k teré se v d, zobrazí n a týž prvek a, 

z A,, je ekvivalentní s podmnožinou a,, k t e r á je p r v k e m rozkladu 67(. 
D ů k a z : a) P ř e d n ě k a ž d ý prvek a, z A, je obrazem alespoň jednoho p r v k u a 

z 67. Nechť da = (a-, . . ., a,, . . ., a a ) , d ( a = a,. P a k (da) co = (ax, . . ., a,, . . ., 
aa) co = (axaj, . . . . ato>, . . ., aaco) = d(aco), a proto podle D 2/2 plat í (d,a) co = 
= atú> = d,(aco) pro každé co e Q. 

b) Tvrzení je správné, j ak je dokázáno v [27], str. 43. 
c) Snadno se dokáže, že 67,' je p ř í p u s t n ý rozklad, k t e r ý je zřejmě í7-ekviva-

lentní s A,, a t e d y t a k é s rozkladem 67, vzhledem k b). 
d) Poněvadž d je prosté í7-zobrazení 67 n a 67' = Ax X . . . X Aa, obsahuje 

podmnožina d, právě všechny t a k o v é p r v k y x z 67, pro něž plat í áx = (x1, . . ., 
x,-~x, a,, xl+x, . . ., xn), kde prvek xx probíhá celou množinu A.K a a, je l ibovolný 
p e v n ý prvek z A,, i, x = 1, . . ., a, i ^ x. P a k zřejmě v rozšířeném pros tém 
í7-zobrazení d platí, že áát = á[ = (Ax x . . . X {a} X . . . X Aa) a množiny 
a ( , á[ jsou ekvivalentní . 

Důsledek 1/2: Nechť 67/Í7 <e-> (Ax X . . . Aa)/Q a nechť d je prosté í7-zobra-
zení 67 na (Ax x . . . X Aa). P a k zobrazením d a množinou ^4£ je indukována 
právě j e d n a í7-projekce d ( . T y t o í7-]>rojekce tvoří úplný systém (d l 5 . . ., d a } 
přís lušný k S3^stému {AJQ, . . ., AJQ}. 

1)3/2: Nechť G\Ú *-* (Ax X . . . X Aa)/Q a nechť d( jsou i7-projekce 
i n d u k o v a n é prostým í7-zobrazením d množiny 6/ n a (Ax x . . . X An), i = 1, 
. . . . a. P a k ř íkáme, že př ípustné rozklady Gx, . . ., Ga, příslušné k í7-projekcím 
dx, . . . . d a , tvoří úplný .si/šlem přípustných rozkladů na G/Q příslušný k systému 
{AJQ, ..., AJQ}.' 

J a k je známo ([1], str. 30), nejmenším společným, zákrytem rozkladů A, B 



množiny G rozumíme t a k o v ý společný z á k r v t [ t ^ ž e r Q ^ ^ - ^ j e j i o h 

společný zákryt (7 platí (' ^ [/í, Bl. J«oU-li\T, B p ř ípus tné rozklady n a G\Q, 
p a k t a k é [/l, Jí] je p ř í p u s t n ý rozklad n ; i g ( [ 2 8 J ) s t r . 43 nebo [29]). P o d o b n ě 
; ' , ; l h •>/'>'"',/., ' j i j . s t - 3 3 ) rozladů j , B množiny G rozumíme 
t a k o v é společné zjemnění (,i, Zž), že pro každé jiné jejich společné zjemnění I) 
plat í (A, Ji) ž Z). Jsou-li A, B p ř ípus tné rozklady na G\Q, pak také (A, B) 
je p ř í p u s t n ý rozhlad n a G ([28], str. 44 resp. [29]). 

D 3/2: Nechť G\Q <-+ (Ax x . . . X < ) / £ = <?7.Q a nechť {£ . , . . . , £ J je 
úp lný systém př ípustných rozkladů n a Q, j e g přísluší k sys tému {.4t, . . ., /1J . 
P a k p la t í : 

a) Nejmenší spo lečný zákryt [Gt, GK] = G , t, x = 1, . .., <x, i -£ x. 
b) @t> &y. J s o u doplňkové rozklady pro t --=-*. t, x = 1, . . ., a. 
c) Největš í společné zjemnění (Gx, G2, . . ., Ga) = 6? m i n . 
D ů k a z : a) Nechť n a p ř . t < x a á[ — Ax.x . . . X {a,} X . . . X Ax X 

X . . . X Aa, b\ = Ax X . . . X {!3,} X . . . x Ax X . . . X Aa jsou libovolné 
prvky z rozkladu 6y,' a x'.K = Ax X . . . x At X . . . X { Í P J X . . . X A,x libo­
volný prvek z í7^. P o n ě v a d ž a ( , 6, jsou prvky z /!,, ÍCX je prvek z ^ l x , zřejmě 
plat í a[ n a£ # 0, 6,' n a^ 7^ 0 . J e t e d y každý prvek a[ z O' incidentní s kaž­
d ý m prvkem x'x z rozkladu 6/̂ .. Exis tuje t edy vazba každého p r v k u á[ z O,' 
s k a ž d ý m p rvkem b[ z G[ vzhledem k G'y_, a proto podle definice a kons t rukce 
ne jmenšího společného z á k r y t u rozkladů |Oř', G'x ([1], str. 30), je [G't, G'y] 
= G m a x . Poněvadž plat í G <-> G7', 6Y, <-> O/, 6^ <-> 6^ v témž pros tém i2-zobra-
zení d množiny G(Q n a G'\Q, je rovněž [ $ , , (?J = Gmax pro Í ^ «, i, x = 1, 
. . . . a. 

b) J a k víme ([ ! ]) , str. 41), rozklady A, "B množiny G n a z ý v á m e doplňkové, 
když k a ž d ý prvek á z A je incidentní se všemi p r v k y rozkíadu H, k t e r é leží 
v t émž p r v k u u e [A, B] j ako prvek á. Podle a) je [Gt, Gx] = Gmax a podle 
d ů k a z u části a) je k a ž d ý prvek ázG incidentní s k a ž d ý m p r v k e m áy z Gy pro 
i Ť£ x, i, x = 1, . . . , a. Tím je tvrzení dokázáno. 

c) Jak. jsme již řekli, jsou každé dva prvky á( z Gt, áK z Gy incidentní . 
Podle [3], str. 44 existuje právě jedno největší společné zjemnění G = {Gx, 
. . ., Ga) p ř í p u s t n ý c h rozkladů Gx, . . ., Ga. Nechť nyní je G ^ Gmiri. P a k v G 
existuje alespoň jeden prvek á, k t e r ý obsahuje alespoň dva různé p r v k y x, y. 
Nechť x <-> (xx, . . . xa), y <-> (yx, . . ., ya). P a k p r v k y (xx, . . ,, xa), (yx, . . ., yj 
se liší alespoň v jedné složce, např . x( -^ y,. P a k však podle definice rozkladu G[ 
p a t ř í p r v k y (xx, . . ., xa) a (yx, . . . ?/a) do různých prvků x[, y[ z G[. P o t o m 
t a k é p r v k y xt, ?/, z Gt jsou navzájem různé, a t e d y p r v k y x^y p a t ř í do různých 
p r v k ů rozkladu G, což je spor s předpokladem. J e t e d y (Gx, . . ., Ga) = Gnún. 

3. Direktní rozklady množin s operátory 

D 1/3: Ř í k á m e , že množina G\Q je direktně rozložitelná, existují-li množ iny 
Ax, . . ., Aa s oborem operátorů Q takové, že p la t í : 

a) G\Q je i rektním součinem těchto množin, t j . G\Q *-+ (Ax X . . . X 
X Aa)\Q, 

b) k a ž d ý rozklad Gt z úplného sys tému p ř í p u s t n ý c h rozkladů {Gx, . . ., Oa}, 
příslušného k sys tému {Ax, . . . , AJ, je různý od Gmn, t j . G\ ^Gmin pro 
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Mluvíme t a k é o direktním rozkladu množiny GjQ. V opačném př ípadě ř í k á m e , 
že množina G\Q je direktně nerozložitelná. 

Snadno se dokáže vě t 
V 1/3: Množina GjQ je d i rektně rozložitelná t e h d y a jen t e h d y , existují-li 

množinv AJQ, . . ., AJQ t akové, že 
a) G\Q <->' (Ax x . . . X Aa)\Q, 
b) žádná z íj-projekcí d, úplného systému, k terý přísluší k sys tému {AJQ, 

. . . . AJQ], není prosté .Q-zobrazení. 
O d t u d snadno p l y n e : 
V 2/3: Nechť GjQ <-» (Ax x . . . X Aa)\Q je d irektní rozklad množiny. 

P a k a) a > 2. b) existují alespoň dvě množiny At, Ax, i ý= H, že pro jejich 
kardinální čísla p lat í card At-> 1, card Ay > 1. 

1) 2/3: Nechť Ax, . . ., Aa (oc>2) jsou př ípus tné, po d v o u doplňkové rozklady 
n a G\Q a nechť plat í 

a) nejmenší společný zákry t [At, Ax] = ~Gmax pro i -^ «, Í, % = 1, . . . . a, 
h) největší společné z jemnění (Ax, . . ., Áa) = Gmiri. 
Pak rozklady Áx, . . ., Aa n a z ý v á m e silně doplňkové. 

V 3/3: Množina O/.Q je d i rektně rozložitelná t e h d y a jen t e h d y , existují-li 
n a ní netr iv iá lní silně doplňkové př ípus tné rozklady Ax, A2. Je-Ii t o m u t a k , 
p a k je GjQ <-* (Ax x A2)\Q. 

D ů k a z : a) Nechť GjQ je d i rektně rozložitelná. P a k podle V 2/3 je a > 2 
a GjQ <-*• (B j X . . . X Ba)\Q. Protože p r o d i rektní součin p lat í zákon k o m u t a ­
t ivní a asociativní, existují množiny Ax, A2 s oborem operá torů Q t akové, 
že AJQ <-* (Bx x . . . x B)\Q, AJQ «-> ( B l + 1 x . . . X Ba)\Q, l ^ t < oc, 
pro něž p lat í podle V 2/3, že card Ax > 1, card ^42 > 1. P a k t e d y p lat í O/Í2 <-> 
*-* (-4X X A z) IQ a p ř í p u s t n ý rozklad (7( př ís lušný k .Q-projekci d ř množiny (Sy n a 
,4ř (t = 1,2) je netr iv iá lní . Podle D 1/3 je tot iž (?, # (?min- Avšak je t a k é 
Ot ^Gmax. K d y b y totiž bylo n a p ř . ,GX = Gm!>x, p a k je n u t n ě Ax množina 
t v o ř e n á jed iným p r v k e m , t j . card Ax = 1, což je spor s V 2/3. Podle V 3/2 
a D 2/3 jsou rozklady Gx, G2 silně doplňkové. Podle V 2/2 je Gt ^ e k v i v a l e n t n í 
s A,, t j . GJQ <-> AJ\Q,j = 1,2. J e t e d y GjQ <-> (Ax X A2)\Q <-* (Ax x A2)/.Q, 
položíme-li Ax = 6^, /1 2 = G2. 

b) Nechť AX_Á2 j sou netr iv iá lní silně doplňkové p ř í p u s t n é rozklady n a GJQ. 
P a k je ^ ^ A2, neboť v o p a č n é m př ípadě b y bylo (Ax, A2) = Ax =£ Gmhi. 
Abychom dokázali , že G je d i rektně rozložitelná množina, zřejmě stačí dokázat , 
že G\Q^>(AX X Á2)\Q. Označme át t e n prvek p ř í p u s t n é h o rozkladu AlS 

k t e r ý obsahuje prvek a z G. Definujme n y n í zobrazení d t a k t o : da =- (áx, á2) 
pro aG G, áxeAx, á2eA2. T o t o zobrazení d je zřejmě .Q-zobrazení G d o 
(Ax x Á2). Označíme-li «ř0co = b] (i = 1,2 ), aco = 6, p a k 6 e bt a pro zobra­
zení d p la t í j e d n a k cl(aco) = d& = (6 1 5 62) a j e d n a k (da) co = (d x , c i j ) ^ = 
= (Í710CO, á2oco) = (bx, h2). J e t e d y d(aco) = J d a ) co. 

Dále plat í , že d je p r o s t é z o b r a z e n í G n a (Ax X ^42)^ Nechť a, b j sou libovolné 
p r v k y z G, a e dt e /í,, b e bt EAt a nechť p la t í a t = 6 (, t = 1, 2. T o z n a m e n á , 
že a, b e áxe Áx, a, b e á2 e J 2 . P a k t a k é p r v k y a, 6 p a t ř í do téhož p r v k u a 
největšího společného zjemnění (Á_x, A2) rozkladů Ax, A2. P o n ě v a d ž Ax, A2 

jsou silně doplňkové rozklady, je (Ax, A2) = Gmm, a t e d y a = b. O d t u d p lyne, 
že každý p r v e k (áx, d2) e (Ax X A2) je obrazem nejvýše jednoho p r v k u aeG. 
N y n í dokážeme, že k a ž d ý prvek (áx, á2) e (Ax X A2) je obrazem alespoň 
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jednoho prvku aeG. Nechť aeá1eÁ1, b e á2e Á2. Poněvadž [A1, A2] =' 
= 67max, proto k prvkům a, b existuje prvek xeG takový, že] prvky a, x 
patří do téhož prvku á^ e Áx a prvky b, x do téhož prvku á2 e ^42. Pak podle 
definice zobrazení d platí dx = (áx, á2), a tedy prvek (áx, á2) e (Ax X Á2) je 
obrazem alespoň jednoho prvku x e 67. 

Konečně žádná z indukovaných .Q-projekcí d( množiny 67 na At není prosté 
zobrazení pro i = 1,2. Je-li da = (dx, d2), aeá, eAt, pak podle D 2/2 pro 
í3-projekce platí dxa = áx, d2a = á2. Protože každý prvek a 6 67 patří do 
některého prvku a,, proto Gx = Ax, 67 2 = A2 tvoří úplný systém přípustných 
rozkladů na G, které přísluší k systému {AX\Q, A2\Q). Přitom, je 671 ^ Gm n 
(i = 1,2), a tedy dř není prosté í2-zobrazení. Je tedy GjQ direktně rozložitelná 
množina. 

V 4/3: Každá jednoduchá množina GjQ je direktně nerozložitelná. 
Důkaz : Vzhledem k D 10/1 jediné přípustné rozklady na GjQ jsou právě 

jen Gmax a GmAn. Pak podle V 3/3 je G\Q direktně nerozložitelná. 
D 3/3: Množina GjQ se nazývá direktně zcela rozložitelná, je-li direktně 

rozložitelná a když pro každý faktor AJQ direktního rozkladu GjQ <-> (Ax X 
X . . . X Aa)jQplatí: 

c) AJQ je direktně nerozložitelná množina, 
d) card At > 1 pro i = 1, . . ., a. 
V tomto případě říkáme, že GjQ <-» (A1 x . . . X Aa)jQ je úplný direktní 

rozklad množiny GjQ. V opačném případě říkáme, že množina GjQ není 
direktně zcela rozložitelná. 

V 5/3: Nechť 67/Í2 <-> (Ax x . . . X Aa)jQ je direktní rozklad množiny G\Q 
a nechť pro každý faktor AJQ platí: 

a) At je jednoduchá množina, 
b) card At > I pro * = 1, . . . . a. 
Pak 67/J2 <-> (Ax X . . . X Aa)jQ je úplný direktní rozklad množiny 67/.Q. 
D ů k a z : Podle V 4/3 je každá jednoduchá množina direktně nerozložitelná, 

a tedy věta je dokázána. 
1)4)3: Nechť G\Q <-+ (Ax x . . . x Aa)\Q, HJQ <-> (Bx x . . . X B/?)/i? 

jsou direktní rozklady množin G\Q, H\Q. Nechť existuje prosté zobrazení i 
složek At direktního rozkladu GjQ na složky Bx direktního rozkladu H/Q 
takové, že když je i {A} = {BJ, pak množiny i , a £ , jsou í2-ekvivalentní. 
Potom nazýváme i silné zobrazení (At x . . . X Aa) na (Bt x . . . X B^) 
a říkáme, že direktní rozklady GjQ, H\Q jsou Q-ekvivalentní. Často klademe 
H =, 6̂ . 

4. Ěetězce rozkladů direktního součinu množin 

V1/4: Nechť G\Q <-> (Ax x . . . X Aa)\Q, eteAt, e e 67 jsou přípustné 
prvky takové, že e <-> (e l 5 . . ., ea). Nechť (7{ je podmnožina v 67, pro niž platí 
*-*. *^ ({eJ x • • • X {et_i} X At X . . . X Aa). P a k 67t je p ř í p u s t n á podmnožina 
a plat í 

G = 67, => 672 = > . . . => 67a => L7a + 1 = c (1.4) 

Přitom množina 67. je fí-ekvivalentní s (A4 X . . . X Aa)\Q. 
D ů k a z si snadno provede čtenář sám. 
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Nechť d je prosté í i-zobrazení GJQ n a (A, x . . . X Aa)[Q. N e c h ^ v r ° z s i r e ; 
n é m inversním .Q-zobrazení d " 1 p lat í Gt = d_ 1({ei} X . . . X {e,-i-( ' / 

X . . . X A a ) . Nechť d, je částečné prosté í i-zobrazení 67,/íi na ({ej * • • • * 
X {e._i} X A, X . . . X Aa)[Q a f prosté í i-zobrazení {{ex} X . . . ^ \ei-j) J 
X Atx . . . AJ/Í2 n a (.4, x . . . X Aa)[Q. P a k složené z o b r a z 1 1 1 f d< l e 

zřejmě prosté í i-zobrazení Gt n a (A, x . . . X Aa)[Q. 
Úmluva 1[4: Toto prosté í i-zobrazení Gt na (A, x . . . X Aa)[Q označíme 

d ( ř ) , t j . d(() = fd,, t = 1, . . . , a. 
V 2/4: Nechť d je prosté í i-zobrazení množiny G[Q n a {Ax x . • • * , «|' ' 

e ( e A ř , e e 67 př ípus tné prvky takové, že de = (e t , . . . , e a ) . N ° c ! l ť v = 

= (^({ef} X . . . X {etrX} X-A, X . . . X A a ) v rozšířeném prostci* 1 -Q-zohra­
zení d~L Nechť d ( ( ) je prosté Q-zobrazení GJQ na (A, X . . . X Aa)

 z ú m l u v y 
] ! .t {!,') :, př ípustný r o z k l a d n á Gt přís lušný íi-projekci d(,). ninoziny 
GJQ n a A,/íi. P a k p ř í p u s t n é rozklady G(l) tvoř í p ř í p u s t n ý řetězec od 6r do {e} 
t v a r u 

Gx = c7(1) --> 67(2) - . . . -> 67(^1, ~> (7 ( a ) = ( 0 j i n l n (2A) 

Ř í k á m e , že t e n t o řetězec přísluší sys tému {AX[Q, . . ., Aa[Q}. 
D ů k a z : P ř e d n ě GJQ <-> (A, x . . . X A t t)/íi = 67,'/í2. Podle Yr 2/2 p ř í p u s t n ý 

rozklad G(t) n a 67t, přís lušný k í2-projekei d(t)t, je í i~ekvivalentní s p ř í p u s t n ý m 
rozkladem (67,'), = 67('() n a G't . P r v k y rozkladu G'U) jsou t v a r u au) = ({&,} X 
X A ( + 1 x . . . X A a ) . Protože d ( í ) je prosté í i-zobrazení 67ř/í2 n a G't[Q, p a k 

v rozšířeném pros tém .Q-zobrazení d^ 1 množiny G\\Q n a GJQ p lat í d ^ a ^ = 
= (i(t)eG{l). Speciálně pro ě't] = ({e,} x Al+l . . . X Aa) p lat í , že_ du}eU) = 
= ě(t) = 67,+1 EGU). To plat í pro každé Í = 1, . . ., a, položíme-li 67-L = (7 

a ^a+i — W- Tím je v ě t a dokázána. 
Poznámka 1[4: Vš imněme si, že pro rozšířenou Q-projekci d(()( množiny Gt 

n a A, p la t í dU)t{Gt+1} = {e,}. 
V 3/4: Nechť d je prosté í i-zobrazení množiny G[Q na (A.T x . - • X Aa)[Q 

a nechť A,/íi je j e d n o d u c h á množina pro /, = 1, . . . , a. Nechť dále plat í 
p ř e d p o k l a d y a označení z V 2/4. P a k p ř í p u s t n ý rozklad 67(() n a Gf cr G je 
j ednoduchý, a t edy je j ednoduchý vzhledem k pomnožině 67, , e 67(/) pro 
i=l, . . ., a. 

D ů k a z ; Je-li cÍ(/) prosté í i-zobrazení množiny G(l) n a (A, X . . . X Aa), 
p a k p ř í p u s t n ý rozklad GU) n a 67,, přís lušný k i n d u k o v a n é m u íi-zobrazení d(,„ 
množiny 67, n a A,, je podle V 2/2 í i-ekvivalentní s At. Poněvadž At je jedno­
d u c h á množina, proto t a k é je G(t} p ř í p u s t n ý j e d n o d u c h ý rozklad. Protože podle 
d ů k a z u V 2/4 je Gl+1 p r v k e m rozkladu G((), p r o t o je GU) j e d n o d u c h ý rozklad 
vzhledem k množině 6r t ) 1 pro i = 1, . . . , a, kde Ga+1 = e. 

V 4/4: Nechť G[Q <-> (A x X . . . X A a ) / í i je d i rektní rozklad množiny G[Q 
a nechť A ř , t = 1, . . ., a, je j ednoduchá množina, pro niž plat í carcl A > 1. 
Nechť dále platí p ř e d p o k l a d y a označení z V 2/4. P a k 

a) G[Q je d i rektně zcela rozložitelná, 
b) řetězec (2.4) od 67 do {e} je komposiční řetězec. 
Důkaz: a) je správné podle V 5/3. 
b) Podle V 3/4 je k a ž d ý člen G(t) řetězce (2.4) od G do {e} př ípustná jedno­

d u c h ý rozklad vzhledem k G.+í. Zbývá dokázat , Že (2.4) je řetězec bez opa-
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kování . K d y b y však n a p ř . pro i < x bylo Gt = Gx, p a k b y bylo j e d n a k 
Gt <-> ({ej X . . . X { v J X A, X . . . Aaf<-> (A£ x . . ' . X A0), 67, <-> ({ej x 
X . . . X {e} 'X . . . X K- i} X Ax x . . . X Aa) <^ ({ej x . . . X {ex_x} x 
X AK X . . . X A«) a j ednak 67ř = Gx. O d t u d by plynulo (At x . . . X AX-XX 
X Ay X . . . X Aa) <-> ({e,} X . . . X {e^-J X i , X . . . X Aa). P a k b y muselo 

p la t i t {e,} <-> At, . . ., {ey-x} <-> A^-!, a t e d y b y muselo b ý t card A, = . . . = 
= card i ^ - j = 1, což je spor s p ředpokladem. 

V 5/4: Nechť GjQ <^ (Ax x ... x Aa)/Q = AM/Q, GjQ <-> (Bx X ... X 
X B.JQ = B^]jQ jsou direktní rozklady množiny G/Q a nechť A,, Bx j sou 

j e d n o d u c h é množiny, pro něž p la t í card A, > 1, card Bx > 1 pro i = 1, . . ., 
ot, x = 1, . . ., (3. Dále budiž e p ř í p u s t n ý prvek v 6', e <-> ( e 1 } . . ., eu) e A [ a l , 
e <-> (e\, . . ., e/y) £ B[fl] a 

[(7] = Í7(1) -> G(2} -> . . . -> 67(a_x) -> G(o) (2.4) 

p ř í p u s t n ý řetězec od 67 do {e}, přís lušný k {AxjQ, . . ., AajQ} 
a 

[H] = H(1) -> H(2) -> . . . - > H(^1} -> H^ (3.4) 

p ř í p u s t n ý řetězec od 67 do {e}, přís lušný k sys tému {BJQ, . . ., BJQ}. Jsou-li 
řetězce [67], [//] ad jungovány, p a k GjQ je d i rektně zcela rozložitelná a uvažo­
vané d i rektní rozklady jsou í2-ekvivalentní. 

D ů k a z : Množina GjQ je d i rektně zcela rozložitelná podle V 5/3. Podle V 4/4 
jsou p ř í p u s t n é řetězce [67] a [H] kompoziční řetězce od 67 do {e}, a t e d y podle 
V 2/1 jsou .Q-ekvi valen tn i . Exis tu je t e d y silné zobrazení i řetězce [67] na [H] 
takové, že když i {GJ = {H(y}}, p a k existuje prosté L7-zobrazení it rozkladu 67, 
n a H„ t a k o v é , že i, {67;Ll} = {/f+1}, i = 1, . . ., a. J e t e d y GJQ <-> H(JQ. 
Avšak podle V 2/2 je GJQ^AJQ, H(JQ <-> BJQ, a t e d y ÁJQ*->BJQ. 
Definujeme-li nyní zobrazení f složek A, n a složky Bx t ak , že f {A,} = {BJ 
právě t e h d y , když \{GJ = {U(x)} a (7<()<->Ař, H(y)<-+Bx, p a k f je silné 
zobrazení (Ax X . . . X Aa)[Q n a ( B t x . . . X Bft)/Q a v ě t a je dokázána. 

5. Direktní součiny grupoidů s operátory 

J e zřejmé, že všechny po jmy a výsledky z teorie direktních součinů množin 
s operátory, j ak jsou v práci uvedeny, se dají přenés t ve smyslu prací [1], 
[2], [4] a [27] na teorii grupoidů s operátory, j ak to bylo os ta tně do důsledku 
provedeno v práci [29]. T a k é výs ledky práce [28] zůstávaj í v p la tnos t i p ro 
grupoidy s operátory, j ak bylo dokázáno v práci [29]. To z n a m e n á , že mís to 
o množině s oborem operátorů mluvíme o grupoidů (5 s oborem operá torů Q, 
což značíme $>/&. P o d o b n ě místo o př ípus tném rozkladu mluvíme o p ř í p u s t n é m 
faktoroidu (S/.Q n a grupoidů ©/£>, místo řetězce p ř í p u s t n ý c h rozkladů uva­
žujeme řetězec p ř í p u s t n ý c h faktoroidu, místo direktního součinu množin 
s operátory p a k direktní součin grupoidů s operátory, místo ^-zobrazení 
uvažujeme .Q-deformaci, místo í2-ekvivalencc p a k .O-izomorfismu a td . Spe­
ciálně p a k plat í vě ty analogické k V 1/1, V 1/2 a V 5/4. 

D 1/5: Nechť [51, (i = 1, . . . , a) jsou př ípustné podgrupoidy grupoidů 
i&]Q. Nechť (5/L? je d i rektním součinem těchto grupoidů, t j . nechť 05/.Q <-> 
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«-*> (3h x . . . X 3 Í J / Í L Je-li £?-izomorfismus d grupoidu ©/£> n a (3h X . . . X 
X 3LJ/JQ dán předpisem áa = (al, . . ., a a ) t e h d y a jen t e h d y , když a = 
= <%% . . . aa, a e ©, a, e 31,, p a k ř í k á m e , že grupoid ©lí2 je vnitřním di­
rektním součinem s vým p ř í p u s t n ý c h podgrupoidů 31,/.Q a píšeme ©l.Q = 
= (31, X . . . X 3LJ/ÍL 

Je-li grupoid ©ljQ g r u p a s oborem operá torů, p a k v n i t ř n í d i rektní součin 
či rozklad g r u p y ©/Í2 je d i r e k t n í m součinem či rozk ladem g r u p y © v o b v y k l é m 
slova smyslu. V t o m t o př ípadě jsou 3f, p ř í p u s t n é n o r m á l n í p o d g r u p y v © 
a píšeme t a k é , že 

(3/Q = ( 3 h . . . 3ÍJ/L7 

V 1/5: Nechť 31 => 23, (S => T> j sou p ř í p u s t n é p o d g r u p y v grupě ©/.Q a nechť (£ 
je normáln í podgrupa v 31, T> normáln í podgrupa v (£. P a k p ř í p u s t n é faktorové 
grupjr 31/53, d / D jsou a d j u n g o v á n y vzhledem k p o d g r u p á m 23, X>. 

D ů k a z : P ř e d n ě 3l/z23, fihD jsou př ípus tné faktorové g r u p y ([27], str. 59) 
a pro levé rozklady plat í 31/^23=31/93, £ l / D = fi/D a průniky*3Í íl D, £ 0 S 
jsou p ř í p u s t n é podgrupy . J a k je z n á m o ([1], str. 184) jsou (31 n %>), (2 n 23) 
normální podgrupy v (31 n £ ) , a jsou t e d y (31 n T>), ((£ 0 23) navzájem za­
měnite lné. P a k faktorové grupy 31/23, (El3) jsou ad jungovány vzhledem 
k 23, X> ([1], str. 172) a v ě t a je dokázána. 

Uvědomíme-li si, že všechny př ípustné faktorové g r u p y n a grupě (&/Q jsou 
v y t v á ř e n y právě všemi p ř í p u s t n ý m i normálními podgrupami g r u p y (S/Q 
([27], str. 60), že © m n = ©/(£, kde (£ je j edno tková podgrupa v © a že grupa 
©l:Q je jednoduchá t ehdy a jen t ehdy , když ©m a x = © l© a ©m i n = ©lCč 
jsou jediné př ípus tné faktoroidy n a © (viz D 10/1), p a k vzhledem k větě 
V 1/5 d o s t á v á m e jako důsledek v ě t y V 5/4 t e n t o výsledek. 

V 2/5: Nechť ©/£> je d i rektně rozložitelná grupa, t j . nechť ©/£? = (3ti X 
X . . . X 31J/Í2 a nechť pro každou podgrupu 0 ,3l = (3h X . . . X 3í ř_1 x 
X 3I,+ ] X . . . X 3XJ platí , že (í)3l -ó e, t j . ©, = ©/("3l -£ ©,„ n pro i = 1, . . . , 
a. Nechť ©/£> = (23, X . . . X 23J/.Q je rovněž d i rektní rozklad g r u p y ©. 
Dále buďte 31,, 23x j ednoduché př ípus tné p o d g r u p y a card 31, > \, card 
23x > 1 (t. = 1, . . ., a, JÍ =- 1, . . ., (i). P a k grupa ®/.Q je d i rektně zcela rozlo­
žitelná a uvedené direktní rozklady jsou L7-izomorfní. 

To znamená, že a) podgrupy 31,, 93x jsou d i rektně nerozložitelné a b) existuje 
pros té zobrazení i faktorů 3lř n a faktory 23x takové, že když je i {3t,} = {23J, 
p a k 31,, 23x jsou .Q-izomorfní grupy. 

D ů k a z :' Položíme-li ©, = (31, X . . . X 3LJ, £ \ = (93x X . . . X 93J, i = 
— 1, . . . , a, x = 1, . . . , /?, pak 

[©] = ©x/©2 _> ©3/©3 _> . . . -> <50_,l®0 -> ©J{e} 
a 

["§] - 5 i l$2 > S 2 / £ a - > . . . - > ^ - i / 5 ř ? -> §,?l{e}, 

k d e ©. = © = 9)í jsou kompoziční řetězce od © do {e}, j a k se d á d o k á z a t 
([29], str. 134). Protože ©, = (3í, X . . . X 3 Í J , § x = ( © x X . . . X 93J jsou 
př ípus tné normální podgrupy v ©, proto © ( ( ) = ©, l© ( + ] a § ( x ) = §>J9>x+i 
j sou př ípus tné ad jungované faktorové g r u p y vzhledem k © ( + 1 , § x + r s při­
h l é d n u t í m k V 1/5. Oba řetězce [©], [§] mají stejné konce, a t e d y podle V 5/4, 
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D 3/3 a s přihlédnutím k tomu, že místo množin, rozkladů a í2-ekvivalence 
uvažujeme grupoidy, faktoroidy a í^-izomorfismus, je věta dokázána. 

Závěr 

Pro informaci bych chtěl říci, že uvedené výsledky z teorie direktních sou­
činů množin s operátory, jak jsme je v práci uvedl, jsou jen určitou částí 
práce [29]. Ke studiu direktních součinů je možno přistoupit i jiným způsobem 
než na základě teorie řetězců rozkladů. To bylo také učiněno v práci [29] 
a tím byl získán zase poněkud jiný pohled na tuto teorii. Chtěl bych jenom 
poznamenat, že z tohoto druhého hlediska byly direktní součiny v práci [29] 
studovány mnohem podrobněji. Bylo tak dosaženo některých výsledků, 
které jsou obecnější než jim odpovídající poznatky z teorie grup. Věty V 1/1 
a V 2/1 mají svůj název odtud, že v teorii grup v nich specializací dostáváme 
známou větu Schreierovu a Jordan-Holderovu pro normální a kompoziční 
řady. 
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Z U S A M M E N F A S SUN G 

A N W E N D U N G D E S V E R A L L G E M E I N E R T E N S A T Z E S 
VON J O R D A N - H Ö L D E R I N D E R T H E O R I E 

D E R D I R E K T E N P R O D U K T E V O N M E N G E N 
M I T O P E R A T O R E N 

L A D I S L A V S E D L Ä Ö E K 

in vorliegender Arbeit werden einige Eigenschaften der direkten Produkte 
von Mengen mit Operatoren mittels der Theorie zulässiger Zerlegungen und 
Ketten von Zerlegungen bewiesen. Die ganze Theorie kann man leicht auf 
die der Gruppoide übertragen, was auch in [29] geschehen ist. Sätze V 3/3 
und V 5/4 sind die wichtigsten Ergebnisse vorligender Arbeit. Der Satz V 5/4 
gibt dann in der Gruppentheorie den bekannten Satz V 2/5. Dabei möchte 
ich auch auf den verallgemeinerten Satz von Scheier (V 1/1) und den von 
Jordan-Hölder (V 2/1) für Mengen mit Operatoren aufmerksam machen, denn 
eben diese beiden haben den Beweis des Satzes V 5/4 ermöglicht. In der Grup­
pentheorie bekommt man durch Spezializierung von V 1/1 und V 2/1 den 
bekannten Satz von Schreier und den von Jordan-Hölder über Normalreihen 
von Untergruppen. Die Beweise dieser Sätze werden in der Arbeit [28] für 
Universalalgebren und in [29] für Mengen mit Operatoren durchgeführt. 
Weitere Eigenschaften der direkten Produkte von Mengen und Gruppoiden 
mit Operatoren, die reicher sind und von einem anderen Standpunkt aus 
untersucht werden, sind in der Arbeit [29] enthalten. Die vorliegende Arbeit 
setzt die Kenntnis der Grundbegriffe und (}rund n haften der Arbeiten [1], 
[2], [3], HO wie [27] und [28] voraus, trotzdem werden sie wichtigsten in § 1 
neuerwähnt. Im Folgenden werden die wichtigsten Definitionen und Resultate 
der Arbeit angeführt. 

I) 1/1 : Es sei G eine nicht leere Menge und Q ein nicht leeres System von 
Operatoren. Ks sei jedem geordneten Paare (a, co), a G A, O e Q, ein bestimmtes 
Element b e G zugeordnet, was wir mit am = b ausdrücken. Dann sagen wir, 
dass die Menge (1 den Operatorenbereich Q besitzt, was wir mit G\Q bezeichnen. 
Eine nicht leere l'-nleriih-mge A aus G\Q heisst zulässig, wenn A Q c. A gilt. 
Ein Element e E GjQ. heisst zulässig, wenn eQ — e gillt. 

V 1/1: (Eine Verallgemeinerung des Satzes von Schreier): Je zwei adjungierte 
Ketten [K] = K} -> K2 -> . . . -+Ka, [L] = L\ -> L2 > . . . -> Lß von zu­
lässigen Zerlegungen besitzen L7-äquivalente Verfeinerungen in G\Q. 

56 



V 2 / 1 : (Eine Verallgemeinerung des Satzes von Jordan-Holder): E s seien [K], 
[L] zulässige adjungierte Komposi t ionsket ten der zulässigen Untermenge A 
in bezug auf die zulässige Un te rmenge B c A in O/.Q. D a n n sind [K], [L] 
L7-äquivalent. 

D 1/2: Es seien Ax, A2, . . ., Aa, G(oc eine natür l iche Zahl) Mengen mit dem 
Operatorenbereich Q u n d es gel te für jedes E lement (ax, a2, . . ., aa) e 
e (Ax X A2 X . . . X Aa) u n d jedes co e Q die Beziehung (ax, a2, . . ., aa) co — 
= (axco, a2co, . . ., aaco). W e n n es eine eineindeutige ^ -Abb i ldung d der 
Menge GjQ auf die Menge (Ax X A2 x . . . X Aa)\Q gibt , so sagt man , dass 
GjQ ein direktes Produkt der Mengen AX\Q, A2\Q, ..., Aa\Q ist und m a n 
schreibt GjQ <-* (Ax X . . . X Aa)\Q. 

D 1/3: Unter einer direkt zerlegbaren Menge G/Q verstehen wir eine Menge 
G\Q, die so beschaffen ist, dass 

a) G/Q ein direktes P r o d u k t von AX\Q, . . ., Aa\Q, d.h. G\Q <-> (Ax x . . . X 
X Aa)\Q ist, 

b) jede Zerlegung Gt, die zu der .Q-Projektion von G\Q auf AJQ zugehört , 
von der kleinsten Zerlegung Gmin auf G verschieden ist, d. h. Gt 9-= Gmin für 
l = 1 , . . . , OL. 

V 3 /3 : Eine Menge GjQ ist d i rekt zerlegbar d a n n u n d nur dann , wenn nicht­
triviale, s t a rk komplementä re zulässige Zer legungen / ! x , A2 auf GjQ exist ieren . 
I n diesem Fal le gilt die Beziehung GjQ <—> (Ax x A2)jQ. 

D 2 / 3 : E ine direkt zerlegbare Menge GjQ heisst direkt vollständig zerlegbar, 
wenn noch die Bedingungen c) u n d d) gelten: 

c) AJQ ist eine direkt unzerlegbare Menge, 
d) die Kardina lzahl card Al > 1 

für 1 = 1, . . ., a. 
V 5 / 4 : Es seien GjQ^(Axx . . . X Aa)jQ, GjQ ^ (Bx X . . . X Bß)jQ 

die d i rek ten Zerlegungen von GjQ, AJQ, BX\Q einfache Mengen, 
card At > 1, card Bx > 1 für 1 = 1, . . . . , a, « = 1, .>-,_ß u n d e ein 
zulässiges E lement in 67^ Es seien weiter [6r] = 6!(1) -> G(2) - > . . . - > 
-> 6Y

(a), bzw. [LT] = H(1) -> H(2) -> . . . -> H(/?) die zu dem System {AX\Q, 
AJQ}, bzw. {BJQ, . . . , BßjQ} von Cr nach, e zugehörigen K e t t e n . D a n n ist Cr/.Q 
vollständig direkt zerlegbar u n d wenn die K e t t e n [67], [H] adjungier t sind, 
sind die be t rach te t en Zerlegungen .^-äquivalent . 

Gehen wir von der Theorie der Mengen mi t Operatoren auf die der Gruppoide 
mi t Opera toren über und nehmen wir für ein Gruppoid eine Gruppe mi t Ope­
ra to ren in Be t rach t . Setzen wir weiter voraus , dass die Gruppen 91,/ß aus dem 
direkten P r o d u k t (5/L7 <-> (9h x . . . X 9LJ/.Q die normalen zulässigen Unte r ­
gruppen der Gruppe ($\Q sind, d a n n bekommen wir aus der Definition 1) 1/3 
die Definition der direkten Zei legung der Gruppe (5jQ im gewöhnlichen Sinne. 
Der Satz V 5/4 gibt d a n n den Satz 

V 2/5: Es sei ( ö /ß eine di rekt zer legbare Gruppe u n d (&\Q = (9h X . . . X 
X ^la)\Q, ($>\Q — (93, x . . . X 93 ,)/Q ihre d i rekten Zerlegungen. Es seien 

9 h 93^ ihre einfachen Un te rg ruppen u n d card 91,, > 1, card 5 h > 1 für 1 = 1, . . . , 
a, x = 1, ..., ß. Dann ist ($)/£> d i rekt vollständig zerlegbar u n d die be­
t r ach t e t en Zerlegungen sind ß - i somorph , d. h. es gibt eine eineindeutige 
Abbi ldung i der F a k t o r e n 91, auf die F a k t o r e n 93^ der Beschaffenheit, dass die 
Un te rg ruppen 91,, 93,, .Q-isomorph sind, wenn i {91,} = {93J gilt. 
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