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1966 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS.

Katedra algebry a geometrie prirodovédecké fakulty
Vedouct katedry: prof. RN Dr. Josef Metelka

UZITI ZOBECNENE VETY JORDAN-HOLDEROVY
V TEORII DIREKTNICH SOUCINU
MNOZIN S OPERATORY

LADISLAV SEDLACEK

(Doslo 18. cervna 1965)

Uvod

V této praci piedpokladam znalost zékladnich pojma a vlastnosti z teorie
mnozin a grupoidi s operatory stejné jako z teorie rozkladii, jak jsou uvedeny
v pracich [1], [2] a [27]. Pfesto v8ak pro lepsi piehled uvedu alespon nejdilezi-
t€j81 definice a véty. Definice budu znadit pismenem D a véty pismenem V.

1. MnoZiny s operatory

Umluva 1/1: V celé praci uvazujeme jen neprazdné mnoziny. 4 X B znadi
kartézsky sou¢in mnozin 4 a B.

D 1/1: a) Necht ¢ je dand mnoZina a £ mnoZina operétori. Necht kazdé
uspotadané dvojici (¢, w), a €@, we 2, je piitazen urdity prvek be @, cox
zapisujeme aw = b. Pak fikédme, ze mnofina G md obor operdtors, 2, co¥ zna-
&ime symbolem G/Q.

b) Neprazdnd podmnofina A mnoziny G/Q se nazyva pripustnd, kdyz plati
AQ < A, kde AQ znadi mnoZinu viech soudint tvaru awm, kde a6 4, w € Q.

c) Prvek e € G se nazyvé pripustny, kdyz plati {e} 2 = e. Misto {e} Q piSeme
pouze ef.

7 definice je patrno, Ze mnozina ( s oborem operdtori (2 je univerzalni
algebra, jejiz systém operaci 2 obsahuje pouze unarni operace. Proto si také
zachovavaji platnost vSechny pojmy a véty z prace [28], jen misto o univerzalni
algebfe mluvime o mno#iné s operatory, misto o faktorové algebie o piipustném
rozkladu, misto o podalgebfe mluvime o pifpustné podmnoziné. Pojem fetézce
faktorovych algeber nahradime pojmem fetézce piipustnych rozkladt, pojem .
deformace pojmem £-zobrazeni atd. Proto také je mozno v tomto smyslu
pouzit vysledkii dosazenych v praci [28].

D 2/1: Necht 4 je neprazdny systém neprizdnych, po dvou disjunktnich
podmnozin v G/R2 a necht pro kazdy prvek d e 4 a kazdé o € Q plati dw <
< bed. Definujeme-li @°w =0 pravé tehdy, kdyZ dw < b, pak Fikame,
se A je pFipustny rozklad a piSeme A4/Q. Je-li piipustny rozklad 4 takovy, Ze
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kazdy prvek z ( lezi v nékterém prvku rozkladu 4, fikédme, ze 4 je pipustny
rozklad na mnoZiné ¢//£2.

_ Oznad¢ime-li symbolem s4 sjednoceni (soudet) vSech prvki @ systému 4 a je-li
4 ptipustny rozklad v G2, pak sd je ziejmé pFipustnd podmnozina v G/£.
Dalezitymi rozklady jsou extrémni rozklady G2, a sice nejvétst &, a nejmensi
rozklad @, , jeZ jsou pipustngé ([27], str. 37) a které nazyvame také trividing.

D 3/1: a) Necht B je neprizdnd podmnound a 4 rozklad v G.

a) Obalem mnoZiny B v rozkladu A rozumime mno¥inu viech prvkii @z 4,
které jsou incidentni s B. Obal B v 4 znatime B~ 4 nebo 4 I B.

b) Pritsekem mnofiny B s rozkladem A rozumime mnoZinu viech neprazdnych
primika jednotlivych prvl\u @ 7 A s mnozinou B. Prisek znadime B[] 4
nebo 4 11 B.

¢) Necht 4, B jsou rozkludy v (. Rozklad A(B) nazyvéme zdkrytem (zjemné-
nim) rozkladu B(A), jestlize kaidy prvek z 4 je souttem nékolika prvki z B
a soudasné k:wdy prvek z I3 je dasti nékterého prvku z 4. Tento vztah zdkrytu
resp. zjemnéni oznadujeme 4 = B nebo B = A.

D 4/1: Necht 4 > B jsou piipustné podmnoziny v G/Q. Retézcem pnpust—
ngjch rozkladic od A do I3 nebo kratéop pripustngim retézcem od A do B rozumime
konetnou posloupnost o « (= 1) pipustnych rozkladech X, K,, ..., K,
v G[L2, které maji tyto vlastnosti:

a) K, jo rozklad na 4,

b) K, leii na ne]akem prvku rozkladu K, pro | =y < a—1,

¢) B'je prvek z K, tj. Be K,,.

Takovy Yetézec oznadujeme [K] = K, > K, — ... — K, nebo pouze [K].
Délkou fetézce [K] rozumime podet o jeho &lent. Je-li ¢len K., vlastni pod-
mnozina v K, pak K, se nazyvi podstatny élen. Jinak se nazyva nepodstatny.

D 5/1: Necht 4 je p¥ipustny rozklad v (/2 a podmnoZina B necht je
prvkem v 4. Polozime s4 = A. Pak elementdrnim fetézcem p#ipustngch rozkladi
od A do B nad A nebo kratteji piipustngm elementrdanim fetézcem nad A rozu-
mime Fetézec pr]pustnyoh vozkladii od 4 do B, [K] =K, K, ... =K,
té vlastnosti, ze pro 1 =y = atlen K, je zékrytem rozkladu 4, = 4[] K,
kde K, =sK,, K,

D b/l Pnpustm/m zjemnénim [{:] piipustného tetézce [K] od A do B
v G/!J rozumime Fetézec prlpu‘stny(h rozkladi od 4 do B, [K] = K,, — e
> Kip > Koy ... 9y <> ... = KM takovy, e Cédstetny Fetézec [K,] =
=K, ... > K w, ic pupusmy elcmcntunl fetézec od K, do K., nad K.
V téchto vzorcich ﬂl, Bas -5 Py jsou piirozend éisla.

D 7/1: Dva piipustné fetézce [K1, [L] od A do B resp. od (! do D nazyvéime
adjungované, kdyz

a) maji stejné konce, tj. 4 = ', B =D
a

b) kazdé dva éleny K., Ly [K] resp. z [L] jsou adjungovény vzhledem
kde K.y = sK,;vesp. k Lyyy = shyyq, t. kdyZproy =1, ... e, 0 =1, ..,
p platt vatahy K o1 0 Lywy U a s (Lyay O K, [ Ly) = s(K 4y (2 Ly [1 K,),
kde Kooy = B, L1y = D
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D 8/1: Necht d je zobrazeni mnoZiny G/2 do mnoziny G*/2 takové, %e pro
kazdé a € G akaidé o € Q plati, Ze (da) o = d(aw). Pak iikédme, %e d je Q-z0bra-
zent mnoZiny G2 do G*[Q. Je-li d prosté Q-zobrazeni G/2 na G*/2, pak ¥kdme,
%e mnoZiny G a G* jsou Q-ekvivalenint, coz znadime symbolem G/Q <—> G*/Q.
Je-li de = a*, piSeme také a <—> a*.

Je znamo ([1], str. 43), ze rozklad & na G/, piislusny k Q-zobrazeni d mno-
Ziny G/ na G*|Q, je piipustny a Q-ekvivalentni s G*. Pfitom kazdy prvek
@ z (¢ je mnozina pravé viech prvka a z @, které se v zobrazeni d zobrazi na
tyz prvek a* z G*.

D 9/1 Budte A = B, ¢ > D ptipustné podmnozmy v U/Q a [I\] = K,
S . ppustny fetzec od 4 do B, [L] = .. L:, pupustny
Fetézec od C do D. Existuje-li prosté zobrazeni i clcml rctézce [K] na ¢&leny
fetézce [L] téchto vlastnosti:

a) je-li {K,} = = {L,}. pak cxistuje prosté Q-zobrazeni i, rozkladu K, na
rozklad L,

a

b) (K, +} = {Lyx} pro 1 £y = o, 1 < = f, pak ikdme, %0 i je silné
zobrazent fetézce [K] na fetézec [L] a e Fetézce [K] a [L] jsou Q-ekvivalentni.

Pro fetézce rozkladu plati zobecnénd véta Schreierova:

V 1/1: Kazdé dva adjungované pifpustné fetézce [K], [L] v mno%iné G/Q
maji Q2-ekvivalentni zjemnéni.

Jeji dikaz je proveden v [28] (str. 62) pro univerzilni algebry a specialné
pro mnoziny s operatory v praci [29].

D 10/1: O mnoziné (s oborem operéitort 2 ikdme, Ze je jednoduchd vzhledem
ke svému proku a, kdyz pro kazdy pnpuqtny rozklad (7 na ¢ plati bud a) ¢ =
=@ ‘max nebo b) a € &. Rikdme takeé, %e G je v tomto piipads relativné ]ednoducha,
mmnoZina. Je-li mnozina (/2 jednoduchd vzhledem ke kazdému svému prvku,
pak ikame, Ze je jednoduchd. _

Ziejmé mnozina G/2 je jednoduchd pravé tehdy, kdyz G, a Gy, jsou
]edme prlpustne rozklady na . Podobné pak definujeme piipustny rozklad 4

hy vzhledem k podmnoZiné B € A, tj. relativné jednoduchyj rozklad resp.
jednorluch Y pripustniy rozlilad.

D 11/1: Necht [K] = K, - ... - K, je piipustny tetézec od 4 do B
v G2, thOZ kazdy ¢len K, je Jednoduchy rozklad vzhledem ke K,.,, a nechf
kazdy élen fetézce [K] je podstatny Pak [K] se nazyva kompozicni retézec
podmnoginy A vzhledem k B. Plati-li A = G, B = {e}, kde e je pifpustny prvek,
pak [K] se nazyva kompoziéni fetézec finy G9Q.

Pro kompoziéni Fetézee plati zobecnénd véta Jordan-Holderova, ]e]iz dikaz pro
univerzalni algebry je obsazen v préci [28] (str. 63) nebo pro mnoziny s operé-
tory v [29]:

V 2/1: Necht [K], [L] jsou pripustné adjungované kompoziéni fetézce pii-
pustne podmnoziny A vzhledem k piipustné podmnoziné B v /2. Pak fetézce

[K], [L] jsou Q-ekvivalentni.
2. Direktni soufiny mnoZin s operatory

D 1/2: Necht 4,, 4,, ..., 4,, G (« p¥irozené &slo) Jsou mnoziny s obo-
rem operatortt £ a necht pm ka/dv prvek (a,, ay, ..., @,) € (4, x Ay X
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%o ) Ay) = Al g kazdé o e Q platt (ay, ay, ..., @) 0 = (@0, ao, ...,
a,,m)‘ Je-li /2 mnoZina Q-ekvivalentni s mnozinou (4, X 4, X ... X 4,)/2,
- v niZ je nasobenf opcramlun definovano shora uvedmlvm 7puqobem, pak

fikdme, ze mnofina G|Q je direkinim soucinem mnofin A,|Q, Ay, ..., A,[/9.
a pifeme G/Q — (4, X A, x ... X A)/Q.

Snadno se dokaze véta

V1/2: Necht (/2 « (4, x A, x ... X A,)/8. Pak v ¢ existuje piipustny
prvek e tehdy a jen tehdy, kdy% v kazdé mnoziné 4, existuje ptipustny prvek e,
(e=1, ..., a) takovy, Ze e « (e;, €y, ..., €,), co% znadi, Ze v prostém 2-zobra-
zeni d mnoziny G/Q na (4, X 4, x ... X AR je de = (e,, ey, ..., ¢,).

D 2/2: Necht d je prosté Q2-zobrazeni mnoziny G/2 na (4, x 4, X ... X
x A,)[2. Definujeme nyni zobrazeni d, mnoziny (/2 na 4,/Q tak, ze da = a,
tehdy a jc‘n tehdy, kdyz da = (ay, ..., @, ..., a,). Pak d, nazyvime Q-pro-
jekei mnoziny ('/Q na mnozinu A4 /.Q a prvek a, nazyvame prumetem prvku o
do A,. Rikéme, 70 Q- -projekee d, je indukovana zobrazenim d.

V 2/2: Necht d, je Q-projekce mnoziny (/2 na A4 /2, kterd je indukovéna
prosbym Q-zobrazenim d mnoZiny (//Q2 ma (4, X Ay X ... X A,)/Q =
= (I'[L. Pak plati:

d) d, je Q-zobrazenim ¢ na A,

b) rorklad G, na G, prislusny Q-projekei d,, je pifpustny a Q-ckvivalentnf

s A4,

) rozklad G, je Q-ekvivalentni s pripustnym rozkladem @ na (', jehoz
]u\kva]ﬂoutvmuafA ><...><A_,><{alf/l+l ...><A

d) podmnonua a, viech prvkit z @, které se v d, zobrazi na tyz prvok ,
z 4, je ekvivalentni s podmnozinou a;, ktera je prvkem rozkladu ') .

Dikaz: a) Predné kazdy prvek «, z A‘ je obrazem alespon jednoho prvka a
z (. Necht da = (a,, ..., a,, ..., a,),da = a,. Pak (da) v = (a,, ..., qa, ...,
au) o = (o, ..., a0, ..., ¢,w) = dao),aproto podle D 2/2 plati (d,a) o ==
= a0 = d(an) pro. kazdé w € Q.

) Tvrzeni je spravné, jak je dokazano v [27], str. 43.
¢) Snadno se dokdze, Ze (/] je ptipustny rozklad, ktery je ziejmé Q-ckviva-
lentni s 4,, a tedy také s rozkladem ¢, vzhledem k b).

d) Ponévadz d je prosté Q-zobrazeni ¢/ na ¢ = A, x ... X A4,, obsahuje
podmnozina g, pravé viechny takové prvky x z ¢, pro néz plati de = (2, ...,
Xyoys By Xypps oo, X), Kde prvek @, probiha celou mnoZinu 4, a «a, je libovolny
pevny prvek z A, ¢, % =1, ..., a, ¢ # »x Pak zfejmé v rozsiteném prostém
Q-zobrazeni d plati, e dd, = @ = (4, x ... X {a} X ... X A,) a mnoziny
a,, @ jsou ekvivalentni.

Disledek 1/2: Necht G2 < (A, x ... A,)/2 a necht d je prosté Q-zobra-
zeni ( na (4, x ... x A,). Pak zobrazenim d a mnoZinou 4, je indukovéna
pravé jedna L-projekce d,. Tyto L2-projekce tvoii dplng systém {d ,,..., d,}
piislusny k systému {4,/Q, ..., 4,/9}.

D 3/2: Necht G/Q < (A, x ... x 4)/2 a necht d, jsou Q-projekce
indukované prostym Q-zobrazenim d mnoy“,iny Gna(d, X ... X A,), t=1,

R I n,k Fikdme, Ze piipustné rozklady &, ..., ¢/, pisluiné k Q-projekeim
d,, . , tvoti aplny systém pripustngjch rozkladi na G| Q pristudny k systému
(4,002, 4,2,

Jak j(" zmamo ([1], str. 30), nejmensim spoletnym zdakrytem rozkladi A, B

48



muoyién): ¢ rozumime t;ukoyj- spoleény zil vy [L, B]. e pro kazdy jiny jejich
spoletny zékryt C plati (' = [4, B]. Jsouli" 4, p pripustné rozklady na /0,
pak také [4, B] je piipustny rozklad na ¢ (28], str. 43 nebo [29]). Podobné
nejotsim spolednym zjemnéntm ([11, str. 33y yozkladi A, B mnoziny @ rozumime
takové spoleéné zjemnénti (4, B), % pro kazds jiné jejich spoleéné zjemnéni 1)
plati (4, B) = D. Jsou-li 4, B pHpustug rozklady na /82, pak také (4, B)
je pfipustny rozhlad na ¢/ ([28], str. 44 resp. [29]). )

D 3/2: Necht G[Q < (4, x ... X 4)[Q = G'[Q a necht {Gy, ..., G} je
aplny systém piipustnych rozkladi na ¢ jer piisludf k systému {4, .
Pak plati: B ’

a) Nojmenéi spoledny zdkryt [(/,, ¢7,] = Guss b %=1, .., a0 4

b) G,, G, jsou doplitkové rozklady pro ¢ £ %, 1, % = 1, ..., .

¢) Nejvétsi spoledné zjemnéni (G'y, Gy, ..., G) = G-

Dikaz: a) Necht napt. ¢ <x a @ = A4, x ... X {a} x ... x 4, x
X oo X Ay, by=A; X ... X {b} X ... x A, x ... x A, jsou libovolné
prvky z rozkladu G a @) = A; X ... x A, % ...ox {w} % ... x A, libo-
volny prvek z . Ponévadz a,, b, jsou prvky z A4, x, je prvek z 4, ziejmé
plati @ n z, # 0, b, n z, # 0. Je tedy kazdy prvek @ z ¢/ incidentni s kaz-
dym prvkem z; z rozkladu @,. Existuje tedy vazba kazdého prvku d, z G/
s kazdym prvkem }; z G vzhledem k (], a proto podle definice a konstrukee
nejmensiho spoletného zédkrytu rozkladil |6/, &, ([1]. str. 30), je [G], ()]
= G- Pondvadi plati G « (', G, & G/, @, & G, v témz prostém Q-zobra-
zeni d mnoziny (/2 na ('[Q, je rovnds [(7,, G,] = G Pro ¢ # #, 1, x =1,

ey Ayge

cees O

b) Jak vime ([1]), str. 41), rozklady A, B mnoziny ¢/ nazyvime dopliikové,
kdyz kazdy prvek @ z A je incidentni se viemi prvky rozkladu B, které lezi
v tém% prvku i € [4, B] jako prvek a. Podle a) je [¢,, (] = (., a podle
ditkazu ¢asti a) je kazdy prvek @z @ incidentni s kazdym prvkem @, z G, pro
t# %, 1, =1, ..., a. Tim je tvrzeni dokazino.

¢) Jak jsme jiz tekli, jsou kazdé dva prvky @, z G, @, z ¢/, incidentni.
Podle [3], str. 44 existuje pravé jedno nejvétsi spoleéné zjemnéni ¢/ = (¢,
..., G,) ptipustnych rozkladi Gy, ..., G,. Necht nyni je G # @,;,. Pak v ¢
existuje alespori jeden prvek @, ktery obsahuje alespoii dva rizné prvky x, .
Necht z o (2, .., 2,), ¥ © (41, ..., Ya)- Pak prvky (@, ..., &)y (U1, - -, Ya)
se lisf alesponi v jedné sloZce, napt. @, # y,. Pak vSak podle definice rozkladu @/
patif prvky (x,, ..., 2,) a (¥, ... y,) do raznych prvka 2, %, z G/. Potom
také prvky z,, 7,2 €, jsou navzdjem ruzné, a tedy prvky x, y patfi do riznych

prvki rozkladu @, coZ je spor s piedpokladem. Je tedy (7, ..., @) = G .-

3. Direktni rozklady mnoZin s operitory

D 1/3: Rikédme, ze mnofina G|Q je direkiné rozlofitelnd, existuji-li mnoziny -
Ay, ..., A, s oborem operdtorn Q2 takové, ze plati:

a) G/ jeirektnim soudinem téchto mmozin, tj. G2 (4, > ... x
x 4,2, ) )

b) kazdy rozklad @, z iplného systému pifpustnych rozkladiu {¢y, ..., G},
prislusného k systému {4,, ..., 4.}, je rizny od G/, tj. G, % ;. pro
=1, ..., 0.
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Mluvime také o direkinim rozkladu mnofiny (/2. V opatném pripadé tikdme,
ze mnofina G2 je direktné nerozloZitelnd.

Snadno se dokaze vét

V 1/3: Mnozina (/{2 je direktné rozlozitelnd tehdy a jen tehdy, existuji-li
mnoziny 4,/Q2, ..., 4,/ takové, e

A) GIQ e (A, x ... x AL,

b) /a,dna, 7 - plOJ(‘k(‘l d, aplného systému, ktery pifslusf k systému {4,/Q

o/ €2}, neni prosté Q'zobrazeni.

()dtud snadno plyne:

V2/3: Necht (/Q « (4, x ... x A4,)/2 jo direktni rozklad mnoZiny.
Pak a) « = 2, b) existuji nlc%pon dvé mnoziny 4,, A,, 1 # %, Ze pro jejich
kardingni &isla plati card A, <> 1, card 4, > 1.

P 2/3: Necht 4,, ..., 4, (oc = 2) jsou pifpustné. po dvou doplikové rozklady
na G/Q a necht plati .

a) nejmensi spoletny zdkryt [4,, 4,] = G Pro ¢ # %, ¢, x =1, ..., o,

b) nejvétst spoletné zjemnéni (4,, ..., 4) = G-

Pak rozklady A4,, ..., A, nazyvime silné dopliikové.

V 3/3: Mnozina (//Q je direktné rozloZitelnd tehdy a jen tehdy, existuji-li
na ni netrividlni silné doplitkové p¥ipustné rozklady 4,, A,. Je-li tomu tak,
pak je G[Q & (4, x 4,)[0.

Dikaz: a) Necht (/2 je direktné rozlozitelnd. Pak podle V 2/3 je o = 2

al([Q e (B, X ... x B,)[Q. Protoze pro direktni soudin plati zdkon komuta-
twni a asociativni, existujf mnoziny 4,, 4, s oborem operatori 2 takové,
/()H(Bx...xB/.Q Ay)Q & By X ... X B2, 1 =< a,

171 o néz plati podle V 2/3, Ze card 4, > 1, card 4, > 1. Pak tedy plati ¢/Q «

o (A4, x 4 2)/!2 a pripustny r07k]nd [} puslusny k Q-projekei d, mnozmy G na
A, (¢ = 1,2) je netrividlni. Podle D 1/& je_totiz G, # G- Aviak je také
(!, # (. Kdyby totiz bylo napt. G, = G, xo, pak je nutné A, mnoZzina
tvofena ]Ldmym pr\kem tj. card A, = 1, coz je spor s V 2/3. Podle Vv 3/2
a D 2/3 jsou rozklady Gy, Gy silng doph]kove Podle V 2/2 je @, 2- ekvivalentni
s A, 4. G/ A4/9, 1= 12 Je tedy G[Q « (4, X 4, /.(.)4—>(A1 X A,)]2,
po]omme Jid, = =0, Ay = G,

b) Necht /11,_./12 jsou ncmvmlni silné dopliikové piipustné rozklady na G/Q.
Pak je A, # A,, nebot v opatném piipadé by hylu (Al, A ) = Ay # Gy
Ab) chom dokéazali, Ze (¢ je direktné rozloZitelna mnozina, ztejmé stadi dokazat,
se G[Q o (4, X 4,)[Q. Oznatme @, ten prvek pnpubtneho rozkladu 4,,
ktery obsahuje prvek a z ¢. DLhnu]me nyni zobrazeni d takto: da = (d,, @)
pro ac @, d, € d,, dyed,. Toto zobrazeni d je ziejmé Q-zobrazeni ¢ do
(4, X A,). Oznagime-li G0 = b (¢ = 1,2), aw = b, pak beb, a pro zobra-
zeni d plati jednak d(aw) —db = (by, bo) a jednak (da) w = (@, d@y)ew =
= (@, a2nw) = (h,, by). Je tedy d(aw) = (da) o.

Déle plati, ze d je prosté zobrazeni G na (4, X 4,). Necht a, b jsou libovolné
prvky 2 G,aed ed,beb €d, anecht plati @ = b,, ¢ = 1, 2. To znamend,
7e a, bed, e A1, a, % €dy€ A2 Pak také prvky a, b patii do téhoz prvku @
ne]vctslho spoleéneho zjemnén{ (4,, 4,) rozkladi A,, A,. Pondvadz 4,, 4,
jsou silné dopliikové rozklady, je (4, 4,) = Ghms @ tedy a = b. Odtud plyne,
7e kaidy prvek (d@,, @,) € (4; X A,) je obrazem nejvyse jednoho prvku a € G.
Nyni dokézeme, 7e kazdy prvek (@,, dy)e (4, X 4,) je obrazem alespofi
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jedpoho prvku a e G. Necht aed, € 4,, bed,e A,. Pondvads [d,, 4] =
= Gy, proto k prvkum a, b existuje prvek xe takovy, %e} prvky a,
patii do téhoZ prvku @, € 4, a prvky b, @ do téhoz prvku d, € 4,. Pak pod]e
definice zobrazenf d plati do = (@,, @,), a tedy prvek (d@,, d,) € (4, X 4,) je
obrazem alespon jednoho prvku € G

Konedné zidng z indukovanych Q-projekei d, mnoziny G na A, neni prosté
zobrazeni pro ¢ = 1,2. Jeli da = (@,, @), aea ed,, pak podle D 2/2 pro
Q-projekee plati dla = d,, dya = @,. Protoze k'wdy prvek a e @ patii do
nekterého prvku @, proto ¢/, = 4,, (I, = 4, tvoii tplny systém pflpustnw‘h
rozklada na ¢, ktord priﬂ]um k systému {/1 [0, A4,]Q}. Piitom je @, # Gy,
(¢ = 1,2), a tedy d, neni prosté Q-zobrazeni. Je tedy G/ direktné rozloFitelna
mnozina.

V 4/3: Kazda jednoducha mnozina G/Q je direktné nerozlozitelnd.

Dikaz: Vzhledem k D 10/1 jediné p¥ipustné rozklady na G/Q jsou privé
jen @ a Gy, . Pak podle V 3/3 je G/Q direktné nerozlozitelna.

D 3/3: MnoZina G|Q se nazyvé direkiné zcela rozloZitelnd, je-li direktné
rozlozitelnd a kdyz pro kazdy faktor 4 /Q direktniho rozkladu G2 « (A4, x
X X AL)[Q plati:

c) 4,2 je direktnd nerozloZitelnd mnozina,

d)ycard 4, > 1pro =1, ..., a

V tomto pnpad(‘ fikdme, 7e G[Q & (A, % ... X Au /12 je uphly direktni
rozklad mnoziny (/2. V opainém pifpadé ¥kdme, ze mnozina (/2 neni
direktng zcela rozloziteln.

V5/3: Necht (¢/Q — (4, x ... x A,)/2 je direktni rozklad mnoziny G/Q
a nechf pro kazdy faktor 4 /Q plati:

a) 4, je jcdnodm-hé, mnozina,

b) card A, > 1lpro =1,

Pak G/ « A X ... X A /!) ]e aplny direktni rozklad mnoziny G/2Q.

Dukaz: l’odlo V 4/3 je kaidé jednoduchd mnozina direktné nerozloZiteln4,
a tedy véta je dokdzéna.

D4/3: Necht G/Q (4, x ... x 4)/2, H|Q & (B, x ... X By)Q
jsou direktni rozklady mnozin G/, H/Q. Necht existuje prosté zobrazeni i
slozek A, direktniho rozkladu ¢/ na sloiky B, divektniho rozkladu H/Q
takové, Ze kdyz je i{d} = {B,}, pak mnotiny 4, a B, jsou Q-ekvivalentni.
Potom mu.vva,mo i silné zobrazeni (4, x ... x A o) Na (By X ... x By)
a Fikame, ze direkini rozklady G|Q, H|Q jsou Q-ekvivalentni. C“lsto klademe
H=G.

4. Retdzee rozkladii direkiniho sou¢inu mno¥in

V1/4: Necht G/Q2 e (4, x ... x 4,)/2, ¢, € A, ee@ jsou pifpustné
prvky takové, ze e « (¢, ..., ¢,). Necht ¢, je podmnozina v ¢, pro niz plati

o ({e} X ..o X {e) x 4, x ... x 4,). Pak @, je piipustnd podmnozina
a plati
=0 >G,>... >0 >0, =c¢ (1.4)
Pritom mnozina G| je Q-ekvivalentni s (4, X ... x A4,)/Q.

Dikaz si snadno provede ¢tendi sam.
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Necht d je prosté Q-zobrazeni (//Qna (4, ... x A4,)/Q. Necht 1\' rozs
PN A ot P - P P x A, X
ném inversnim Q-zobrazeni d-! plati G, = d-'({e;} X ... X {eV :

X ... Ay). Necht d, je Sastetné prosté Q-zobrazen{ (7,/0Q na ({Pl}yx T /
X {e g} X A, % ... X A)[Q a f prosté Q-zobrazeni ({e,} x ... 7 W~

X A, % . A0 na (4, x ... x 4,)/2. Pak slozené zobrazetd {d, je
ziejmé prosté Q-zobrazeni ¢, na (4, x ... x A4,)[LQ. -~
Umluva 1/4: Toto prosté Q-zobrazeni ¢/, na (A, » ... x A,/ oznacime
dey, 6. dy=1d,, e=1, ..., o
V 2/4: Necht d je prosté Q-zobrazeni mnoziny G//Q na (4, x ... % 4)/2,

e,e A, e piipustné prvky takové, ze de = (e,, ..., e,). Necht (7, =
=dY{e,} X ... X {e, ) XA, x ... X A,) v rozsifeném prostém Q—zobru-
zeni d-1. Necht d,, je prosté Q-zobrazeni G /Q na (4, X ... < 4,) % Gmluvy

1/4 a (7)), = G, p¥ipustny rozklad na (¢, piisludny Q-projekei di» n:uoiiny
G [Q2 na A,/Q. Pak pifpustné rozklady &, tvoii ptipustny fetézee od (¢ do {e}
tvaru

i 5 N ) i
Gy= Gy~ gy = oo = Oy = Gy = (01

2.0
Rikdme, 7c tento fetdzec prislusi systému {4,/Q. ..., 4,/Q}.

Ditkaz: Piedné G,/Q « (4, x ... x A)[Q = G//Q. Podle V 2/2 Piipustny
rozklad G, na @,, ptislusny k Q-projekei dy,, je 2-ekvivalentni s piipustnym
rozkladem (G)), = G/, na /. Prvky rozkladu &, jsou tvaru d,, = ({a} %
X Ay X ... X A). Protoic d, je prosté Q-zobrazeni G,/Q na G[/Q, pak
v roziifeném prostém Q-zobrazeni dj! mmoziny @;/Q na G,/Q plati dija;, =
= @, €G(,. Specidlné pro )= ({e} x Ay ... x A) plati, Ze dj'e, =
= ¢y =G 1€G,. To plati pro kazdé (=1, ..., o, polozime-li G, =
a Gy, = {e}. Tim je véta dokazana.

Pozndmka 1/4: Viimnéme si, ze pro rozsitenou O-projekei d
na A, plati d,, {¢,.,} = {e}.

V 3/4: Necht d je prosté Q-zobrazeni mnoziny G/Q na (4, x ... x 4,)/2
a necht 4,/2 je jednoduché mnozina pro ¢ =1, ..., a Necht dale plati
predpoklady a oznaleni z V 2/4. Pak piipustny rozklad &, na G, = @ je
jednoduchy, a tedy je jednoduchy vzhledem k pomuoziné ¢, e, pro
=1, ..., o

Dikaz: Je-li d, prosté Q-zobrazeni mnoziny G, na (4, x ... X A,),
pak pfipustny rozklad ¢, na ¢, ptislusny k indukovanému Q-zobrazeni d,,,
mnoziny ¢, na 4,, je podle V 2/2 Q-ckvivalentni s 4,. Ponévadz 4, je jedno-
ducha mnozina, proto také je ¢/, piipustny jednoduchy rozklad. Protoze podle
dikazu V 2/4 je G, prvkem rozkladu &, proto je ¢, jednoduchy rozklad
vzhledem k mnoziné ¢, pro ¢ =1, ..., o, kde ¢/, = e.

V 4/1: Necht (/2 & (A, x ... x A4,)]2 je direktni rozklad mnoziny G1Q
anecht A, ¢ =1, ..., a, je jednoduchda mnozina, pro niz platf card ,:1”[ = 1.
Necht déle plati predpoklady a oznaceni z V 2/4. Pak

a) G2 je direktné zcela rozlozitelna,

b) Fetézec (2.4) od G do {e} je komposiéni Fetézec.

Dikaz: a) je spravné podle V 5/3.

b) Podle V 3/4 je kazdy dlen &, Fetézee (2.4) od ¢/ do {¢} piipustng jedno-
duchy rozklad vzhledem k /4. Zbyvd dokazat, Ze (2.4) je fetézee hez opa-

mnoziny (4,

oy
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kovani. Kdyby vSak napf. pro ¢ < » bylo @ = ¢,, pak by bylo jednak
Goo ({e) ¥ o0 x {ey} X A4, >/ oAy ed x oo x 4y, G, e ({e) x

Koo X {elix oo X {e__,} X X X Ay o (e} X .o X {e,o} X
x A, x ... x A,)ajednak ¢, = G Odtud by plynulo (4, x ... X A, X
XA, X ...x A ) e ({e} X ... x {ez,,} % A, x ... x A,). Pak by muselo
platit {e} < A” oo {e, ) e 4, a tedy by musclo byt card 4, = ... =
= card 4, = 1, co% je spor s piedpokladem

Vs/4: Necht (‘/.OH (4, X ... x 4,2 = A“ﬂ/ Q, GlQ e (B, X ... X

X B2 = B'*‘"/.Q jsou direktni rozklady mnoziny G/£2 a necht 4,, B, jsou
]Pdnoduche mnoziny, pro néz platf card A > 1, card B, > 1 plo L= l

o, » =1, ..., f. Déle budiz e p¥ipustny prvek v G, ee (e, ..., 0)E A"‘]
e (ef, ...,e)eBMa
R R ) (2.4)

piipustny fetézec od ¢ do {e}, piislusny k {4,/2, ..., 4,/2}
a
[H] = Hyy — Hegy —> ... > Hyeyy — Hey (3.4)

pripustny fetézec od G do {¢}, piislusny k systému {B,/2, ..., B,/Q}. Jsou-li
fetézce [(7], [11] adjungoviny, pak (/€ je direktné zcela rozlozitelnd a uvazo-
vané dircktni rozklady jsou Q-ekvivalentni.

Diukaz: MnoZina (/2 je dircktng zcela rozlozitelna podle V 5/3. Podle V 4/4
jsou pripustné Yetézce [(7] a [H] kompoziéni Fetdzee od & do {c}, a tedy podle
V 2/1 jsou Q-ekvivalentni. Existuje tedy silné zobrazeni i fetézce [(/] na [H]
takové, ze kdyz i {Gu,} = {H,}, pak oxxstuje prosté Q-zobrazent i, rozkladu @,
na f, t(lkove Ze i {G, ) ={H,}, ¢=1, ..., « Je tedy (IU/Q - H[,)/.Q
Aviak podle V Z/H je G,/R2 — A /!2 ]I(,,)/.Q “ B ]2, a t<dv A,/Q < B,|Q.
I)vhnmemc li nyni zobrazeni f sloZek 4, na sl()/ky B, tak, ze i{A} = {B,}
pravé tehdy, kdy# i {nm} = {l} a ('m A4, H, < B,, pak f je silné
zobrazeni (A1 X0 x AY[Qna (B X ... X B,)[Qa véta je dokézina.

5. Direkini soudiny grupoidit s operitory

Je ziejmé, Ze viechny pojmy a vysledky z teorie direktnich soudinit mnozin
& operdtory, jak jsou v praci uvedeny, se daji prenést ve smyslu praci [1],
[2], [4] a [27] na teorii grupoidi s operatory, jak to bylo ostatné do dusledku
provedeno v prici [29]. Také vysledky price [28] zustavaji v pla.’cnosti pro
'xupoidv operétory, jak bylo dokazano v praci [29]. To znamend, %e misto
o mnoziné s oborem operatortt mluvime o grupoidu ® s oborem operdtora Q,
coz znadime G[Q. Podobné misto o ptipustném rozkladu mluvime o ptipustném
faktoroidu G/2 na grupoidu 6/Q, misto Yetdzce pifpustnych rozkladi uva-
zujeme Yetézee piipustnych faktoroidu, misto direktnfho soudinu mnoZin
s operatory pak direktni soudin grupoidi s operitory, misto Q-zobrazeni
uvazujeme £2-deformaci, misto Q-ekvivalence pak Q-izomorfismu atd. Spe-
cialné pak plati véty analogické k V 1/1, V 1/2 a V 5/4.

D 1/5: Necht 9, (¢=1, ..., a) jsou pifpustné podgrupoidy grupoidu
®/0. Necht 6/2 je direktnim soudinem téchto grupoidd, tj. necht G/Q «
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o (A % .. ox N/ Je-li Q-izomorfismus d grupoidu G/2 na (WA, X ... x
% A)/Q dén predpisem da = (a,, ..., a,) tehdy a jen tehdy, kdyZz e =
= a0, ... a,, ac®, a €A, pak Fikdme, Ze grupoid G/Q je vnitinim di-
rektnim soutinem svym pipustnych podgrupoidit 2,/ a piSeme G/Q =
= (A X ... X AL,

Je-li grupoid /2 grupa s oborem operatorit, pak vnitini direktni soudin
¢i rozklad grupy /£ je dircktnim souéinem ¢ rozkladem grupy & v obvyklém
slova smyslu. V tomto pfipadé jsou 9, pfipustné normélni podgrupy v &
a piseme také, ze

®/Q == (A, ... AY/2

V 1/5: Necht % = 8, € = D jsou piipustné podgrupy v grupé G/ a necht €
je norméni podgrupa v ¥, ® normalni podgrupa v €. Pak piipustné faktorové
grupy A/B, €/D jsou adjungovany vzhledem k podgrupam B, D.

Dikaz: Piedné /9B, €/,D jsou pipustné faktorové grupy ([27], str.59)
a pro levé rozklady plati /B =A/B, £/, D= £/D a priniky A n D, € n B
jsou piipustné podgrupy. Jak je znimo ([1], str. 184) jsou (A n D), (£ n B)
normélni podgrupy v (2 n €), a jsou tedy (A n D), (€ n B) navzdjem za-
ménitelné. Pak faktorové grupy /B, €/D jsou adjungovény vzhledem
k B, D ([1], str. 172) a véta je dokdzéna.

Uvédomime-li si, Ze viechny pipustné faktorové grupy na grupé 6/ jsou
vytvafeny privé vSemi piipustnymi normalnimi podgrupami grupy 6/Q
([27], str. 60), Ze G, , = 6/€, kde € je jednotkové podgrupa v ® a Ze grupa
/2 je jednoduchd tchdy a jen tehdy, kdyz Gpoc = 6/6 a 6, = G/E
jsou jediné piipustné faktoroidy na & (viz D 10/1), pak vzhledem k v&té
V 1/5 dostavame jako disledek vity V 5/4 tento vysledek.

V2/5: Necht /2 je direktné rozlozitelna grupa, tj. necht /2 = (A, x

X ... X AU)/Q a necht pro kazdou podgrupu O = (Wy X ... XUy X
X Uy X ... X A) plati, Ze QA e, tj. = (ﬁ/(”QI # ®,,, pro ¢ =1,
a. Necht (E/Q (B, X ... X B)/Q je rovnés direktni rozklad grupy .

Diéle budte %A, B, jednoduché piipustné podgrupy a card A, > 1, card
B, >1(e=1,...,a x=1,..., ). Pak grupa 6/Q je direktnd zeela rozlo-
zitelna a uvedené direktni rozklady jsou Q-izomorfni.

To znamena, Ze a) podgrupy %,, B, jsou direktné nerozlozitelné a b) existuje
prosté zobrazenf i faktora 2, na faktory B, takové, Ze kdy7z je i {2} = {B,},
pak A, B, jsou Q-izomorfni grupy.

Ditkaz: Polozime-li G, = (A, X ... X A), H, = (B, X ... X B,), ¢ =
=1, ..., 0 x=1 ..., 8 pak

[6] = 6,/6y —+ 6,65 > ... = O, /6, > 6,/{e}

[—5] =919 > 9u/D5 = ... > 9,1/, > Dille},

kde G, = 6 = §, jsou kompoziéni i‘et.e/ce od & do {e}, jak se dd dokazat
([29], str. 134). ProtoZe 6, = (A, X ... X Ay), H, = (B, X ... X By) jsou
piipustné normélni podglupy v 6, proto (V)() = 6/6,. a D =9/,
jsou piipustné adjungované faktorové grupy vzhledem k &,,,, 9, s pfi-

hlédnutim k V 1/5. Oba fetézce [G], [9] maji stejné konce, a tedy podle V 5[4,
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D 3/3 a s ptihlédnutim k tomu, Ze misto mnozZin, rozkladi a Q-ekvivalence
uvazujeme grupoidy, faktoroidy a Q-izomorfismus, je véta dokdzéna.

Zavér

Pro informaci bych chtél ¥ici, Ze uvedené vysledky z teorie direktnich sou-
¢inlt mnozin s operatory, jak jsme je v pracl uvedl, jsou ]en urditou dasti
prace [29]. Ke studiu direktnich soudint je moZno piistoupit i jinym zptisobem
nez na zakladé teorie fetézel rozkladi. To bylo také udinéno v préci [29]
a tim byl ziskdn zase ponékud jiny pohled na tuto teorii. Chtél bych jenom
poznamenat, %e z tohoto druhého hlediska byly direktni sou¢iny v prici [29]
studoviany mnohem podrobnéji. Bylo tak dosaZeno nékterych vysledka,
které jsou obecnéjsi nez jim odpovidajici poznatky z teorie grup. Véty V 1/1
a V 2/1 maji sviij ndzev odtud, Ze v teorii grup v nich specializaci dostdviame
znamou vétu Schreierovu a Jordan-Holderovu pro normélni a kompoziéni
fady.
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ZUSAMMENFASSUNG

ANWENDUNG DES VERALLGEMEINERTEN SATZES
VON JORDAN-HOLDER IN DER THEORIE
DER DIREKTEN PRODUKTE VON MENGEN
MIT OPERATOREN

LADISLAV SEDLACEK

In vorliegender Arbeit werden einige Eigenschaften der direkten Produkte
von Mengen mit Operatoren mittels der Theorie zulissiger Zerlegungen und
Ketten von Zecrlegungen bewicsen. Die ganze Theorie kann man leicht auf
die der Gruppoide iibertragen, was auch in [29] geschehen ist. Sitze V 3/3
und V 5/4 sind die wichtigsten Ergebnisse vorligender Arbeit. Der Satz V 5/4
gibt dann in der Gruppentheorie den bekannten Satz V 2/5. Dabei mochte
ich auch auf den verallgemeinerten Satz von Scheier (V 1/1) und den von
Jordan-Hélder (V 2/1) fiir Mengen mit Operatoren aufmerksam machen, denn
chen diese beiden haben den Beweis des Satzes V 5/4 ermdglicht. In der Grup-
pentheorie bekommt man durch Spezializierung ven V 1/1 und V 2/1 den
bekannten Satz von Schreier und den von Jordan-Holder tiber Normalreihen
von Untergruppen. Die Beweise dieser Sitze werden in der Arbeit [28] fiir
Universalalgebren und in [29] fiir Mengen mit Operatoren durchgefiihrt.
Weitere Bigenschaften der direkten Produkte von Mengen und Gruppoiden
mit Operatoren, die reicher sind und von einem anderen Standpunkt aus
untersucht werden, sind in der Arbeit [29] enthalten. Die vorliegende Arbeit
setzt die Kenntnis der Grundbegriffe und Grundeigenschaften der Arbeiten [1],
[2], [3], sowie [27] und [28] voraus, trotzdem werden sie wichtigsten in § 1
neunerwithnt, Im Folgenden werden die wichtigsten Definitionen und Resultate
der Arbeit ang(fuhrt

D1/1: Bs 4] > nicht leere Menge und £ ein nicht leeres System von
Operatoren. dem geordneten Paare (a, o), a € 4, € £, ein bestimmtes
Element b ¢ ¢ zngeordnet, was wir mit aw = b ausdriicken. Dann sagen wir,
ass die Menge G den Operatorenbereich 2 besilzt, was wir mit ¢//£2 bezeichnen.
Eine nicht leere Untermenge A aus G[Q heisst zuldssig, wenn A Q < 4 gilt.
Ein Element ¢ ¢ (/Q heisst zuldssig, wenn eQ = e gillt.

V 1/1: (Bine Verallgemeinerung des Satzes von Schreier): Je zwei adjungierte
Ketten [K] =K, -» K, > ... > K,, [L1=1L,->Ly,~> ...~ L, von zu-
lissigen Zerlegungen besitzen Q-dquivalente Verfeinerungen in G/Q.
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V 2/1: (Eine Verallgemeinerung des Satzes von Jordan-Holder): Es scien [K],
[L] zulissige adjungierte Kompositionsketten der zulissigen Untermenge A4
in bezug auf die zuldssige Untermenge B < A in G/Q. Dann sind [K], [L]
Q-dquivalent.

D 1/2: Es seien 4,, 4,, ..., 4,, G(« eine natiirliche Zahl) Mengen mit dem
Operatorenbereich 2 und es gelte fiir jedes Element (ay, a,, ..., a,) €
e(4; X 4, X ... X A4,) und jedes w € Q die Bezichung (a,, a,, ..., a,) o =
= (a0, ayw, ..., a,w). Wenn es cine eincindeutige £-Abbildung d der
Menge (/2 auf die Menge (4, X A, X ... x 4,)/2 gibt, so sagt man, dass
G[Q ein direktes Produkt der Mengen A,/Q, A,[Q, ..., A,/Q ist und man
schreibt G/Q « (4, x ... x A,)/8Q.

D 1/3: Unter einer direkt zerlegbaren Menge (/2 verstehen wir eine Menge
/]9, die so beschaffen ist, dass

a) (/2 ein direktes Produkt von 4,/2, ..., A,/Q,dh. G[Q - (4, x ... X
X A,)[Rist,

b) ]edc Aellegung G, die zu der Q-Projektion von (/2 auf A,/Q zugehért,
von der kleinsten Zerlegung @, auf ¢ verschieden ist, d. h. @, # G, fiir
=1, o.

V3 /3 Eme Menge (/£ ist direkt zerlegbar dann und nur dann, wenn nicht-
triviale, stark komplementire zulissige Ze erlegungen 4,, 4, auf ¢/Q existieren.
In diesem Falle gilt die Bezichung G//Q <~ (4, X 4,)/2.

D 2/3: Eine direkt zerlegbare Menge G/Q heisst direkt vollstindig zerlegbar,
wenn noch die Bedingungen c¢) und d) ge]ten:

¢) A,/Q ist eine direkt unzerlegbare Menge,

d) die Kardinalzahl card 4, > 1
fir e =1,...,a

V5/4: Bs seien G/Q o (4, X ... X A)[Q, G]Q (B, X ... x By)|Q
die direkten Zerlegungen von G/Q, A,,'Q. B,/Q einfache Mengen,
card A4, > 1, card B, > 1 fir ¢ =1, ...., o, x=1, ..., f und e ein
zulasmges Element_in G. Eq seien weiter [(] = Gy — G — ... —
> Gq), bzw. [II] = Hy)—> Hyy > ... — H, die zu dem System {4,/Q, ...,
A2}, bzw. (B, B,[Q} von G/ mach ¢ zugehorigen Ketten. Dann st 6 12
vollstiindig direkt 7ellegbm und wenn die Ketten |71, [H] adjungiert sind.
sind die betrachteten Zeriegungen Q-aquivalent.

Gehen wir von der Theorie der Mengen. mit Operatoren auf die der Gruppoide
mit Operatoren iiber und nehmen wir fiir ein Gruppoid eine Gruppe mit Ope-
ratoren in Betracht. Setzen wir weiter voraus, dass dic Gruppen ¥1,/Q aus dem
direkten Produkt G/2 « (3, x ... x 9U,)/2 die normalen zulissigen Unter-
gruppen der Gruppe 6/£ sind, dann bekommen wir aus der Definition D 1/3
die Definition der direkten Zerlegung der Gruppe 6/£ im gewohnlichen Sinne.
Der Satz V 5[4 gibt dann den Satz

V 2/5: s sei §/Q eine dirckt zerlegbare Gruppe und G/Q2 = (A, X ... X

X V)[R, G/ = (B, x ... X B,)/Q2 ihre dirckten Zerlegungen. Es seien
A, B, ihre einfachen Untergruppen und card 2 ,> 1, card B, > 1fir 1 =1,
o, z—l ..., . Dann ist 6/ direkt vo]lstandlg 7ellegb<u und die be—
trachteten 7elleglmgcn sind Q-isomorph, d. h. es gibt eine eineindeutige
Abbildung i der Faktoren 2, auf die Faktoren 8B, der Beschaffenheit, dass die
Untergruppen 2., 8B, Q-isomorph sind, wenn i {9} = {B,} gilt.
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