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1967 - ACTA UNIVERSITATIS PALAC K IANAE OLO MUC ENSlS 
FACULTAS RERUM NATURALIUM. TOM 24. 

Katedra maU • \ \ HrodovědecJcé fakulty 
y: prof. RNDr. Miroslav Laitoch, kandidát věd 

О решении одного квазилинейного дифференциального 

уравнения в частных производных первого порядка I 

Индржих Палат 

(Поспи/пило в редакцию 10. 2. 1966 г.) 

В настоящей работе исследуется вопрос взаимных преобразований пер­
вых интегралов уравнений (1) и (I). Для этого применяется метод работ 
[1] и [2]. При помощи преобразований первых интегралов находится 
общее решение уравнения (1). 

1. Рассмотрим два квазилинейные дифференциальные уравнения в част­
ных производных первого порядка 

(ах1х + а12у + а13г) -^ + (а21х + а22у + а^т) — - а31х + а&у + а^г, (1) 

(АпХ + А12У + л 1 3 2 ) Ц - + (А21Х + А22У + А^Ъ) | ^ -

= Аг1Х + АЛУ + Л332, (1) 

где аи., Аи., ъ, /»: = !, 2, 3 произвольные вещественные числа, причем 
«и + а?2 + а% > 0, .4?! + А% + Л| 3 > 0 для г = 1, 2, 3. Введем обозна­
чения 

аах + ад + а^г - &* Лах + А а ^ + А&Ъ = ^-у 

где ^ = 1, 2, 3. Уравнениям (1), (I) соответствуют характеристические 
системы, которые запишем в матричный вид 

/ \ &Ы ^ АТТ / 4\ 

(а) - ^ - = а к , _ : = , 1 1 / , (Л) 

где 

/«11 «12 «13\ М п -412 А з \ М / ^ \ 
а = ( а 2 1 «22 а 2 3 I, /1 = | Л 2 1 Л 2 2 Л 2 3 I, и = [«/ I , {/ = I У I . 

\«31 «32 «ад/ \-481 ^32 ^зз/ \2 / \Х / 

Замечание. Условимся, что одинаковой буквой будем обозначать урав­
нение типа (а), и ему соответствующую систему уравнений. Далее условимся, 
что все нами рассмотрения будут относится к достаточно малым областям. 
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Определение 1. Пусть 

и к{ь\ (о1, (»2, ш3) дифференцируемая функция. 
Тогда символ /?{?>, ш} опрс нством 

Н{г\ о)} = п{п, (о}, а>2, е>3). 

Определение 2. Пусть и(1) ^(У1)) произвольное решение уравнения (а) 

((Л)). 
Тогда первыми и, ш системы (а) ((А)) [3] будут непрерывно 

дифференцируемые соотношения /,•{/, и} = с^1Т;{Т, Щ С г) тождественно 
не равные постоянной, для которых 

/,{/, и(1)} = с, (Р{{Т,ЩТ)} ~С;). (2) 

Обозначим первые интегралы уравнения (я) ((Л)), независящие от /(У), 
через 

/<М - с, (̂ {*7} =- С,) (3) 

Определение 3. //#а независимые первые шипегра (ы (3; 
'• , ., • ? ( • . ' ( ' - . ' • , . ^/) ((/1)) (системы 

(а) ((Л)) или уравнения (1) ((!))). 
Напомним, что два первые интегралы (2) или (3), I = 1, 2 независимые, 

если ранг матрицы 

/ 0/1 0/1 0/1 0/1 \ 

0/ 0,х ду дг 

\ 0/з 0/3 0/2 0/а I 

\ 0/ 0Ж 0?/ 02 / 
равен двум. 

Общее решение уравнения (1) ((!)) запишем тогда в виде 

....... <КЛМ,№})-0 (^(Л{^},^{^}) = 0), (5) 
где : '/г;72 (I1!, -^г) фундаментальные интегралы уравнения (а) ((/!)) и ^ 

смая функция, з а в и с я щ а я от двух независимых перемен­
ных. 

2. Взаимное преобразование решений систем (а) и (А) 

1. Лемма. Пусть и(1)№(Т)) решение уравнения (а) ((А)), 
ция и(1) (///(2")), определенная уравнением 

и(1) = с(/) й(1) \11(Т) = С(Т) 0(Т)\, (Г) 

cii) ^ 

'e a n 1 0 o \ /ад\ / e -4 u2' 0 í) 
0 Є"-' <o , ӣ(ř) -- b(0 , C( ) 0 Є - 4 2 2 

Г 0 

,0 0 Єaзз'f 

t/(T) 

W)/ 
j'X(T)\ 

\ад/ 

\o 0 &AMT 



является решением уравнения 

гдe 
«*> S = « (w-ÃÜ) Њ 

(0 aiae(a"-%i)« a13e<^-«n). 

a21 e<*n-«tt) « 0 a2 3e<^-^> 

«31 e<«"- a33) « a e («•«-«-.) t () 
0 Л i Є ^ -.4U)T AuЄ(-«*~-łu)^ 
-4,1 e^u -лг а)г 0 ^ 2 3e^ 3 3-л 2 2)т 

Л81e<-Ь Л 3 2 Є V 2 2 -Л,i)Г 0 

Л(T) : 

Доказательство. Утверждение леммы проверяется непосредственно под­
становкой (1) в уравнение (а) [(А)]. 

Нашей целью будет прежде всего преобразование решений систем (а) 
и (А), и потом с помощью (1) взаимное преобразование решений систем 
(а) и (А). При этом преобразовании связывающим звеном окажется ре­
шение дифференциального уравнения однородных функций первого 
порядка. 

2. Рассмотрим теперь дифференциальное уравнение однородных функций 
первого порядка 

Ему соответствует характеристическая система 

^ - = Еии (Е) 

где 

их = [ух 

и Е есть единичная матрица. Согласно [1], если их(т) есть решение уравне­
ния (Е), принимающее для т = 0 значение гг10 = их(0) Ф О, тогда 

й(1) = К(Ь) их(Я01) (2) 

есть решение уравнения (а), принимающее для I — 0 значение й0 = й(0), 
где К(1) есть решение уравнения 

Л К 

ж = а(1)К(1)-ЕК(1)К0, (А) 

принимающее для I = 0 значение ,ЙГ0 = 1Ц0), Н0 Ф 0 произвольное ве­
щественное число, т = К</ и начальное условие 

й(0) = К(0) в-(О). 
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Заметим, что К(1) и, следовательно, равенство (2) определено во всем 
интервале (— со, оо) поскольку а(1) непрерывная и определенная во всем 
интервале (— оо, со). Система (К), определяющая элементы сс1к{1), г, к = 
= 1, 2, 3 матрицы К(Ь), распадается па три системы трех уравнений сле­
дующего типа 

ос'и(1) = - Я0оси + аиб<««—^'о* + а̂ е<«.-—-->»а*, 

ои21(1) = а21 е<°"-««>(аи — Я0ос21 + я2 3 е ^ а^%{, (а,:) 

а̂ ДО = аш е<я"-я«) 'а/г + а32 е*"---"""^ г- — Я0Оз,:, 

где г = 1, 2, 3. Решение системы (а;) ищем в виде 

'• «и = е\.-е<;-я">', 

а2; = Си ф-*г*^ (3) 

После подстановки (3) в систему (а,-) получаем систему 

(а1Х — Я — Л0) С+ + а12С2(. + а1яСщ = О, 

«21<?1г + («22 — Я — 1?0) Сц + а^Сг{ = 0, (4) 

«31^1, + «32<+/ + («33 ~ Я — # 0 ) Сы = 0. 

Определитель этой системы 

<5(Я, /?0) = - (Я \ Воу + (Я + /%)Пг - (Я + Д0) « + | а | = 

= - Я3 + (*г — ЗД0) Я2 — (ЗД* — 2ггЛ0 + 5) Я -

- (Я§ - /т> + /V - | а |), 

где 1г = а и + я2 2 + «зз и .9 равно сумме главных миноров второго порядка 
определителя | а \ системы (а). При подходящем выборе Я и Я0 определи­
тель д(А, Я0) равен нулю. Выбрав значение Я0 + 0, находя корни Я,,:, ?' = 1, 
2, 3 уравнения д(Х, Я0) = 0, определим из (4) коэффициенты С й , /", /с = 1, 
2. 3. В случае кратных или комплексных корней поступаем известным 
способом, как это продемонстрируем в части 4. 

Теорема 1. Пусть щ(г) есть решение уравнения (Е) и К(1) решение уравне­
ния (К). 

Тогда 
и(1) с(1) К(1) щ(т), (5) 

есть решение уравнения (а), удовлетворяющее начальному значению 

и(0) = К(0) М1(0). 

Доказательство. Теорема вытекает из равенств (1) и (2). Если уравнения 
(5) переписать в систему, то 

х(1) = а п (0 :Ч(Я01) с"../ + «„(О у-(ЗД &** + а13(0 гх(Д^) е<4 

' у(Ь) = а21(0 * х(/у) е̂ »« ! а22(0 ^(/у) в-«« + а23(0 ^(Д^) е-*, (6) 

2(0 = а31(«) ̂ (/т00 е*-1 1 а32(/) У 1(ВД е°-< + «„(*) 2г(/у) в"-*. 
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Заметим, что | с(1) | = ем Ф 0 и, согласно [1], | К(1) \ = е-3"»' ф 0. 
Следовательно, матрицы с(1), К(1) регулярные и согласно [1], имеет место 
следующая теорема: 

Теорема 2. Пусть и(1) есть решение уравнения (а) и К(1) решение уравне­
ния (К). 

Тогда 

*м = *- ,Шс-хЙг)вШ (7) 

есть решение уравнения (Е), удовлетворяющее начальному значению 

щ(0) = К-Щ к(0). 

Доказательство. Уравнение (7) получается непосредственно, ввиду [1], 
из уравнения (5), разрешив его относительно их(Я01) и переходя к пере­
менной т = Н01. 

Если уравнение (7) переписать в систему, то 

'.щШ>-щв+-Ш>-Щк)~-

Уi(*) \к\ e XUJĄ \K\ Ҷ Д J 

! |iř| 4«J' 

«13 ( 4 - ) JUT , x «S3 (4-) _ «je , 

, 5 " f â „-"Ír./M 

(H) 

' | # | \я0/' 
где через а а. обозначено алгебраическое дополнение элемента а,-А. матрицы 

3. Сейчас преобразуем решение системы (А) в решение системы (А) и на­
оборот. Согласно [1], если 11 (Т) есть решение уравнения (А), принимающее 
для Т = 0 значение с/0 -= {/(0) Ф 0, тогда 

И 1(т) - к(т) Щг0т) (9) 
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есть решение уравнения (Е), принимающее для т = 0 значение и10 

= гг1(0) где к(т) есть решение уравнения 

- ^ = Ек(т) - к(т)А(г0т) г0, (/с) 

принимающее для т = О значение А0 — к(0), г0 Ф О произвольное вещест­
венное число, Г = г0т и начальное значение 

щ(0) = А;(0) с?(0). 

Решение А(т) уравнения (Л) и, следовательно, равенство (9) определено 
в интервале (— оо, оо), поскольку Л(Т) непрерывная и определенная 
во всем интервале (— сю, оо). Система (А:), определяющая элементы р1к, 
г, к = 1, 2, 3 матрицы А;(т), распадается на три системы трех уравнений 
следующего типа 

Р*(т) =- Ра - Лпе(^ ** '*ра - Л3 1 ви«---«>*.0д> 

РМ = - -4» е<-«»-*»> '«Ч?а I- /?« ~ -4М е^—-> '-/?«, (&) 

«•(*) =••= - 4 и е ( ^ ^ ^ / ? й - 4 в е^«-^-) ^ Л + Аз, 

где г = 1, 2, 3. Решение системы (р{) ищем в виде 

Рп = С€1е
(Х+л^'о*, 

Ря = СлеР+**>'«, (Ю) 

После подстановки (10) в систему (р() получаем систему 

(1 - (Л + Ли) г0) Са - Л%1г0С12 - А„ГьСл - 0, 

—-^и^о^а + (1 — (* + Лг) Го) Сг2 — Л Л ^ З = 0, 

—Л13г0Са — Л-аГоСа 4 (1 - (Я | А^) г0) Сг-3 = 0. 

(И) 
Определитель этой системы 

/1(Я,г0) = - 4Х* + г*(3 - г0ТН) Я2 - гв(|#5 - 2г0ГД | 3) Я -

- (41 л ! - '18 + г,га - 1) = - (г0Д - 1)з - (г0Я - 1)-г077?-

- ( г 0 Я - 1 ) г о 8 - г « | Л | , 

где ТВ — А1Х + Л2 2 -|- Лзз и /5 равно сумме главных миноров второго 
порядка определителя | А | системы (А). При подходящем выборе Я и г0 

определитель Л(Я, г0) равен нулю. Выбрав значение г0 Ф 0, находя корни 
Д., 1 = 1, 2, 3 уравнения Л(Я, г0) = 0, определим из (11) коэффициенты 
ра,, /', А- = 1, 2, 3. В случае кратных или комплексных корней поступаем 
известным способом, как это продемонстрируем в части 4. 

Теогема 3. Пусть ^(Т) есть решение уравнения (А) и А;(т) решение 
уравнения (к). 

Тогда 
иг(т) = к(т) С-Чю) Щг0т) (12) 
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есть решение уравнения (Е), удовлетворяющее начальному значению 

в-.(0) - к(0) «7(0). 

Доказательство. Теорема вытекает из равенств (1) и (9). 
Если уравнения (12) переписать в систему, то 

Ф) = Рп(г) е-^»^Х(г0т) + 0м(т) е ~ ^ У ( г 0 т ) + 0м(т) е ~ ^ 2 ( г 0 т ) , 

УМ - Ра(т) е-^Х(г0т) + р22(т) е-^-^У(г0т) + 0м(т) е-^-2(г 0 т) , (13) 

^(т) - 0я(т) е ~ ^ Х ( г 0 т ) + (Зф) е-^0*У(г0т) + ^ ( т ) е^вз^2(г0т). 

Так как матрицы С(Т) и к(т) регулярные, то, согласно [1], имеет место 
следующая теорема: 

Теорема 4. Пусть %(т) есть решение уравнения (Е) и к(г) решение уравне­
ния (к). 

Тогда 

ЩТ) = С(Т)к->(1)и1^) . (14) 

есть решение уравнения (А), удовлетворяющее начальному значению 

^(0) = кгЩ их(0). 

Доказательство. Ввиду [1], достаточно в уравнении (12) перейти к пере­
менной Т = г0т и разрешить его относительно ^(Т). 

Если уравнение (14) переписать в систему, то 

(15) 

где через &-к, I, к = 1? 2, 3 обозначено алгебраическое дополнение элемента 
/?а матрицы /е(т). 

4. Наконец совершим взаимное преобразование решений систем (а) 
и (Л). 

Теорема 5. Пусть *1 (-0 е с / ^ ь решение уравнения (А), К(1) решение уравне­
ния (К), к(х) решена уравнения (к) и Т = г0т, т = /?</. 

Тогда 
и(1) == с(«) Щ*) Л(ЛЛ ^(гЛО Щг0Н01) (16) 

есть решение уравНе11ия (а)> удовлетворяющее начальному значению 

и(0) == К(0) /с(0) С/(0). 
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Доказательство. Возьмем произвольное решение ^(Т) уравнения (.4) 
и положим Т — г0г. Тогда, согласно теореме 3, 

в-(т) к(г)С-Цг0г)1>(г0г) (17). 

опт, решение уравнения (Л'), удовлетворяющее начальному значению 

щ(0) к(0)Щ0). 

Положим т Н01 и с помощью решения (17) уравнения (Е) построим 
функцию 

и(1) с(1) К(1) щ(Е01) - с(*) К(1) к(Н01) С^(г0Я01) Щ^Л (18) 

которая, согласно теореме 1, есть решение уравнения («), удовлетворяющее 
начальному значению 

м(0) = А(0) А-(0) с/(0). 

Теорема 6. Пусть и(1) есть решение уравнения (а), К(1) решение уравнения 
(К) и к(г) решение уравнения (к) и х - Н01, Т =- г0г. 

Тогда 

Щ Т ) ^ С { Т ) ^ ) к ^ у ( ^ . ) и ( ^ . ) (19) 

есть решение уравнения (А), удовлетворяющее начальному значению 

17(0) - /^(0)А"--(0) и(0). 

Доказательство. Такое же. как в теореме Г>, причем используются тео­
ремы 2 и 4. 

3. Взаимное преобразование первых интегралов систем (а) и (А). 

Теорема I. Пусть /]{т, иг} с,- сс///ь первый интеграл системы (Е). 
Тогда 

№, *} = №*, К-1® с-Ц) и} =~ сй (1) 
сс/нь первый интеграл системы (а), где К(1) есть решение уравнения (К). 

Доказательство. Возьмем любое [«мнение и(1) уравнения (а). Согласно 
теореме 2.2, функция 

•*> ^Ш^Ш-Ц-)-
где т — Н01, является тогда решением уравнения (Е) и, следовательно, 

/,{«,««} = Ж«. (.А'-чо «"'О »(<)} = 

яЬ^ъУ^Нк)}-**'*™ с< 
для любого решения м(2) уравнения (а), что доказывает утверждение 
теоремы. 

Теорема 2. Пусть Е;{Т, Ьт) С; есть первый интеграл системы (А). 
Тогда 

/}{т, и-} - Л{/-0т, С(г0т) 1г\г) щ) = С, (2) 

сс/ш> первый интеграл системы (Е), где к(г) есть решение уравнения (к). 
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Доказательство. Такое же. как в теореме 1, причем используется тео­
рема 2.4 и то, что Т — г0г. 

Теорема 3. Пусть К;{Т, V} ~- С- есть первый интеграл системы (А). 
Тогда 

/«{*, и) = Т,{г0Н01. С~*(г0Н01) к ЧН01) К~\1) с~\1) и} = С; (3) 

есть первый интеграл системы (а), где к(г) есть решение уравнения (к), 
К(1) есть решение уравнения (К). 

Доказательство. Такое же как в теореме 1, причем используется теорема 
2.6 и то, что Т = г0Н01. 

Для полноты выскажем следующие теоремы, доказательство которых 
такое же как в предыдущих трех теоремах, причем используются соответ­
ственно теоремы 2.1, 2.8, 2.5. 

Теорема 4. Плетя /,{!, и} = с; есть первый интеграл системы (а). 
Тогда 

П{т, щ] == ЦЕЛ с ^ - | К \^-\ и^ = с„ (г = IV) (4) 

есть первый интеграл системы (Е), где К(1) есть решение уравнения (К). 
Теорема 5. Пусть р\{г, щ} =---- с; есть первый интеграл системы (Е). 
Тогда 

ЩТ, Щ = /}|{г0г, к (--) С-*(Т)&} - 'о (*• "= V ) (5) 

есть первый интеграл системы (А), где к(г) есть решение уравнения (к). 
Теорема 6. Пусть /,,{/, и] = с; есть первый интеграл системы, (а); 
Тогда 

РАТ, V} = п{гЫ, с (Х-) А- ( - у / , (1) С(Т) Ц) = с„ {т = ,„/ад 

I (6) 

есть первый интеграл системы (А), где К(1) есть решение уравнения (К), 
к(г) есть решение уравнения (к). 

Замечание. Если согласно теоремам 1, 2, 3, 4, 5, 6 преобразовать два 
соответствующие независимые первые интегралы, то полученные два 
первые интегралы (1), (2), (3), (4), (5), (6) будут тоже независимые. 

Для иллюстрации докажем высказанное утверждение только для тео­
ремы 5. Очевидно, что для остальных теорем доказательство было бы 
одинаковым. 

Теорема 7. Пусть даны два независимые первые интегралы системы 
(Е) /!{т, их} - с{, I = 1/2. 

Тогда преобразованные первые интегралы 

р.{т, (7} = %!т, к 1~\ С-\Т) ц\- с;, I = 1, 2 

будут тоже независимые. 
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Доказательство. Имеем, что к (—\с~1{Т) V 

ix &_ 0 u\/o-*-- r 0 0 \/X\ 

í_i |3__ (3_3HO e-^» r 0 \ | y | 

33l fe /333/\0 0 e - « « * / \ Z / А 
/_1ге-*«г X + / 3 1 2 е - ^ У + 0 1 3 с ^ т 2' 

е - л п г х + 08_е--1--т У + А__е-^"т 2 
.е-'»*' X + Д__в--»»!Г У I- ^ е - ' 4 - т 2 

где 0 а = /3.& ( — ) , Г = г0т. Следовательно, ^ ( Г , X, У, 2) -= 

= /1(Г, | З и е ^ и Т Х + /312е"'Ь2ту + р^лщ 

/_ие-^»-,х + №--«*У + ^ е - 1 ^ , 

Апв-^т-х + /3__е-^У + |5ир^»г2). 
Замечание. В дальнейшем часто используем функциональные 0 П Р ^ 

делители для которых, ради удобства, введем сокращенные обозначен 

г __ ___!____ - __ ___, _\) -
,У •» ~ • Щх, т/) ' ^ ** ~ Б(Х, У)" * ад В(Х1,2/1) 

Имеют место равенства 

/_П. в<----+-*«>-' __ ^ ^ ^ ___ ^ „ / ^ + ^ 3 / | / 1 г г , 

/,геигг+А„)Т ___ _^_/ % г / 1 + 0гг/„_г. - ?__/,.,_, 

/ггеМ-И-л33. т =_ ^ / ^ __ ^ а 1 / з д + р и / Л 8 . . 

Так как 

/м. м 
( а ^ От 

1*_* 

00 

ð .! " -ÿ- _.-
ð_/i 

_____ 
ðz_ 

3% S l 
дfì 

-тт^ g_-
дyx 

__M 
ôẑ  \ 0хг От 

_= — ̂ Xги^"^— 1*_г.&31 то легко проверить, что верны равенства 

^ч% = — /«.».?, — /*_.,&. 

I*.. = 1__г_§1 + /_•____•-• 

(8) 

Рассмотрим матрицу 
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По предложению ранг этой матрицы равен двум. Покажем, что в таком 
случае вектор (Т%1У1, ^x^гx, ^у^г^) не тождественно равен нулевому. Дей­
ствительно, ибо в противном случае следовало бы из системы (8), что и век­
тор (/ж.*, Т Ух%, Тгх%) тождественно нулевой. Но тогда ранг матрицы (9) 
был бы меньше двух, что противоречило бы предположению. 

Рассмотрим сейчас вектор (Т ХгУ1, ТХ1гл, ^у1г1) как нетривиальное решение 
системы (7). Определитель системы 

-Ä. ДlЗ 

ßn -Ä. 
íҺi ßгг 

| Ä |" 4- 0. 

Поскольку определитель системы (7), которая имеет нетривиальное ре­
шение (.7^ , J„. отличный от нуля, то приходим к заключению, 

то эта система не может быть однородный. Следовательно, вектор (Тх 

I'хг> ^гг) н е тождественно нулевой. Но это означает, что ранг матрицы 

дh\ 
дx 

дJ\ 
д 

д/\ 
дZ 

дŕ\ 
дT 

дF2 

~ö'X~ 
дF2 

дY~ 
дF2 

дZ 
дғ2 

дT 

равен двум. Этим теорема доказана. 

4. Определение первых интегралов системы (А). 

1. Используем выше изложенное для того, чтоыб определить первые 
интегралы системы (А) с помошыо первых интегралов 

/\{т,и1}'=х1в-т--=с1, /|{т, щ} = г/!в-т = с2, / |{т,и г] = % е~т = с3 (1) 

системы (Е). Легко проверить, что интегралы (1) независимые. 
Замечание. Утверждение, что данная функция зависит (не зависит) от 

рассматриваемой переменной, будет означать, что производная данной 
функции по рассматриваемой переменной тождественно не равна (равна) 
нулю. 

Следующие леммы нам понадобятся для определения фундаментальных 
интегралов уравнения (I). > 

Лемма 1. Пусть 

1\(Т, X, У, Ъ) = С1} 1\(Т, X, У, Ъ) = С2, Т\(Т, X, У, 2) = С3 (2) 

'"первые интегралы системы (А), зависящие от. Т,Ф(ос,/3,у) произвольная 
непрерывно дифференцируемая функция, зависящая хоть от двух из пере­
менных ос, ,6, у. Пусть далее сложная функция 

0[J\(T, X, Y, Z), F2(T, X, Y, Z), F3(T, X, Y, Z)] -- (3) 

зависит хоть от двух из переменных X, У, Ъ и. не зависит от Т. 
Тогда (3) есть первый интеграл системы (А), который не зависит ни от 

одной из функций (2). 



Доказательство. То, что (3) есть первый интеграл, известно из общей 
теории. Независимость функции (3) от функций (2) вытекает из того, 
что не могут одновременно удовлетворяться, в силу сделанных пред­
положений, тождества 

Р(Т_. Ф) ____ д<1_ дР_ ___ ЩР_ Ф) 0Ф_ дР\ = 

Б(Х, I) ~ дХ дТ ~ ' Ь(У, Т) ~ ~~' ~дУ~ЪТ ~ 

Р(А;-, Ф) __ дФ _?/____ 

Б(2, Г) ~ 52 дГ "" 
для г - 1, 2, 3. 

Лемма 2. Пусть (2) независимые первые интегралы системы (А), завис­
ящие от Т, 

ФХ(Р,(Т, Х,.У, X), Р2(Т, X, У, щ = кх, 

Ф%[РХ(Т, X, У, X), Т3(Р, X, У, щ =- кг

 ( 4 ) 

первые интегралы, полученные согласно леммы 1. 
Тогда (4) фундаментальные интегралы системы (А). 
Доказательство. То, что каждая из функций (4) есть первый интеграл, 

сказано в лемме 1. Независимость интегралов (4) вытекает из равенств 

ЩФг, ФЯ) __ ^(Ф„ Ф%) __ дФх дФ& 0 

0(а,у) 1^„^з) 3/\ ^ 3 

Лемма 3. Пусть (2) независимые первые интегралы системы (А), завис­
ящие от Т. 

ФХ[РХ(Т, X, У, г), Рг(Т, X, У, Х)\ =- Кх, Ф2 = Р3(Х, У, X) - А'_, (5) 

где Фх первый интеграл, полученный согласно леммы 1, Ф2 первый интеграл, 
не зависящий от Т. 

Тогда (5) есть фундаментальные интегралы системы (А). 
Доказательство. Вытекает из того, что 

0 № . Ф » ) „ дФх 

Лемма 4. Пусть (2) независимые первые интегралы системы (А), за­
висящие от Т. Предположим, что существует непрерывно дифференцируе­
мая функция Р(/л : г-), такая, что 

Пусть 
РХ(К - у(Х, У, X), X, У, X) = <рх(К) ФХ(Х, У, X) =-= Сх, 
Р3(К - у>(Х, У, X), X, У, X) = <рг(К) Ф2(Х, У, X) = с2 

функции зависящие хотя бы от двух из переменных X, У, X. 
Тогда 

ФХ(Х, У, Х) = КХ, 

Ф2(Х, У, X) = к2, 

являются фундаментальными мнтегралами системы (А). 
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Доказательство, а) Докажем, что (7) являются первыми интегралами 
системы (А). Первые интегралы (2) удовлетворяют тождеству 

дР{ аг, ае, аг( __ 
Тт + Ж 6' + IV °- + Ж 6з "• 

где г •— I, 2, 3. (6) есть тоже первый интеграл системы (А), и следовательно 

д? Г I дУ Г М ^ Г - д Р Г \ д Р Г ! д Р Г - д Р 1 

~ах Ьг + ву °2 + Ж °3 ~ Жх (71 • 'ЪУ
 Ьг + Ж" ('3 = ~ а г ^ 

Заметим, что для 1 = 1, 3 

д*\ __ д!и дТ _ __ ^ 
5 у с/Т с?̂  ОТ 

и поэтому для А; = 1, / = 1 или /*' = 2, _ — 3 

дЉ.G (- £__ŁC + *_?»,_ - г „ . .rчi-. / ð / < . ðv_ , Ö / ' І . 
дX ' " ' ðУ G г ґ ðZ 

: М ]1-#ж + «г)й' + 

• Г /_-.! 1 / ^ дУ , д1''Л,- , Г /_-Ч1 , / дР1 9У> . дРЛ„ 

+ М * " ' 1 ( - -Й-9Г + Ж) с- + [ " * ( А ) ] " ( - 75Г Ж + ж ) с° = 

- Г» |*-\1->Гд/,< Г 4- 9Р' Г I ^ Г дР< 1д<" Г 4 а*" Г ' а*" Г \1 

-[Л.-01 [ ж - С 1 + ^У С 2 + 1 Г й з - ' ^ ( ж С 1 + , 5 Т С а + Ж й з ) 1 = 

Г ,6,1-1 / а / ' < Г I а / " , ^ . I ^ Л _ . ^ ( \ П 

Этим доказано утверждение а). 
Ь) Докажем, что (7) независимые. Предположим противное. Пусть (7) 

зависимые. Тогда бы одновременно удовлетворялись тождества 

ЩФг, Ф2) _ 0 ЩФг, Ф_ _ 0 ЩФг, Фг) ___ п ,«, 
0(Х, У) _ ' 0(У, 2) "" " ' ЩЪ, X) 

Рассмотрим систему, состоящую из тождеств (8) и следующих двух тож­
деств 

дГ и ' дГ ~ ' 

которые очевидны. Из этой системы тождеств, следовало бы, что 

_ _ = „дР* дР\ дР* 

дТ дТ ' дХ ЭХ ' 

_ _ _ „ _ _ ^ _ /^з 
0У З У 02, дЪ> 
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где Я ф 0 есть функция, з а в и с я щ а я от переменных X, У, 2,. Но из послед­
них равенств следовало бы, что имеют место тождества 

Щ1\, 1\) _ 0 Р ( ^ 1 , -«,) ^ 0 Р(1 71, ^з) ^ 0 

В(х, У) ' П(у,1; ') ^ ' щъ, X) 

0(/Ч,/ 'а) п Р ( ^ 1 , / Ц _ п ЩЬ\,Т\) 
В(Х,Т) - ' Р ( У , ?') ~ ' Г)(Я, У) " ' " 

Однако это невозможно, так к а к по предположению первые интегралы 
Т\, / 3 независимы. Этим доказано, что (7) независимые. 

2. В следующих теоремах определим фундаментальные интегралы урав­
нения (1). Покажем, что вид фундаментальных интегралов зависит от 
корней Д,-, 1 — 1, 2, 3 уравнения /1(Д, г0) = 0. Первые интегралы системы 
(Л) получим с помощью теоремы 3.5 ар анием независимых первых 
интегралов (1) системы (Е). Н а м придется часто рассматривать системы 
2(11) и (/?,-). Заметим, что мы всегда будем предполагать, что если ранг 
матрицы этих систем равен единице (двум) то отличным от н у л я будет 
главный верхний минор первого (второго) порядка определителя этой 
системы. К а к известно это не ограничивает общность наших рассуждений. 
Заметим еще, что часто, ради лучшей обозримости, переходя от одной 
части равенства к другой части, используем сокращенные обозначения 
коэффициентов, так как нас будет интересовать л и ш ь структура фундамен­
тальных интегралов без точного знания числовых значений коэффициентов. 

Определение. Вудем говорить, что корень Д?;, 1 = 1, 2, 3 уравнения 
А(А, г0) -~^ 0 имеет ранг равный р = 3 — г, (1 ^ р ^ 2) [4], если матрица 
системы 2(11) после подстановки корня Яг имеет ранг равный г. 

Заметим, что если корень Д-, г = 1, 2, 3 имеет ранг равный р, тогда 
система 2(11) имеет после подстановки в нее Д = Х{р линейно независимых 
нетривиальных решений. 

Теорема 1. Пусть уравнение А(Л, г0) — 0 имеет вегцественные и различные 
корни Д,;, I = 1, 2, 3 или один двухкратный корень Л2 = А3 = Л0, ранг ко­
торого равен двум. 

Тогда фундаментальные интегралы уравнения (1) можно определить в виде 

Ф1Х V 7) - < в » х + . Р - . У + Р » - > 

где \)И, % , /3А, /*' = 1, 2, / = 1, 2, 3, 4, 5, б о/ •• ьге постоянные. 
Доказательство, а) Пусть к о р н и уравнения А(А;г0) = 0 вещественные 

и различные. К а к известно, в таком случае корпи Дг-, /" = 1, 2, 3 имеют 
ранг, равный единице. П о д с т а в л я я Д,; в сиеттму 2(11), матрица которой 
имеет ранг, равный двум, и решая ее, находим нетривиальное решение 
(Сц, С,-2, С13), I = 1, 2, 3. Тогда элементы матрицы к(г) @{к, г, к = 1, 2, 3 
имеют вид 

/*« = С й е Л + - и ) г . г , & 2 = с я еЛ+-4«>'*. & 3 = С й е<*«^-->'.* 

где г = 1, 2, 3. Следовательно, учитывая, что Т = г0т, то к(г) С~Х(Т)11 = 

/ б ^ е ^ . ^ С 1 а е<д1+-4^) т С13е(ян-л.з>-Л /е-<п?' 0 0 \ / Х \ 

-= с?21 е<А° | --и) * С 2 2 е ^ + ^ > Г С м е<*-+л--) * 0 е-*-- 1 0 У , 

\С81 е<А8+^а) г С 3 2 е( ; з+^ г 2 )г б 1

3 3е( ;-з+^зз)гДо 0 е - ^ Д г / 
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Тогда согласно теореме 3.5 

~г{1\ Щ = МЫ к(т) С~\Т) Щ = 

= /КТ, (СпХ + С12У + С1гЪ) е*-* (С21Х -\- С22У + С282) е*-', 

(С31Х + С32У + С^Ъ) е>>т) =-= С, 

есть первый интеграл системы (Л). Если в качестве /| взять независимые 
первые интегралы (1), то получаем три независимые первые интегралы 
системы (А) 

Рг(Т, X, У, Ъ) = (СиХ + С12У + С 1 3 2 ) с ( Л 1 " ^ ) 7 ' = С-., 

/?,(Г, X, У, 2) = (С*21Х + С22У + С23Ъ) е ( А 2 "^) Т = Сг, (12) 

/^(Г, X, У, 7) = (СЪ1Х + С32У + С 3 3 2 ) е ( Л з ~ ^ ) Г = С,. 

Предположим, что Яг- Ф 1 : г0, I = 1, 2, 3. Тогда 

/ЛА1~~~) (С21Х + С22У + С ,

2 32)(Д 1"^) 

Ф1(Х, У, ъ) - - . .-•- = 1 ^ Л _ ^ -__ л-г, 
~Г '•> (СцХ + С12У + С1гЪр "7 (13) 

„ 2 ( x , y , z ) ^ ^ " J ( ^ + c ^ + ^ ' 
?Г '•) (СиХ + С12У + с1гф г.) 

являются, согласно лемме 2, фундаментальными интегралами уравне­
ния (1). Если один корень, например Я3 = 1 : г0, тогда 

Ф_(Х, У, Ъ) = ( _ ^ ± ^ ^ ± ^ ^ = Кх, 

Ф2(Х, У, 2) = Р,(Т, У, 2) = С31Х + С32У + С ю 2 = Кг 

являются, согласно лемме 3, фундаментальными интегралами уравнения (I). 
Ь) Пусть уравнение Л (Я, г0) = О имеет двухкратный корень Я2 = Я3 = 

= Д0 ф Я1? ранг которого равен двум. Решая систему 2(11) для X =-2,х, 
корня, ранг которого равен единице, получаем нетривиальное решение 
(С11} С12, С13). Если подставим в систему 2(11) Я0, тогда матрица этой 
системы имеет ранг, равный единице. Следовательно, решение опре­
деляется первым уравнением 

г __ ^ 2 1 г о г ^ _ А31г0 Г __ м г , , , _, 
с » ~ 1-(Л. + Аи)г,с» + Г^лГ+лГкс» " Л'с» + - " « с -

где к = 2, 3. Итак, корню Я0 отвечают два линейно независимые решения 
(М1 ? 1, 0), (М2, 0, 1). Тогда элементы матрицы к(т) возьмем в виде 
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(15) 

&1 ; Си с<>- ь--«>'-*, /312 = 6\2 с<л-+-*-«>'--, &3 - С13 е<^++-)^, 

/9„ - Л/, о<Л+.«п) 1̂ ^ = е(Л+.и2ъл% ^ = О, 

Ах - -^2 еИо+-'и)'-, &2 =,-= 0 0И - е<*-+л..)'... 

Далее, учитывая, что I — /'0т, то к(г) С Х(Т) V = 

/Спе^1-\л11)т спе(к+л,г)т с\9е^+А^т\ /в~А»т 0 0 \ IX: 
= |Л/1е^+'1 ' .)2' еа,+лм)т о | 0 е ,Ьл- о ( у 

\.1/ 2 С^"Ын)Г 0 0(^о К!:,,) 7' Д 0 о е ^^7\/у 

Согласно теореме 3.5, /\.{7\ 6\ - /}{'/', к(г) С \Т) II) = 

- /}(-". (СцА' + 6\2У ! 6'и.Й) е*-г, (Л:/\Х ! V) е ^ , (М2Х + Ъ) о^) С\ 
есть первый интеграл системы (Л). Если в качестве /•, I —-- :1, 2, 3 взять 
независимые первые интегралы (1), то получаем три независимые первые 
интегралы системы (Л) 

/+Т. X, У, X) - (6ЦХ |- (\+: + ад е(А1" ^ ) г = с\, 

^ ( Г . Х , У, 2) = (Л/-Х -] У)е(А§ ' » ' 7 ' - Г 2 , 

Ь\(Т, X, У, 2) = (М2Х ; 2) с' ° Л == С3. 

Если Я0 + (1 : /0) + Я1? тогда 

АУ~Т») (М.Х + У)(*' " * ) 
Ф,(Л\ У, 2) -± — = - Л1п1±++1± : _ Л\ 

/< {'""-) (6'ЦХ | Г12У |-С 1 32)(А°"^) 

И" "-) (М2Х | ур к) 
Ф2(Л\ >\ 2) ^ — - ^ « ^ - ^ - 1 ^ = Кг, 

РУ *> (СпХ + С12У + С132)Г" г0) 

являются, сог,таено лемме 2, фундаментальными интегралами уравне­
ния (1). Если Я0 =-- I : /0, тогда 

Ф,(Л\ У, Ъ) ~ Р2(Т, X, У, %) = МХХ + У - сг, 

Ф2(Х, У, 2) - Ь\(Т, X, У, 7) МгХ + Ъ =-- Г3, 

являются фундаментальными интегралами уравнения (I). Если Д] = 1 : г0, 
тогда 

Ф.(Х, У, 2) /\(7\ Л\ У, Ъ) СиХ | С12У + 6\32 =• 6\, 
(18) 

ФГХ У 7\ ^ М*Х + У А 
Ф г ( Л ' ь / ) "7; =7/^+2 А з ' 

являются, согласно лемме 3, фундаментальными интегралами уравне: 
]ПГЯ ( I ) . 
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Как видно, приведенные фундаментальные интегралы (13), (14), (16), 
(17), (18) имеют вид (11). Этим теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть уравнение А(1, г0) = 0 имеет двухкратный корень 
К =г: Я3 = Я0, ранг которого равен единице или тр - ый корень Хх = 
= Яа = Я3 =̂  Д0; ^рдяг которого равен двум. 

Тогда фундаментальные интегралы уравнения (I) можно определить 
в виде 

Ф,{Х, У, 2) = № , Х + УЛ.У + ад ехр а, | | + | м ^ | = Ск, 

(19) 

с<^ 7>*/./, ад., /V -:-- 1,2, / I, 2, 3, 4, 5, (), 7, 8, 9 определенные постоянные. 
Доказательство, а) По предположению уравнение А(Х, г0) = 0 имеет 

двухкратный кореш, Я0, ранг которого равен единице и однократный 
корень Ях, ранг которого равен единице- Для корня Ят определим, из си­
стемы 2(11) нетривиальное решение (Сп, С12, С13). Если подставить Я0 

в систему 2(11), тогда ранг матрицы этой системы равен двум и нам не 
удастся определить два линейно независимые решения. Поэтому решение 
системы (/?,•) ищем в виде 

&1 = (%т \ а2) е ^ п ) ^ , ^ = (Ь.г + /;2) в ( ^ » ) * 

Аз - (с1т + с2)с(яо+^-)^. (20) 

Если (20) подставить в еж тему (/?,-) и сравнить члены при одинаковых 
степенях т, тогда для определения ак, Ьк, ск, К = 1, 2 получаем две 
системы следующего тина 

[1 — (Я0 ! Ап) ?о] ак — Л21г0/^ — Апг0ск = ^1к, , 

Л-а^я* + (1 — (Я0 + ,422) г0] 6, — /132гоС;Ь = ^и, (21) 

, — АЗЛ)«А — Л23г0/3* + I 1 ~ (До + Лзз) г0] ск = ^ы.; 

где А = 1, 2, (>п (?21 ^ш 0, (?1а = а15 (Л2 = ^ , <?32 = сх- Согласно 
сделанным предположениям, система (21) эквивалентна с системой 

[1 — (Л> + Аи) /-0] ак — А21г0Ьк = (71;, + Л31г0с^, 

— ^ и ^ л + [1 — (До + А 2 2 ) г0] ьк = ^ и + А32Г0СА, 

решение которой запишем в виде 

я* - М&л ! -4м'ос*) + (̂<?2* I- АвР&к), 

&* *1«?1* I + 3 1 % ) + Л 2 ( ^ + -^зя^оС*). 

где /1? /2, /н' /-'г (определенные вещественные числа. Если в системе (22) 
положить к - 1, тогда согласно (23) получаем, что 

ах'= (кАзг ! /2Л32) г0сЛ тхсх, Ьх = (А-а̂ 81 Н М ю ) ЛА = ™фх. 

Для /»• 2 определим, что 

«2 = к((11 + Л31'оС2) + № + А32/0С2) - / ^ Г /2«2 Т- (Мз1 + Мз2> % 

= (11"--1 I кщ) сх | т ^ = л д т т хс я, 
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Ьй = кх{ах + А31г0с2) + к2{Ьх -\ Л3 2/0с2) = кхах + /%^ + (А~И31 + М з г ) гос2 = 

= (/^/г?! + /<у/?2) с, + т2с2 = /72сг + т 2 с 2 . 

Итак, 
Р + = (!!!1С1Т + ПХСХ + /йлСз) С<Дс+^и)»-оГ? 

/?„:2 = (т-Ат I л ^ 1 //г2с2) е(
яо+л22)г„г? 

Ря = (С 1т-! с 2)е^+-1 3 1), 0г. 

Решение р+., к а к видим, зависит от двух произвольных постоянных. 
П о л а г а я поочередно сх = 0, с2 = 1 и сх = 1, с2 = 0, получаем нужные 
частные решения, Следовательно, 

о — р р(Я,+^и)»вг ' Д — Г Р ( ; - 1 + + " ) 'от Д Г р(Л.+Л3з)"о* 
Р и — ^11 е Х " , Р12 С 12 ° 1 1 Т " , Р13 — ( ' 1 3 е 1 Х 33 > 
Аа : = ^ 1 е ( Я " м " } г"г, & 2 = тг е^+А,г) ,>т> ^ =. е(Я«+,133) -,* 

Дд = (м.т + л-.) е<я»! -.4„) г0% ^ --. ( т з Т + „ 2) е(Ао+л22) г* 0 Я = т е ^ + л з з ) -„. 

Поэтому учитывая, что Г — /0т, то /ь(т) С~\Т) С/ = 

(
6 Ц е(

А-+-*и) т 6 1 2 о^+^и) г 6 1 3 е<А1+^зя) п 

тхе^+лп)т т2е^+л22)т е(Де+л38) г \ 
(тх~Г |- щ\ е^о+Агг) т | т 2 — + /г2) е<А«м„) г 1- е(Л+л3 3) т / 

е - 1 ^ ' о 0 \ IX 

О е - л - Т О | У 

О 0 е-А»т) \2 
Тогда согласно теореме 3.5 1\{Т, 77} = /}{Г, к{г) 6 1(7 1) 6"} = 

= /}(-". (СцУ Н С ^ У + ^ 2 ) е*-г, ( т г Х | т 2 У + X) е* + 

\{тхХ + т 2 У + 2 ) ~ + щХ + / 7 2 У 1 еА»Г\ = 6 + 

есть первый интеграл системы {Л). Если в качество / ] , I = 1, 2, 3 взять 
независимые первые интегралы (1), тогда получаем три независимые первые 
интегралы системы {А) 

ЧТ> X, У, Ъ) - ( 6 П Х + 6 1 2 У + 6 1 3 2 ) е ( А 1 ~ ^ ) Т = 6 Ь 

/<2(7\ X, У, 2) = ( т Д + т2У + 2) е ( ; ' 0 ~ + ) 7 , ^ 6'2) (24) 

/ 3{Т, X, У, Ъ) = [ ( / « ^ + щ 2 У + 2) - ~ -|" л х Х + п2у] е ^ 'о) 1•= 6 3 . 

Предположим, что Хх ф (1 : г0) ф Я0. Имеем, что 

/\ .„ . Пл А + /2о У „. , , , г , г _. , , Л.6 о 

'« /{ ' ! ^ Н У + Г Т + ? ( А ' у ' 2 ) = К = Ф • 
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Тогда, согласно лемме 4 

ФХ(Х, У, Ъ) = РХ(К — у)(Х, У, 2), X, У, Ъ) = 

{г у иг V-! г УХ ^ Ё ~ У о Ж х + ^ У ) __ ^ = (6ИХ + 61 2У + 61 3/) ехр ^ х + ^ у + ? - * -

Ф2(Х, У, 2) = ^2(А: — гр(Х, У, 2), X, У, 2) : = 

(1 - Я0г0)КХ + «2У) _ 

(2Ò) 

(m^X + Лř3У + Z) exp -
/w,X + m2У + Z 

являются фундаментальными интегралами уравнения (1). 
Ь) Пусть уравнение А (А, г0) = 0 имеет трехкратный корень Д0, ранг 

которого равен двум. Как мы уже знаем, в таком случае после подстановки 
Д0 в систему 2(11) определим два линейно независимые решения (Мх, 1, 0), 
(М2, 0, 1). Этим определены функции ($1к для г = 1, 2, к = 1, 2, 3. Функции 
Ая> /?32̂  /#зз ищем в виде (20). Система (21) эквивалента с системой, состоящей 
из первого уравнения 

[1 — (Д0 + Ахх) г0] ак — Агхгфк — ЛиГоС* = ()и, 

из которого для /V = 1 определим, что : 

>>г + , , + ! \ . - е . - М Л + М.С, 1 1 - (Д0 + Л ц ) r0

 г 1 - (Яo + Л u ) r0 

И для & = 2, чтo 

Л«irn , , Aя1r, 
c2 + 

1 - {K + Axx) r0

 2 '• 1 - (Ao + -4U) r0

 2 ' 1 - (A0 + -4U) r0 

, , , , , r , Mxbx M2cx 

. = M x 6 2 + ilI2C2 + -. TT—^T-VT- + 1 - (До + .4и) /'о ^ 1 - (До + Ахх) г0 

= МхЬг + У142с2 + МХЬХ + Л ^ . 

Итак, 

Ра = [(-^А + МаСх) т + К2с, + ЛГД + Л2с2] в<*-+<».1> '*; 

Дг2 = (Ьхх + Ь%) &Л+--») '-*, Д, = (С1т + с2) е^н +«) V. 

Полагая в этих, выражениях Ъх = 1, 62 — сх = с2 = 0, получаем, что для 
I = 3 

/?31 = (М-Т + I*-) 0<М-4п> V, 3̂2 ^ Т е ^ Ы ^ Д , = 0. 

Далее, для 6г = 0, 62 = 1, сх = с2 = 0 и Ьх = Ь% = с̂  = 0, с2 = 1, получаем, 
что 

/?а = Ж, еЛ+^-0'". 018 - е^+-*«) -ог? ^ --. о, 

/?21 = Л/2 е<я«+^») ''«г, & 2 = 0, /323 = е<л"-м33) гог. 
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Следовательно, учитывая, что Т г0г, то А(т) С-ЦТ) II 

(
Мхе^+ли)т е ( д о и 2 2 ) г ( ) у 

М2е^о+л^т О с(*„+ла2)г\ 
1мгу г- /Ух) е<;-м„) г 1_ е<*»+лм) г 0 I 

/е--и^ О О \/ХД 
х 0 е-^"«' 0 | у | . 

\0 0 е-^---7\2/ 
Согласно теореме 3.5, ^{У, {/} = /|{Г, Аг(т) С--(.Г) (7} =•-• 

= /}(Г, (М,Х + У) е ^ , (М2Х + Ъ) е*.* 

[(МД + У1-+ ^хЪоИ ,„., 

есть первый интеграл системы (л). Если в качестве /|, г = 1, 2, 3 взять 
независимые первые интегралы (1), тогда получаем три независимые 
первые интегралы системы (Л) 

/;_+и 

1\(Т, X, У, Ъ) = (М2Х + 2) еГ° *) Г = С2, (26) 

Ь\(Т, X, У, 2) = \(МХХ + У)1 + д г д ! е(
Я° " *)*-=. С3. 

Предположим, что Л0 + 1 : г0. Тогда 

'•$ =т + '«жгтт - 7 ' + ** *• *> * = ж 
и, согласно лемме 4, 

Ф-(Х, У, 2) = /ДО - У(Х, У, / ) , X, У, X] = 

Ф2(Х, У, Z) = E2[K — yj(X, У, Z), X, У, Z] = 

— /М V I 7 ) n v n ^ ~ -V*o) IVi-X , 
- ( « . A r Z J e x p - j ^ y Л2, 

(27) 

являются фундаментальными интегралами уравнения (1). 
Как видно, приведенные фундаментальные интегралы (25), (27) имеют 

вид (19). Этим теорема доказана. 
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Теорема 3. Пусть уравнение Л(1, ?'0) = 0 имеет, трехкратный корень 
Лг = Лг — Л3 = Л0, ранг которого равен единице. 

Тогда фундаментальные интегралы уравнения (I) можно определить 
в виде 

(/ЛхХ + 1>*2У + /)»2)*вхр /3, ^ * + ^ 1 ^ - = ^ , (28) 

где ^ ы , ^^, ($к, к = 1, 2, г = 1, 2, 3, / — 1, 2, 3, 4 определенные постоянные. 
Доказательство. Если подставить Л0 в систему 2(11), тогда ранг матрицы 

этой системы равен двум, и нам не удастся определить три линейно не­
зависимые решения. Поэтому используем систему (0,-), решение которой 
ищем в виде 

Ра = К * 2 + а%х + «_) е^о+Лп)^ 

0.2 - ( V 2 + V | 63) е(*о+л2.) ™ (29) 

0*з = (с1т
2 +=с 2 т+ с3)е^+^3),ог. 

Если (29) подставить в систему (0() и сравнить члены при одинаковых 
степенях т, тогда для определения коэффициентов ак, Ьк, ск, к = 1, 2, 3 
получаем три системы тина (21), в которых ^ п = ^21 = $ 3 1 = 0, (^г — 2а_, 
<?22 = 2̂ 1» <?зг = 2сг, ^13 = а2, ^2Я = 6а, ^зя = с2. С помощью (23) опять 
определим, что 

аг = иг_с_, 6г = пг2с2, аг = 2гсгсг + гагс2, ^2 = 2п2сг + ш2с2. 

Далее, 

Ч =г -_(я_ + А31г0с3) + /_(62 + Л32?-0с3) = 1х(2пхсх + ?>г_с_) + /_(2п2с_ + т2с_) + 

+ (Мм + Мм) с0с3 = 2(1хпх + /2ла) сг + (/гтг + /а»г2) с2 + т_е_ = 

2/?_Сг + 71гС2 + #г_С3, 

/33 = 2/э2с_ + гс_с2 + »г_са. 

Частные решения 0г*, /, А: = 1, 2, 3 определим так, что для г = 1 положим 
сг = 0 = с2, с3 = 1, для г = 2, сг = 0, с2 = 1, с3 = 0 и для ?' 3, сг = 1, 
с2 = с3 = 0. 
Следовательно, 

0 ц = ГПХ е^+Агг) г.*, ^ ___ т з е ( Я 0 + . 1 2 2 ) ^ 

021 = (т г т + л_) е<я°+^) г0Г> ^ ___ ( т з Т + „_) е<я0+.422) ,.., 

0зг = (т г т
2 + 2/ггт + 2рх) в<*о+-*и>'«*, 032 = (т 2т 2 + 2>г_т + 2р%) е<я.+^-»>^1 ' 

-023 = ге^+^зз)^, 

0зз = тяе<А»+^м'г«т. 
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Учитывая, что Т = г0т, то к(х) С~г(Т) /У = 

/ //?-. е<;" -л») т ш2 е< л «++ 2 ) т

 е(*о-Ы33) т 

( п ц 1 - + / ? 1 ) е< ;'<>+^) т (]?ч1„ _., ^ \ е(Ъ+А„) Т 1_е(Л0+А33) т | 

т-г Т \ / Т2 Т \ Т% 
— ~2пг~~^2рЛ&^+лЛт\?п2~~-}-2п2~~-+2р2 е<л-+^->Г —е^.-.-»)--
!о Г о / V г 0 г 0 / /0 

'е-^»** О О V /Х\ 

О е-Апт О ( у ) 

О 0 е-^т]\г] 

Согласно теореме 3.5 Р{{Т, Щ = /}{Г, к(х) С~г(Т) Щ = 

= /1 ([ 7\ (/>?1Х О т2У + 2)] е л + Г(//?1А' + ш2У + 2) -^ + пхХ + /?2У1 е ; ^ 

\{щХ : тгУ + 2) ~-•+ 2(/г1Х + / ? 2 У ) | + 2(рхХ + р2У)1 е ^ | = с„ 

(30) 

сеть первый интеграл системы (А). Если в качестве /}, I = 1, 2, 3 взять 
независимые первые интегралы (1), тогда получим три независимые первые 
интегралы системы (А) 

РХ(Т, X, У, 2) = (гщХ + ///2У + 2) е("° " *) Г = С-. 

/?2(Г, X, У, 2) = \(тпхХ +.///2У + 2)-?-+ пхХ + /?2у1е(Л°: ' » ) Т = С-, 

/3(7\ X. У, 2) = [(т х Х + ш2У | 2 ) ^ * + 2(пхХ + /г2У)— + 

+ 2 ( А Х + / > 2 У ^ е ( Л о " ^ ) Т = 6 1

3 . 

Функция Т4(7\ X, У, 2) - Я* - /у<з = 

- [(и,Х + п2\у - 2(/;1Х + /?2У) (т г Х + т 2 У + I)] е"(*"" *) Т = 6'4 

является, очевидно, первым интегралом, не зависимым от функции 7+ 
Далее 

'»-% - г +'«ет^ттт - г + * < * у - 2> - А 

Предположим, что А0 + 1 : /0, тогда, согласно лемме 4, 

ФХ(Х, У. 2) = /'.[X - у>(Х, У, 2), X, У, Ц -

/ V I Л/ I /уч (1 ~ ^0!'о) ( И 1 ^ + ™2У) 

= //гхХ + //г2У + 2 ехр+ ^1Х± г_± = А 

/гг.Х + т 2 У + / 
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Ф2(Х, У, _) = / ф _ — у>(Х, У, Ъ), X, У, Я] - (31) 

= [{пгХ + п2УУ - 2(Р1Х + /7.Х | - Л У ) 

, ._, , л- . м 2 ( 1 — ^ о ) 0 * _ Х + 71-У) 7-

я в л я ю т с я фундаментальными интегралами уравнения (I). 
Заметим, что выражения (31) сохраняют смысл и для Я0 = 1 : /'0. К а к 

видно, приведенные фундаментальные интегралы (31), имеют вид (28). 
Теорема 4. Пусть уравнение _(Л 1 / 0 ) = 0 имеет комплексные корни 

Кг ~ * ± *>• 
Тогда фундаментальные интегралы уравнения (I) можно определить 

в виде 

(/>,___ + П И У + /)____)* ехр р к ^ Щ ^ ± - ^ ± ^ = __, (32) 

где _9 М , _9_, /}_, /с -= 1, 2, . = 1, 2, 3, / — 1, 2, 3, 4, 5, 6 определенные по­
стоянные. 

Доказательство. Вещественный корень А_ имеет ранг, равный единице. 
Подставляя Д_ в систему 2(11), определим решение (Сг1, С12, С1г). Решения 
системы (@{), отвечающие комплексным к о р н я м Л 2 3 ищем в виде 

0а = (о- + _а_) е ^ " + ^ г*, & 2 __ (/). -] .ад в с м п + м ^ , 

Аз = (с1 + к _ ) е ( " + ^ а + ^ ^ , (33) 

После подстановки (33) в систему (/3,:) получаем, что 

(1-("+-4__+1» г0] (а,+1а_) - ^ 2 1 г 0 ( ^ + 1 . _ ) --'131'о(с1+1с2) = 0 ! 

-^12'о(«1+1«2) + [1-(^+^22Д«^) 'о] (_+!_.) ~ Л32>о(С1+1 _) = О, 

' Л13г0(аГна2) --Л__г0(61+1б_)+[1-(г+_4а_+1А_)г0](с1+1с_) = 0. 

(34) 

В качестве решений этой системы возьмем алгебраическое дополнения 
элементов последней строки матрицы системы (34). Напомним, что из 
сделанных предположений вытекает нетривиальность этого решения. 
Пусть 

а + 1а2 = /х + 1/2, Ьх + \Ь2 — кх + 1/»2, с_ + \с2 = и._ + 1 т 2 

решение системы (34). Тогда, к а к известно, функции (33) для / = 2, 3 при­
нимают вид 

/_1 ~= е^'+'+^'о^ (__ С05 /_/'0Т — /2 81П (ЛГ0г), 

Р22 — е<"+-4«)г»г (&_ сов /_/-0т — /-_ 81П /.тут), 

/_з = - е("+ Л з з ) ГоГ (//?! СОЙ /лг0т — т 2 в т /.г0т), 

.31 = е<"+4" ) г«* (-_ СОР ,Ш-0Т + /_ 8111 //г0т), 

/?32 = в<" Ми)г_1 (/,-2 соз Ш*0Т + кх 8111 /_7"0т), 

^33 = е<"+'4 з з ) г о г ' («?2

 С 0 8 /# 0* + /_! 81И [ЛГ0т). 
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Следовательно, учитывая, что Т = г0т, то к(т) С~г(Т) ^ = 

(Сп^'+А«)Т С^+Ы* С д з е^зз)т , 

\ ^ М 1 1 ) Г ( < 2 с о в ^ + ^ 

1е~лпт () 0 V ,х, 

х 10 е-*»* о / у 

\0 0 е--1«.-7\2/ 
Положим 

у, = ^(Х, У, 2) = /ХХ + &ХУ + т 1 2 , 

0* ^ ЫХ, У, 2) - /2Х + к2У + ™22. 

Согласно теореме 3.5 Т{{Т, ^} = /1(7, Лг(т) С^ЧГ) I/) = 

= П[Т, (СпХ + С12У + ад е ^ ? 

(<??1 соз (лТ — <рг ъ\п (лТ) егТ, 

(<р2 СОЗ рТ — <рх 8111 ^Г) е"г] = С,-
есть первый интеграл системы (А). Если в качестве П I = 1 2 3 взять 
независимые первые интегралы (1), тогда получим три независимые первые 
интегралы системы (А) «̂ -«-.е 

Л(Г. X, У, X) = (6'ИХ + С12У + ЗДе^ЧК С ь 

7^(7', X, У, 2) - ( ^ соз цТ — 9Р2 з т /гГ) в''"'-*/ Т = С2, (35) 

7^(1, X, У, 2) = (9?2 соз /Л' + ^ з т IIТ) е Г " ) Г — ^ 3 . 

Очевидно, что первый интеграл 

^ Г , X, У, 2) = /- + п = ( й | Л /(" -т;)'= С 1 + 6 | = С, й 0 ] 

не зависимый от Ь\(Т, X, У, 2). Заметим, что 

!ЧТ,Х, У,г) = У й + Й * / Л с о 8 „ г _ Т / - _ = Д = 8 ш ^ г \ е ( ' - - У ' = 

- (соз (̂  соз / ^ - з.п <р з1н /г7') У<^ = ]/с1 соз (р + /,7') = 6'2, 

Ш ^ Г ^ = ^ = с о . 
\ У ̂  + <р| 

У^зш^ + ^Г) = С,3, 

iW, x, Y, Z) --= Víf + P i L f t = ^ C 0 8 / B r h ^ = J L = si,, „r . o 
' »l93f + — 

:2 

cos 9>= l 7 = J L = = - , 31110, = - -=L 



Поэтому 

- arctg 4 - = - ^ + I = - arctg Џ 
ß I2 Џ Џ Cг 

Так как Щ <р — ^ : 9?2,
 то <Р ~ агс1$ (^1 : (р2) и, следовательно, 

^ (-§") == ~ а г с ^ - ^ + I = У № У, 2) + Т = К = 1 агсЦ? -^ 3 -. 
\ л1

 % I (Л <рг ц с 2 

Предположим, что Лх + (1 : г0) 4= *, тогда можно доказать, что 

ФХ{Х, У, Ъ) = РХ[К - у(Х, У, Ъ), X, У, 7] == 

=- (СПХ + С12> + С ^ е х р - ^ ^ а г с ^ - ^ + ^ у _ р ^ =- А1 ? 

Ф2(Х, У, 2) = РДК - у(Х, У, 7), X, У, 7] -= (36) 

= [{1ХХ + Л-У + тх7)* + 

+ /2Х + А:21 + т 22) 2]ехр 2 -? агс1# * ] , V — ^ = к г 

/лг0 /2л + кг У + т 2 2 

являются фундаментальными интегралами уравнения (I). 
Заметим, что выражения (36) сохраняют смысл и для Ях, у = 1 : г0. 

Как видно, приведенные фундаментальные интегралы (36), имеют вид (32). 
Этим теорема доказана. 
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Shrnutí 

Řešení jisté kvazilineární parciální diferenciální rovnice prvního řadu 

J I N D Ř I C H PALAT 

V této práci se odvozuje vzorec pro obecné řešení parciální diferenciální rovnice (I). 
K tomu se využívá vzájemné transformace prvých integrálů rovnic (I) a (II) na sebe. 
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Zusammenfassung 

Über die Lösung einer gewissen quasilinearen partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung 

JINDRTCH PALÄT 

In der Arbeit wird eine Formel für die allgemeine Lösung der Gleichung (I) 
abgeleitet. Zu diesem Zweck benützt man die Transformation erster Integrale der 
Gleichungen (I) und (II) in sich. 
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