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1967 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE 0L0MUCENSIS 
FACULTAS RE RUM NATURALIUM. TOM 24. 

Katedra matematické analýzy přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: prof. BNDr. Miroslav Laitoch, kandidát věd 

О некотором преобразовании решений систем двух линейных 
дифференциальных уравнений первого порядка 

Станислав Травничек 

(Поступило в редакцию 3. 6. 1966г.) 

И настоящей статье я занимаюсь специальным случаем преобразований 
решений систем двух линейных дифференциальных уравнений первого 
порядка, с помощью которого показывается связь между некоторыми 
результатами М. Дайтоха [2] и автора [3]. Основанием многих рассуждений 
является при этом теория преобразований О. Борувки [1]. 

1. Мы будем заниматься системами двух линейных дифференциальных 
уравнений первого порядка вида 

У\^Ь(1)У2 УХ = В(Т)У2 , 
(а) ш (А) 

У'г^Ф)У1 У2 = С(Т)Уг, 

где штрихом обозначены производные относительно I и точкой производные 
относительно Т. Предположим, что функции Ь(1), с(1) непрерывны в интер
вале /', В(Т), С(Т) непрерывны в интервале I, и что в этих интервалах 
определены решения и(1) е (а), ^(Т) е (/1), 

•»-C8). •«•>-(«$)• 
начальными условиями вида 

(а*) и(10) =- щ ЩТ0) = *70, (А* 
где 

(::)• H Э 
начальные значения и 10 е /, Т0 е I нроизвольные числа. 

По 13] существует общее (см. [4]) линейное преобразование решения 
^(Т) е (А) на решение и(1) е (а) в виде 

и(1) = К(1) 1ГЩ1)}, (1) 
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{> W ) ðЏ)ì-

æ'(t) - -c [Z( í ) ] Z'(t) flí) ! ҺЏ) y(t) 

0'tø = -H[Z(t)] Zř(/) a(ř) -ҺҢt) ÔЏ) 

y'Џ) =- c(ř) a(ř) ~C[Z(t)) Z'(t)ô(t) 

«'(í) - c(t)>(t) - B[ZЏ)] 1 -'(0X0 

функция 2(0 отображает интервал г с /' на интервал / с I, точку /0 е / 
на точку Т0 е ^, и удовлетворяет вместе с функциями а(/), /?(2), у(0. <Н0 
системе 

m 

Если /;(/) [/^(7)] имеет в интервале /[У] производные до 2-го порядка вклю
чительно и имеет место Ь(1) В(Т) > 0 для всяких / е / , Т е / , тогда по [3] 
для того, чтобы при преобразовании вида (1) имело место ($(1) = 0 (т. с. 
чтобы первая компонента решения системы (А) преобразовалась в первую 
компоненту решения системы (а) в виде щ(1) = а(1) ^1[2,(^)], необходимо 
и достаточно, чтобы функции ос(1), у(1), 6(1) были определены формулами 

а«) = 

У\Ч = *)ии\ \ "Т77Г ~ /Л7//Л1 7'Т~ I У 7̂ Г 7(*\Л ~г~~ШТ \ ^' 

Ь \ B[Z(t)] Щ t)\ 

L íb'Џ) È[ZЏ)]Z'Џ) Z'Щl/ Ңt) 1 
2b(t) \ ҺЏ) B[ZЏ)] z'(t))ү в[zџ)] yizWl 

m = L]/^-y-m^z; 
где Ь-произвольная постоянная и Ъ(1) -решение дифференциального урав
нения 

~-{^,^} + ^(2,)?:'* = ^(^). щ,д) 

Здесь обозначено 

2 Z' 4 Z'2' 

l &"(-) 3 ò'2(í) , , , , , ч 

( Д І ) ^ 2 H(T) f 4 BҶ7') ' tíV>cV>-

Мы теперь рассматриваем функции Я(/), /*(/), имеющие в интервале / пенро-
рывные производные до второго порядка включительно и пусть функции 
Ь(1), с(1) обладают непрерывными производными первого порядка и имеет 
место 

Щ) [л'(1) — к'(1) /1(1) + Ь(1) Щ1) — с(1) и2(1) ф 0. (5) 



Множество функций 

Д(0 у-(*)+ МО у«(0, (6) 
где ?/(0 произвольные решения системы (а), обозначим 6'Яд. 

Лемма 1,1: Для того, чтобы произвольное решение системы («.) преобра
зовалось регулярным линейным преобразованием (1), где | К(1) | = т 4- О, 
в решение системы 

х\ - <р(«) ;г2 

х2 = у(*) , Ч 

так, что множеством первых компонент хх(1) решений системы (а) является 
С;,,, необходимо и достаточно, чтобы имело место 

<Р(1) - ~п ц(1) ,.'(о - пы() + щ по - т ит) (?) 

Д(í) cp(t) X ^ ' ^ ^ ' ' ^ ^ * ' ç,(0 

для Д(í) ф 0 и 

c(t)Mt)^i-Чt)c(t)щ) (8) 

^(г) в м̂ Т) И + *'тЯ(0 + 2^} я'(0 - "(4) ж -
-адя(о^+кос(омо) (9) 

для /г(г) + 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о : а) Пусть у(1) —произвольное решение системы (а), 

х(1) — .произвольное решение системы (а). По предположению леммы 
имеем 

•^(0-Д(0?/1(0 + М0!у2(0: (Ю) 

итак при преобразовании вида (1) ос(1) = Х(1), (1(1) = /л(1). Обозначим еще 
у(1) — Хх(1), 6(1) = лчх(0- Тогда для второй компоненты жа(*) решения ^(г) 6 (а) 
имеем 

Щ(1)-=Хх(1)ух(1)^[лх(1)уг(1). (И) 

Следовательно, функции Д(г*), /г(*), Дх(0, /^(0 необходимо удовлетворяют 
системе (2), т. е. имеет место 

Д'(0 - - С(1) (л(1) + ,-(*) Дг(0 

/«'(О = - 6(0 Д(0 + <?(0 1Ф) 

хх(1) - ^ (0 № - с(0 ^ ( 0 

/«КО = V » /«(0 - Ъ(1) К(1) 

Из первого и второго уравнения (12) следует 

9?(0 № : = А'(0 + С(1) и(1), <р(1) их(1) = ^'(0 + 6(0 ВД • (13) 
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По [3] | К(1) | = копзЬ. и по предположению леммы эта постоянная равна 
т ф О т . е. 

\К(*)\ = т. (14) 

Из формул (14) и (13) получаем 

^ т = 1 ф) и*) % Л<0 I = т *'(1) + т Щ - т "{1) - *2{1) с{1)' 
и из этого вытекает формула (7). Ввиду (5) имеем <р(1) Ф 0 и поэтому мы 
из уравнений (13) получаем 

_ __ +_ (о /,<() . _ _ _ _ + _ ( _ а д .. г. 
я>« щ —• М) Щ—' ( 1 о ) 

Для Х(1) Ф 0 вытекает из третьего уравнения (12) 

У(0=^у№(*)"+с(0А«г(0], (16) 

и если подставить из уравнений (15) в уравнение (16), то получаем (8). 
Для [л(1) Ц= 0 вытекает из 4-го уравнения (12) 

?{*) = щМ*) + Ь® №1 (17) 

и если подставить из (15) в (17), то получаем (9). 
б) Пусть теперь в системе (а) функции <р(1), гр(1) определены формулами 

(7), (8) или (7), (9); для определенности мы будем рассматривать первый 
случай. Пусть имеется произвольный элемент множества С1(1 [т. е. функция 
вида (6)], следовательно, пусть имеется произвольное решение у(1) системы 
(а). Если в преобразовании (1) решения системы (а) в решение системы (а) 
имеет место ос(1) = Щ), (3(1) = рг(1), у(1) = Ах(1), 6(1) == (лх(1), где функции 
ЫЙ' (-1\(1) определены формулами (15), 7,(1) = I, то эти функции удовле
творяют очевидно первым трем уравнениям системы (2), т. е. (12). Подста
новкой в 4-ое уравнение мы убедимся в том, что и 4-ое уравнение (12) 
удовлетворено [в абз. а) к вычислению мы пользовались эквивалентным 
соотношением (14)]. Итак, функция хх(1), определенная уравнением (10), 
является первой компонентной некоторого решения х(1) системы (а). 

Пусть хх(1) первая компонента произвольно заданного решения х(1) 
системы (а). Ото решение мы можем преобразовать преобразованием вида 
(1), где 

а{1) = 1К^1)' т : " " ^ Г ^ ' V® : ^ а д ) ' д{1) = ^ Я ( 0 ' ( 1 8 ) 

в некоторое решение у(1) системы (а), так как очевидно функции (18) 
вместе с функцией 7~г(1) = I удовлетворяют системе (2); именно после 
подстановки (и умножения всех уравнений на т) получаем с точностью 
до расположения уравнений систему (12), которая но прежнему удовле-



творена. Если хх(10) = х10, х2(10) = х20, то у(1) есть именно то решение 
системы (а), которое определено начальными условиями 

T, (t \ - ^ l ( Ѓ 0 ) T - ^ T 
УûLo) — m

 жю " : ~ ж 2 c 

_ ( n ЗДo) ^_ ад 
(19) 

Если теперь провести обратное преобразование, то по [3] получаем 

*,(-) = Ж0 !?1(0 + МО у_Ю } ш 

*_(0 = адЫ0 + л(0у_(0; ) 
ввиду первого уравнения (20) имеет функция %(/,) вид (6),и мы пользо
вались тем решением системы (а), которое определено начальными усло
виями (19), т. е. зв-^еС^, ч. т. д. 

Замечание 1,1: Из неравенства (5) вытекает, что ни для одного / неимеет 
место Щ) — //(!;) — 0; из предыдущей леммы вытекает, что для Щ) + 0, 
р(1) + 0 правые части уравнений (8) и (9) тождественны. 

Замечание 1,2: Функции <р(1), чр(1), определенные формулами (7), (8) или 
(9), мы будем в далыпем обозначать 

<р(1) = ср[1; Д ( 0 , 1л(1)], у>(1) = у>[1; Щ), /л(1)], 

чтобы подчеркнуть, что они образованы к данным функциям Л(1), (л(1). 
Теперь мы будем рассматривать функции (>(Т), а(Т), обладающие в ин

тервале / непрерывными производными первого порядка и удовлетворяю
щие неравенству 

9(Т) а(Т) - о(Т) а(Т) + В(Т) 9%Т) - С(Т) а*(Т) + 0. (21) 

Множество всех функций 

9(Т)У1(Т) + а(Т)У,(Т), 

где У(Т) произвольные решения системы (А), обозначим IIоа. 
Таким образом, каким мы в лемме 1,1 определили к системе (а) систему 

(а), определим к системе (А) систему 

Хх = Ф[Т; 9(Т), а(Т)] Х3 

(А) 
Х2 = ПТ^(Т),а(Т))Хг; 

итак множеством первых компонент ХХ(Т) этой системы является IIда. 
Очевидно, ввиду леммы 1,1 имеет место 

Ф[Т; д(Т), а(Т)] = -~ [е(Г) а(Т) - 9(Т) а(Т) + В(Т) е%Т) - С(Т) о*(Т)] 

(22) 

*[T; «T)MT))= e { T ) 0 [ T ' e { n a m ] [ m + Č(T) a(T) + 2C(T) á(T) 

™ ítZj ein «(?)] r m „m _[Ii e(n «(T)\ i 
e ( r ) «*T; e(?-), «r(r)] - C ( r ) ff(r) WtT^WíTÍ ' v > ( ) e ( > I 

..'••o 
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для о(Т) Ф 0 и 

П Г ^ М Т ^ ^ ^ ^ ^ Ю гЩТ)в(Т}{ 2Я(Т),(Т) 

• т ЩТ: ,,(Т), а(Т)\ ... Ф[Т- д(Т), „(Т)\ 1 

" "(,) ЩТСЩШ 11{])е{1)ФГгГе(тиГт)\ ' вщсщ<П\ 
(24) 

для с(7') Ь О, где Л/ постоянное значение определите;!я матрицы коэф
фициентов соответствующего линейного преобразования. 

M -
\o(T) a(T) | 

\QÁrn <yt(T)\ 

Q[T;Q(T),a(T)\ 

.Т] о(Т) + С(Т)а(Т) а(Т) + Л(Т) е(Т) 
д ^ } Ф[Т;о(Т),а(Т)\ х{ ' Ф[Т; д(Т), а(Т)\ ' {~"} 

Пусть теперь (функции 0(1), е(1), Л(Т), С(Т) обладают непрерывными 
производивши до 2-го порядка включительно и функции Щ), /и(1), о(Т), 
а(Т) обладают непрерывными производными до 3-сго порядка включи
тельно. Тогда функции 

опт) аИ)\ 1 <р"&№,/*(1)\ , з/?'[*;Щ,МОП 3 , 

|- <р[1; Щ, р({)] ф; Щ), р(1)\ (2В) 

1 Ф[Г; <?(Г), о(Т)] 3(Ф[Т;д(Т),а(Т)]у 
2 Ф[7'; <,(П "(-")] ' \\Ф[Т;д(Т),а(Т)]) ' 

1 - Ф [ г ; <?(:Г),«(-")] ПТ; е(П «(Т)] (27) 

непрерывны. Пусть далее тп = М 1 и пусть в неравенствах (5), (21) 
имеет место знак > . 
Мы будем рассматривать дифференциальное уравнение 

- {7, I) г ^[Ъ; о(7,), а(Ъ)] 7'* - д{1; 1(1), (г(1)], «); о, <у; д; Я, /л) 

решение 7(1) которого отображает интервал I а / па интервал / с ./ 
и сверх того данную внутреннюю точку 10Е у на данную внутреннюю 
точку 70( 20) е /. 

Теорема 1,1. Пусть II(Т) является решением системы (Л) определенным 
начальными условиями (Л*) и функция 7(1) решением уравнения ^): 
о, а; д; /,, //). Тогда и(1), определенное в интервале I формулами 

"1(1)"1г(1)в[Щ\ + Ще№)] ^)\ЩЦ)] + 

| a(Ł) a[7(t)\ /л(t) I 
+ |y(t)a[Z(t)] | Ò(t)aù7(t)\ ßl{t) 

U2[7(t)\ (28) 



l_.<0 r(*) . . « ) ] + . ) < _ . « ) ] I U"a[Z(í)], (29) 

*(0 V - - - - A ( 0 ^ ^ L - - - - - - - (30) 
u N[Z(ř); e[Z(0], a[Z(0]] }/rz'(fyi' [ } 

v ( ň _ \ t V_\ m .(01 _ ___ Q[Z(t)l a[Z(t)]] 
2<p[t; A(0,. (01 V . [ . A(0,. (01 <P[Z(0; áZ(t)], <r[Z(í)]] " U 

^ " ( 0 \ ] Г ^;Я(0,М0 
//(/) / Г Ф[2(0; Й-ЭДМ-ЭД1] УГ~'(01 

является решением системы (а), определенным начальными условиями 

I «(О _•( ~в) . (О | „ 

" 1 ( ' о ) : : у(«е(2.) + *(_. _-(-« /<,('•)! 1 0 

ř/20 (33) 

иa( .) 

| *(řo) ^(Zo) Mřo) I 
| ľ (ř 0 )or(Z 0 )+ _(t0)ö_(Z0) .i^o)' 

|Я(ío) a(O_(Z0) | 
k(«o) ľ(ío)e(Z0) + <5(řo)ei(Z„)i 1 0 '' 
\Җ) a(g<-(Z0) I 

k ( _ ) ľЄoMZo) + <$(toWZ0)| 2°' ( J 

Сверх того имеют место соотношения 

Щ «1(0 + . (0 «.(0 - «(0 (е[-ЭД] адо] Ь о[2(0] ьт1Щ]) (35) 

« 0 %(0 + .1(0 «.(0 = (у(0 й--(0] + *(0 о&Щ]) ЩЩ] + 

+ (у(о _г[_ЭД] I «(0 а№)\) ЩЩ1 (36) 

Докауателвьсто: Так как 1/(Т) — решение системы (Л), то по 
лемме 1,1 имеет система (А) решение 

0 ( Т ) / < К . . ( Л + . . ~ " . \ 

• Ч ' V. . .( . + . . . (Л/' 1 

Рассмотрим преобразование решения (7(7') б (Л) на н(_) в виде 

щ{1) = а(0 &х[Щ] 1 

мо -= у(о адо_ + ад одо] Г 
51 



Теперь мы создаем к системам (А), (а) уравнение ^, ^) и функции а(1), 
у(1), 3(1) по формулам (3). Таким образом мы получаем уравнение ((?; ^, а; 
г/: Я, ц) и функции ос(1), у(1), 3(1) определены формулами (30), (31), (32). 
По [3], случай 2°, имеет место: Так как 2,(1) — решение уравнения ((); @, а; 
({; Я, (л) и функции ск(1), у(1), 3(1) удовлетворяют формулам (30), (31), (32), 
то и(1), определенное соотношениями (38), является решением системы (а). 
!1о лемме 1,1 существует к этому й(1) решение и(1) е (а) такое, что имеет 
место 

Ч ) \Я,(1) их(1) + ^(1) щ(1)) ' { "} 

Из соотношений (38), после подстановки из формул (37) и (39), вытекают 
формулы (35), (36). Если вычислить функции и±(1), щ(1) из уравнений (35), 
(36), то получаем, что и(1), определенное формулами (28), (29), есть реше
нием системы (а) и что удовлетворяет начальным условиям (33), (34). 

Замечание 1,3: Соотношение (35) можно представить тоже в виде 

[Щ 11,(1) I- МО и2(1)\ (<р[1; Щ), 11(1)])-* -= 

= (о[Щ\ 1/Аг(1)] г <У[7(1)\ 1ГЦг№ (Ф[7(1); о[ЦЩ, а[Щ]])Ь \ 7'(1) р . (40) 

Теорема 1,2: Пусть сх(1) функция обладающая непрерывной 1-ой про
изводной, 7,(1) функция обладающая производной до 3-его порядка включи
тельно и отображающая интервал / с: / на интервал / с / и пусть су
ществует линейное преобразование, которое к всякому решению 17 (Т) 
системы (А) определяет некоторое решение и(1) системы (а), так что имеет 
место уравнение (35). Тогда функция ос(1) определена формулой (30), 
функция 7(1) удовлетворяет уравнению ((?; ^, а; а; Я, /и) и имеет место (36), 
где функции у(1), 3(1) определены формулами (31), (32). 

Д о к а з а т е л ь с т в о : К системам (А), (а) мы построим системы (Л), (а). 
Итак, если Ьг(Т)е(А), и(1) е (а), тогда 0(Т)[й(1)], определенное формулой 
(37) [(39)], является решением (А) [(а)]. По предположению существует 
линейное преобразование 17(Т) в и(1), т. о. учитывая лемму 1,1 тоже О(Т) 
в й(1), так что удовлетворено (31), это значит 1-ое уравнение (38). Но из 
зтого вытекает, что при преобразовании 17(Т) в й(1) вида (1) имеем /3(0 = 0, 
т. е. можем использовать теорему 2,4 [3]. По этой теореме функция 7(1) 
является решением дифференциального уравнения ((?; ^, а; ^; Я, /и) и удовле
творена 2-ая формула (38), в которой функции у(1), 3(1) определены уравне
ниями (31), (32). По лемме 1,1 получаем из уравнений (38) соотношение (36). 

Замечание 1,4: Пусть теперь на интервале I существует функция С(Т) 
обратная к функции 7(1) и ее производная С(Т). Тогда С(70) — 10 и очевидно 
(см. напр. [1], [2]) С(1) является решением уравнения 

- {С, т) + д[С; щ, 11(0] Р - 0[Т\ е(П <П1 (я; К ^ <2\ е, о) 

Теорема 1,3: Решение ^(Т) системы (/1), рассматриванное в теореме 1,1, 
удовлетворяет в интервале I по отношению к решению и(1) системы (а) 
о б р атном у с о о тношени ю 
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! <5[Í(H1 W ) l "(T) I 
l{T) ~ I - AC(T)] A[f(í')] + «[{(T)] ̂ [{(7-)] «,,(7) I " ' r í ( 7 , ) l S g " C 

Л[C(-OM«-0] *(0 | 
•.y[«-oм«-o] + *(-oы«-o] (̂T) i 

u2[C(T)]sgnC (41) 

|e(Г) á[C(7')lЯfí(7')l j 
2 ( Г ) ; |«Һ(Г) - И«г)]я[«г)1 н 4C(7')] я l [ í (Г)]Г l [ í ( Т ) ] s g n C 

U(T) S[C(T)]f,[C(T)\ 

I e-(-0 - rf«r)] M(T)] + a[C(^)] ^[C(I)] 
«2[C(I)]sgnC, (42) 

Сде функции ос(1), у(1), д(1) определены формулами (30), (31), (32) и функция 
г(Т) обратная к функции 7,(1), и сверх того имеет место 

д(Т) «/-.(Г) + одТ) ЩТ) = 

= Л[«Г)] ДОЙ-0] Й1[С(Г)] + ^[«Г)] щ[С(Т)\) щп С (43) 

й(-0 1?г(Т) + о^Г) ^ Г ) = 

= (-гВ(-0] ЧЙ-0] ь «[«Л] Ш(Т)\) щШТ)] ЧР с + 
+ (-у[С(-0] Й « Г ) ] I- а[«Г)] ъШТ)]) и2[С(Т)] Щп С- (44) 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Пусть и(1) — решение системы (а), которое получено 
по теореме 1,1 [т. е. определено начальными условиями. (33), (34)]. Тогда 
й(1), определенное формулой (39), является решением системы (а). По тео
реме 3,1 [3] ̂ (Т), определенное формулами 

рх(Т) = д[С(Т)\ (Л[С(Т)] иШТ)] + АС(Т)] щ[С(Т)\) щи С ] 

Г/2(Т) = ~у[С(Т)} (Л[С(Т)] и1[С(Т)\ + АС(Т)] и2[С(Т)])Щп С + (45) 

+ 4С(Т)\ №(Т)\ щ[с(Т)\ + ъШТ)] щ[С(Т)}) вЕп с, I 

где С(Т) функция обратная к 2(1), является решением системы (А). По 
лемме 1,1 существует к этому 0(Т) решение 0(Т) е (Л), так что для 
него имеем 

ах(Т) = д(Т) ЩТ) + а(Т) ЩТ) \ 

^ а (Т) = д(Т) Ог(Т) + аг(Т) 0*(Т). ) 

Из уравнений (45), (46) получаем, что ^(Т) определено формулами (41), 
(42) и что удовлетвояет начальным условиям 

П ( т . I Ь(10)Щ0) а(Т0) I 
<А(1о) = ,. п / п , / М 3 / м „ , т ч Ык) Щ" с + 

I — У(к) Що) + а(*о) 4(4) °1(-о) I 

tЗ(toMto) ^ o ) | 

! —ľ(to) ľ>(h) + а(řo) i«i(to) ^iíТo) I 
ив(-o) sgп C (47) 
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(49) 

П(Т, |е(*о) а(дд(0 | 
2( о ) " \МТо) -у(Ч) х%) + «Л) я.(д ! "*«•> "в" ^ I 

и |е(-"о) «5(0 ,*(/0) { 
+ I б1(-Г0) - 7 ( 0 М'о) т «(«о) Ы'о) | " ^ 8 * П С- ( 4 8 ) 

Если теперь подставить в формулах (47). (48) вместо иг(10), и2(10) из уравне
ний (33), (34), то получаем ЩТ9) = С/10, ГУ2(Г0) = *720; итак ЩГ) = ЩТ). 
Если вместо 6'ЛТ)- ^(1 ' ) подставить в уравнении (Щ из уравнений (45), 
по получаем (43), (44), ч. т. д. 

2. Покажем теперь вид некоторых из предыдущих рассуждении в случае, 
когда Я, //, д, а являются постоянными. Следующие теоремы вытекают 
непосредственно из соответствующих теорем в 1-ом абзаце и поэтому 
новые доказательства не нужны. 

Пусть имеет место [по (5) и (21)] 

/;(/) Я2 — с(1) /л2 > О | 

В(Т)9* С(Т)а* > 0. | 

.Множество всех функций вида 

ЫП 1-даС), (50) 

где у(1) произвольные решения системы (а), обозначим опять б1;,,. 
Лемма 2,1: Для того, чтобы произвольное решение системы (а) преобра

зовалось регулярным линейным преобразованием (1.), где | К(1) 1 — 1, 
в решение системы (а), так что множеством первых компонент т1(г) решений 
системы (а) является С)и, необходимо и достаточно, чтобы имело место 

ср(1; Я, II) =-. Ь(1) Я* _ с(1) ,,- (51) 

^ А ^ " я ^ у (С'(^ - с ^ - ^ й ) + В Д с ( | ) А ) (52) 

для Я 4= 0 и 

^х^--шш^)1---тхЛШй ! 6 ( 1 ) с ( 1 ) " ) (53) 

для ^ Ц= 0. 
Рассматриваем теперь системы 

х\ = ^ ; Я, ,*) .г2 X, = Ф(Г| е , о) Х2 

ш) . (И) 
4 = ц>{1\ Я, ^) .т-! X, = Ч\Т: 2, о) Хг, 

где система (а) [(Л)] определена к системе (а) [(А)] по лемме 2,1, следо
вательно функции $?(*; Я, /а), </;(/;: Я, ^) определены формулами (51), (52) 
пли (53) и Ф(Т; ^, а), ЩТ; д, а) формулами аналогическими. Решения 
системы (а), (а) и (А), (А) связаны по лемме 2,1 соотношениями 

Тф) = )мл{1) V Ц1ф) \ 

Тф) = 1Х(Ь) щ(1) I 11,(1) Щ(1) | 

54 



UX(T) = QUX(T) I crř7_(T) 

Ť7S(T) ^ Qx(T) Ut(T) + ox(T) U%(T), 

н л . ___(_) „ m .._ Aftrø 
л i W - ^*. з ЛГ' Pvł) -9?(i; A, /««) <??(/; A, yu) 

„ m ___) e_(r) (Щ 

Рассматривая предположения абн. I мы имеем но (26), (27) определены 
функции 

^ - Ч ^ + т С ^ ) ' * ^ - ' ) ^ <эт> 

№*^ЧЙ + 1И + ^^ Ч Г ^ (58) 

и на основе этих формул и уравнение ((?; _», гг; </; Я, ,ц). 
Теорема 2,1: Пусть -7(7') является решением системы (Л) определенным 

начальными условиями (Л*) и функция _5(.) решением уравнения (С̂ ; ^, а; 
^: Я, ^). Тогда и(0, определенное в интервале I формулами 

| ос(1) ^ р I 
ат = \у(1), + ь(1)ет)\ мэ\щт + 

| а ( 0 <у // | 
+ . . . . „ _ . „ , . „ г~.... „/лк-2( ' ) ] <59) y(í) or + d(t) <r_[Z(í)] ^ ( í ) | 

| Я а(ř) _ í 

" ^ І J W O r(t)Є + адЄl[zw]ГJZ(í)1 + 

j Я а(ŕ) cr 
|я_(í) y(í)(Г + ð(í)ťГ_[Z(ř)]| U%[Z(t)], (60) 

řrt = _ J _ _ / _A____Ll_) _ <fo z (*); g > g ] 7 7 r t 
n ' 2y( í ; Á, ytí) \ <p(t; l, p) 0[Z(t); _, trj " u 

g_(_i \ i/ZMAKZ __i_ řAo^ 
Z'(t) j F 0[Z(ty, Q,O] yyzW\ 
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является решением системы (а), определенным начальными условиями 
(33), (34) (где конечно д(20) = д, а(20) — а, Я(10) — X, /и(10) = //). Сверх 
того имеют место соотношения 

Хих(1) + !ш2(1) = а(0 (д^[2(1)] + а^[Щ]) (64) 

Хх(1) щ(1) + р&) и,(0 = М О е + 0(1) дх[Щ]) ЩЩ] + 

+ (у(0 * + ОД о№)]) иЩ1)1 (65) 

Теорема 2,2: Пусть ос(1) функция обладающая непрерывной 1-ой произ
водной, 2,(1) функция обладающая производной до 3-его порядка включи
тельно и отображающая интервал I а ] на интервал / с / , и пусть су
ществует линейное преобразование, которое к всякому решению ^(Т) 
системы (А) определяет некоторое решение и(1) системы (а), так что имеет 
место уравнение (64). Тогда функция сс(1) определена формулой (61), 
2(1) удовлетворяет уравнению ((?; д, а; </; X, /и) (X, [л; д, а данные постоянные) 
и имеет место (65), где функции у(1), 6(1) определены формулами (62), (63). 

Теорема 2,3: Решение ^(Т) системы (А), рассматриванное в теореме 2,1, 
удовлетворяет в интервале I по отношению к решению и(1) системы (а) 
обратному соотношению 

I ЯС(Т)]Х а | 
Щ Т ) ! ~УШТ)) А + 4С(Т)] ХхШТ)] ах(Т) I ^ « ^ * " С + 

d[t(T)]f* a 
-AZ(T)]/* + *[t(T)]/*ÍZ(T)] ax(T) 

\Q mT)]x 

ЧC(T)]щnt (66) 

ЩT) = I Qг(T) - ľ[C(1 ')] Я + 4C(T)] XШT)] I ^ C m J sgn C H 
ÌQ o[ţ(T)][л I 

+ I Qг(T) ~y[C(T)] џ + alí(T)] џЩT)] \ U*[C{T)] ^U ^ + 7) 

где функции а(0, у(0> <5(0 определены формулами (61), (62), (63) и функция 
С(Т) обратная к функции 2(1) и сверх того имеет место 

д^(Т) + а^(Т) = д[С(Т)] (ХиЩТ)] + (ЛЩ[С(Т)]) щп \ (68) 

9х(Т) 1/г(Т) + <1Х(Г) ?72(Г) - ( - у[С(Т)] Я + а[С(Г)] АДО')]) иЩТ)] щп С + 

' ( - У[С(Т)] р + а[С(Г)] рх[С(Т)]) и2[С(Т)] щп I (69) 

3. Полученные результаты мы теперь используем к исследованию диф
ференциальных уравнений 

(Я) У"-тУ У = 6(Т)У. (С) 

Полагая у = хг, у' — хг, У = Хи У — Хг мы видим, что у(1) б (§), У(Т) Е(С) 
являются первыми компонентами решений систем 

X1 = = Х<2 Л х —— -Л. 2 

(Г) . (С) 
щ = ё(1)хх Хг = С(Т)Хх 

56 



Теорема 3,1: Пусть ^(Т) является решением дифференциального уравне
ния (О) определенным начальными условиями 

U(T0) = U0, U(T0) = ü0, (G*) 
где ^0, ^0 данные начальные значения. Пусть даны функции Я(0, //(0, 
^(Т), а(Т) обладающие непрерывными производными до 3-его порядка 
включительно, функции §(1), С(Т), обладают непрерывными производными 
до второго порядка включительно и имеют место неравенства 

Я(ø iť(t) - A'(ø fi(t) + ЯҶø - g(t) fŕ(ť) > 0 
Q(T) Ò(T) - Q(T) a(T) + oҶT) - G(T) o*(T) > 0 

Пусть еще функция 2(0 является решением дифференциального уравнения 
((); о, о; д; А, /*), где а[1; Я(0, м(0], (>|Т; о(Г), ©'(Г)] определены форм>'лами 
(26), (27) и 

* ; Я(0, ^ 0 ] -= А(0 /*'(0 - А'(0 МО + Я2(0 - ^(0 м2(0 (71) 

у>[1; А(0, /,(0] -= а/#ч ^ * т <>/А1 (Я"(0 + $'(0 ^(0 + 2^(0 //(0 -

- Я'(0 

для A(0 Ф 0 и 

* ; A(0, M0] 

A(0 ç>[í; A(0, M0 
У'ÞІ ад, мo] 
ç>[í; A(ø, M0] 

1 

ю$ïM} + юю) 

fi(t) <p[t; A(0, fi(t)] 
<p'[t; A(0, fi(t)] 

<P[t; A(0, M0] 

^ " ( 0 + 2Я'(ø - fi'(t) <p'[t; Ą(0, fi(t)] 
<p[t; A(0, M0] 

- A ( 0 * A(0, M0] g(Oт-W) 

для //(0 + 0, и аналогическим и\'тем мы определим Ф[Т; ^(Т), а(Т)], 
У[Т; д(П а(Т)]. 
Тогда функция и(0, определенная в интервале I формулой 

в(0 = 

гдc 

| a(0 o[Z(0l M0 
!-/(0o[Z(0] + a(0o 1[Z(0] ^ ( o 
\oc(t) 0[Z(t)] f*(t) 

\y(t)o[Z(t)] + d(t)a1[Z(t)] fix(t) 

fi'(t) + A(0 

Ux[Z(t)] 4 

tli[Z(0], (74) 

j"i(0 <p[t; A(0, M0] ' 
функции а(0, у(0» ОД определены формулами (30), (31), (32), является 
решением уравнения (§), определенным начальными условиями 

u(t0) 

(Z0 = Z(t0) =-- T0) 

|a(í0)í?(Z0j /í(g I 
I y(̂ o) ?(zo) í < ô) Í?I(Z0) /ix(t0) I 

|a(ío)<^(^o) Mřo) | 
\y(t0)a(Z0) -\ ó(t0)ax(Z0) fix(t0)\ 

І V M 
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U(í0) a(í0)e(Z0) I 
u{o)'\h(to) y{t0)Q(z0)-\ ó(tfí)Ql(z0)\

 u° 

\ U0, (76) 
!Л(д ф0)а(г0) 

' ^Ш Г( 'о)^„)+ т<Уг(%о) 
где 

я'(0 + ?(*) А*(0 
^ " ~ ~ Ж В Д . ,«(*)] ' 

Сверх того имеет место соотношение 

Щ) и(1) + МО "'(О - «(-) (<?[-ЭД] #[-ЭД] I 4.Я(-)] *1[2(-)])- (77) 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает непосредственпо из теоремы 1,1 использо
ванной на системы (§'), (С). 
Из приведенной теоремы вытекаю! согласно абз. 2 кат; следствия сле
дующие рассуждения: 
Ксли Я, //, р, (т постоянные, то условия (70), т. е. (49) имеют вид 

^ - ^т > о ) 
е2 аЩТ) > 0. | 

Но (71) или (51) имеем 

<р(1-Л,11) Х*-№) ) 

Ф(Т;д, а) о2 — аЩТ). ) 

I Го (72), (73) или (52), (53) имеем 

и по (26), (27) или (57), (58) получаем 

^(0 

(78) 

(79) 

(80) 

[(81) 

№ е , - ) = «СО + ^ ( - , - ^ т ) ' - > * ^7тп ""в" А ' Г . 1 
с ~ 7 4 \о2—(гЧ>(1)/ I о2—аС(1) р2 — <т26(/)1 
Из этого следует, что дифференциальное уравнение ((7; р, <т; (7: Я, «) в на
стоящем случае согласится с тем же самым уравнением в работе [2], значит, 
что теорема 3,1 является обобщением теоремы 1, абз. 5, [2]. Действительно 
из (74) получаем (1), 5 [2], из (75), (76) вытекает (2), 5 [2] и из (77) имеем 
(3), 5 [2], так как но (61), (79) имеет место 

/ч 1 / ~ Я 2 — А*а^(0 1 /ооч 

^-У^Мтутшг (83) 
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Аналогическим обра:юм мы можем на основе теоремы 1,3 обобщить теорему 
2,5 [2]. 

Теорема 3,2: Решение ^(Т) уравнения (О), рассматриванное в теореме 
3,1, удовлетворяет в интервале / по отношению к решению и(1) уравнения 
(§) обратному соотношению 

„,_, ! тТ)]ЩТ)] а(Т) I , 
°™ = | -и«г)]ЩТ)] - щт)\Щ(Т)] а1(т)| " Ь О ! * " <• + 

д[С(Т)]/г[С(Т)] а(Т) I 
+1 -жтмяо] г «[«? ' ) ] Л [«г) ] <Г1(Г) |»та5п)1«8»с, 

где ос(1), у(1), 6(1) определены формулами (30), (31), (32) и функция с,(Т) 
обратная к функции 7,(1), и сверх того имеет место 

е(Т) ЩТ) + а(Т) ЩТ) -= й[сГ(Г)] (АГС(-Г)] и[С(7')] + «[^ГЛ!«'[С(Л1) з^и С, 

т. е. 

\е(Т) ЩТ) + а(Л Г(71] (Ф[Г; о(Г), <г(Т)]) * = (ЩТ)] и[С(Т)\ |-

+ /ДО')] в'[«Г)]) [?ЧС(7); Д[С(Щ /4С(Г)1){" ! С(Г) | ^ и С-
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Shrnutí 

O jisté transformaci řešení soustav dvou lineárních diferenciálních rovnic 
prvního řádu 

STANISL AV TR ÁVN í 0 E K 

V tomto článku se zabývám speciálními vzájemnými transformacemi řešení soustav 
dvou lineárních diferenciálních rovnic 1. řádu (a), (A) a to takovými, aby řešení byla 
vázána podmínkou (35), kde Á{t), ju(t), o(T), a(T) jsou dané funkce. 
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V 1. části jsou k tomuto problému formulovány tři věty. 
Ve 2. části je uveden tvar vzorců a vět z 1. části za předpokladu, že X, /u, Q, a jsou 

konstanty. 
Ve 3. části jsou výsledky předchozích dvou odstavců použity na diferenciální 

rovnice 2. řádu (g), (G) a je ukázána souvislost uvažovaných transformací s některými 
výsledky práce [2]. 
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