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1968 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
FACULTAS RERUM NATURALI

STUDIUM DES RESONANZFALLES BEI GEWOHNLICHEN
LINEAREN REDUZIERTEN DIFFERENTIALGLE!-
CHUNGEN MIT PERIODISCHEN KOEFFIZIENTEN

RAHMI IBRAHIM ABDEL KARIM
(Eingelangt am 5. Jaruar 1967 )

§1 EINLEITUNCG

in einer fritheren Arbeit [1] haben wir den Resonanzfall fiir die Ditferential-
gleichung

Llx] = a4 a,(t) 20 + b a,(t) @ = f(i) (1)

untersucht. Dabei haben wir iiber a,(f) (v = 1.2, .... %), f({) Stetigkeit und
p-Periodizitit fir alle ¢ vorausgesetzt, d. h.

G+ p) =) =120 fe+p) = ). @)
Unter der Voraussetzung a,(f) = 0 haben wir festgestellt, dass im Resonanz-
falle die Losung x(t), sowie auch seine Ableitungen 2'(f). ..., 20'-1(f) mit wach-
sendem ¢ Werte annehmen, deren Grossenordnung grisser oder gleich ist als

eine gewisse Potenz ™ dabei ist die Zahl m fir 2(f) und alle ihre Ableitungen

dieselbe. Die Bedingung a,(f) = 0 ist hier wesentlich. da im Falle a,(t) = 0
bzw. im Falle

a0 a(f) — e all) = 0 a, (1) £ 0

)
®
gilt die Behauptung nicht mehr. In diesem Falle liegt es nahe durch die Substi-
tution &(f) = aW)(t) zu einer Differentialgleichung (n - j)-ter Ordnung tberzu-
gehen und das urspriingliche @(t) durch j-malige Integration von .i(t) auszu-
werten. s zeigt sich. dass hier eine spezielle Normalform (§ 3) gute Dienste
leistet. Von dieser speziellen Normalform des Fundamentalsystems der Losun-
gen der reduzierten homogenen Differentialgleichung ausgehend, kann man
zu einem Fundamentalsystem der Losungen der Differentialgleichung n-ter
Ordnung derselben Art gelangen (§ 4).

Dabei muss noch eine etwas unitbersichtliche Matrix auf die Jordansche
Normalform transformiert werden, was im §5 auf eine allgemeine Weise

- 1) Der triviale Fsﬁ]ﬁ; n fithrt zu der Differentialgleichung ™ (¢) = f(t). Die reduzierte
Gleichung dazu (vgl. (6) und (7)) ist = a™(t) = f(t). Der Resonanz- bzw. Ausnahmefall
»

1
liegt vor, wenn der Mittelwert —— ff(t) dt ungleich bz, gleich Null ist.
Py
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geschicht. Im § 6 (bzw. im § 2) behandeln wir die Beziehungen zwischen den
p-periodischen Loésungen der adjungierten (bzw. homogenen) Differential-
gleichung n-tor Ordnung und der reduzierten adjungierten (bzw. homogenen)
Differentialgleichung (n—j) Ordnung. Schliesslich im § 7 werden einige
Behauptungen iiber dic Grossenordnungen von a(f), a’(f)..... a2 D(t) im
Resonanzfalle bewiesen.

§2 HILFSBETRACHTUNGEN

95 sei nun vorausgesetzt, dass (1) die Form

LErl ) o ag(f) a0 a0 e = () (LSS0 1) (4)
wo
a1 # 0 )
hat. Iis liegt nahe. dass das Verhalten der Losungen w(f) der Gleichung (4)
auf das Verhalten der Funktionen

F(l) = ai(t) (6)
zuriickfithrt; die (1) gentigen dabei der reduzierten Differentinigleichung
FOD (1) B0 a, (1) & = (). (7)
Die homogene Differentialgleichung
Ligl = g™ + a®) g Vo a0y =0 )
fahrt man durch die Substitution
gty =y 9

in die reduzierte homogene Differentialgleichung
L9 = g + ) 7 Vb () § = 0 (19)
iiber. Die zu (8) adjungierte Differentialgleichung lautet
Llz] = (1) 20 (= 1) Y (ay(0)0 VA A (1) (@, (02)9 = 0 (1)
und fir die zu (10) adjungierte Differentialgleichung erhalten wir
L{z) = (1200 4 Ay M) 5 4 o, E = 0. (12)

Die Differentialgleichungen (4), (8), (11), baw. (7), (10), (12) fihren wir jetzt
in #dquivalente Differentialgleichungs-Systeme iiber. Dazu benutzen wir die
Vektoren

E Y z 0
@ Yy 2y 0

x=1" s y =} R z=|" fund ft)=] "’ (13)
P g 2, fit)
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] 4 0
x = , 9 — ) z = und f(t) = (1)
‘;‘,(n i1 !.7111—i— 1) E',,,,,- j(’)

Wir bekommen so die Systeme

X = A(l) x + f(t) (15)
y =A@y (16)
7z = A7)z (17)
bzw. Systeme
X = A(l) x + () (18)
y =Any (19)
z = —AT() z; (20)

dabei bedouten A(t), A(l) die Matrizen

und

0 1 0 0
Aty=]| : : B (21)

0 0 - 0 1

'*"n—;’(l)- - "’%—j—x(t)- coe (), —ay(f)
fo! 0 D, 0
t

Alt) == ) = (22)

0 A@) 0 A

wo 0 Nullmatrizen eines passenden Typs sind (vgl. [2], (17) mit &, = 0.)
Es sei

.’A;: .'7?: Sy !l:;r,'
91 72 vy U
Yy = (yo Yoo oo Vo) =| ) :
!]Lln—j—-l) R !712n i l), o !;;:n:]_jfl)
i ol "9
yils vy SRRLIE !/..”7,;
N :
Yyt gt gty
= . : (23)
n-1)

n—1 n-1)
YT w T



eine Matrix, die aus einem Fundamentalsystem der Losungen des reduzierten

homogenen Systems (19) zusammengestellt ist. Fiir Y(t) hahen wir dann die
folgende Darstellung (vgl. [1], (6) und (31)).

Y1) = @) . e = 2 rd(l) . oKyt (24)
Vo1
mit den Teilfundamentalsystemen
e G K2
Yoy ~| o '» j oo - ' (25)
Fpnsi !‘7{'3»‘/"”‘:‘ i i.i'/i':;“-u ‘
und den periodischen Teilmatrizen
o - vffm?
oy~ o C ool (26)
infi';)h'i ceon »i(;’h‘li
Wir setzen wieder voraus (vgl. [1], (9)), dass
=0 fir »=1....0
| —,ﬁi» 1:: : - [l) i Le...‘;- (27)

wobei. wie immer in Spezialféllen, § auch gleich Null oder s sein kaun. Damit
ist. es moglich, die Matrix Y(f) zu einer Matrix des Fundamentalsystems der
Losungen Y (f) von (8) folgenderweise zu erweitern (vgl. (22))

— [ i1 ; —

Lobogpeee Goonr Yot

l/ 7/;{:,”

1

Y() = (yy. oo y,) — i |-

g

0
; Lyt |

(28)
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Die j-te, (j — 1)-te usw. Zeile der rechteckigen Matrix Y*(¢) in (28) entstehen
durch fortschreitendes Integrieren der ersten Zeile von Y(t); die Integrationskon-
stanten konnen dabei noch beliebig gewihlt werden. Analog zu (25) stellen
wir ¥*(t) als Summe von Teilmatrizen dar:
Yx(1) = Y *Y*(1). (29)
vl

Satz 1: Wenn die reduzierte Diffrentialgleichung (10) genau 4 unabhingige
p-periodische Losungen Jq, Jea: - -» Jiz) besitzt, dann:
1) ist fiir alle §,(6) (v = 1,2....,0)

»

[ gw dt = o, (30)

0

so besitzi die Differentialgleichung (8) genau ¢ - 1 unabhiingige p-periodische
Losungen.
2) Ist mindestens fiir ein » unter den Werten 1, 2. ..., %

P

1 N N
L[ aona=a, s oy
o

so besitzt die Differentialgleichung (8) genau ¢ unabhiingige p-periodische
Lisungen.

Beweis: Ini Falle 1) kann man durch j-malige Integration jeder der Funktio-
nen Jo(t) (v=1,2,...,0) genau einc p-periodische Funktion y,(f) vom
Mittelwert Null erhalten. Die Funktionen #,(f) sind dann linear unabhiingig.
Weiter bekommen wir, von der trivialen Losung §,(f) == 0 ausgehend. noch cine
p-periodische Losung von (8), und zwar y,(() = 1. -

Im Talle 2) kann man lineare Kombinationen der Lésungen §uy..... §¢)
bestimmen, die spezielle Mittelwerte (31) besitzen. Wir werden diese Kombi-

nationen wieder mit gu. Jry, .. Jiz. bezeichnen und ihnen die Mittelwerte
Lo » R
[ dt =1, [y df =0 (v =2.....0). (32)
Py ]
vorschreiben. Durch j-malige Integration der Lésungen j,) (v = 2, ..., 0)

erhilt man wie im Falle 1) § — 1 p-periodische unabhiingige Losungen der
ileichung (8); diese Losungen haben wieder den Mittelwert Null. Durch Inte-
gration von §)(f) wiirde man eine nicht p-periodische Losung bekommen. Die
triviale Losung #o(f) = 0 fithrt auch in diesem Falle zu der unabhingigen
p-periodischen Losung #(f) = 1. Zum Schluss zeigen wir noch, dass (8)
keine weiteren p-periodischen Losungen haben kann. Ist nidmlich y(t) irgend-
welche nichtkonstante p-periodische Losung von (8), so ist auch g(t) = y?(t)
eine p-periodische: Losung der reduzierten Differentialgleichung (10), dabei
hat g(t) den Mittelwert Null. Die Losung j(¢) muss also eine lineare Kombina-
tion der Losungen §i(t) (v = 1,2, ..., 0) sein.
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$3 DEFINITION EINER SPEZIELLEN NORMALFORM DES
FUNDAMENTALSYSTEMS DER REDUZIERTEN HOMOGENEN
DIFFERENTIALGLEICHUNG

Das Ziel unserer Uberlegungen ist die Diskussion des Systems (15). Dazu
brauchen wir die in (28) auftretende rechteckige Matrix Y*(¢) auf eine moglichst
cinfache und tbersichtliche Form zu bringen. Zu diesem Zweck werden wir
die Matrix (23) des Fundamontalsyafnm% von (10) auf cine spezielle Normalform
itherfithren. die wir durch folgende I’wensthaften der in (24) auftretenden
Matrizen (26) kennzeichner

Definition: 1. ¥iv » = l. 2, ....0, d. h. bei o, = 0 sind entweder alle Mittel-
werte

1o
——f{i'”([) dt =0 (= (v)....,[»]). (33)
p 0
oder es gibt einen Index i,. 0 £ 4, £ m, — 1 (M, = [»] — () + 1). so dass
Ly ) di L7 ) dr = 0.
— [ G ) At = dr =
? of )+, 7 of )k
k= 0.1,..., m,— 1.k #1i, (34)
gilt:
2. Die Elementarbestandteile sind so geordnet, dass fir » = 1,2, ..., 4 die
Indizes 14, existieren und firr » = 2 4 1,..., 6 (33) gilt. Fir » l 8

+
ist o, # 0 die Reihenfolge dex Elem(‘ntalhebtandtcﬂu ist hier bf\helng

3. Die Zallen , wachsen mit » = 1. . A monoton:
Wy, > Mmy, . (r=1.2..12 (35)
und es gelten dic Ungleichungen
U, > Gyly, My =0y > My =iy fur y=2 ... A (36)

Dic Elementarbestandteile, fiur welche alle Mittelwerte verschwinden, sind
chenfalls nach wachsenden Werten von 7, geordnet; hier gilt nur

My, Z My . (r =24 2,...,0). (37)
Fiie die Herstellung dieser spezicllen Normalform bendtigen wir cinige Be-
griffe und Hilfssitze.
s sei fiir a, = 0 (vgl. (24) und (28))

Y= s o i) = G o ) €27 =
o , i 1 o ‘
= (o Py + Farers o G;I;i:j)'W(a) o ) (38)

ein zu »-tem Elementarbestandteil gehorendes Teilfundamentalsystem und es
existicre ein ¢, so, dass
1 e I_.‘U fir (o) < p < (v) + 1,
— } @u(tydt=1,1#0 fir u = (v) + i (39)
v lbvhvblg fur p > (v) + 1

gilt. Bs ist leicht einzusehen, dass der folgende Hilfssatz l nchtig ist.
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Hilfssaiz 1: Es gibt eine regulire Matrix

Ct) Ctw)41 -+ Cty)

C= Co = ¢l + Cp Dy + -o. + 6y DL, (40)

Cin+1
Clv

(vgl. die Bezeichnung (22) so, dass der transformierte Fundamentalsystem
,¥7 .*C die Eigenschaft 1 hat.
Ferner gilt
Hilfssatz 2: Es sei ausser dem Teilfundamentalsystem (38) noch ein anderes
Teilfundamentalsystem
-1

WE = Gw P+ Gwers o 7 P oo+ Gu)y (B F), (41)
(7, — 1)!

gegeben so, dass im Gegensatz zu (40)

ey — iy 2 M, —1, (42)
gilt und gleichzeitig

0 < iy—ip < . (43)
(Die rechte Ungleichung in (43) ist trivialerweise erfillt.) Dann ist es moglich
durch Uberlagerung dieser zwei Systeme ein necues Teilfundamentalsystem
YT analog (38) zu bilden, fiir welches die p-periodischen Funktionen ¢F,, ...,
@0y samtlich den Mittelwert Null haben. Das Fundamentalsystem ,yf bleibt
da{)ei unverindert.

Beweis: Bildet man dic neuen Losungen §; von (10) nach der Vorschrift

] fir p=@), @)+ 1, ..., 0) +i,—i—1
0::{'{{” A e L v (44)
Ju— G- iio-i0 f00 = () + 4, — 4y, () +10, —ip + 1, ...

e () R, — 1 = [¥],
so folgt vermige (24) fir die zugehérigen Funktionen
. {4’,‘ fir p= (), ) + L ..., (0) + iy —ip—1 )
=9 . " " . . . . i
P = G iveso B0 = 6) iy — i 0) iy — i 1,

cn () i, — 1 =[]
Dabei garantiert (43) far (44) und (45) genau die richtigen Werte von g und
aus (42) folgt
(k) < () + p— () + iy — i) = [k].

Man sieht leicht, dass die Funktionen ¢} aus (45) den Mittelwert Null haben.
da far u = (v) - 1, gleichzeitig (k) + u — ((v) + 1, — i,) = (k) + 7, ist. Damit
ist Hilfssatz 2 bewiesen.

Nach den Hilfssiitzen 1 und 2 konnen wir jetzt die spezielle Normalform durch
Erfullung der Bedingungen 1, 2 und 3 aus der Definition herstellen. Jeden
Elementarbestandteil kennzeichnen wir durch ein Zahlenpaar (i, ,) bzw.

3 Sbornik PU Olomouc : 33



(7, ,) falls kein i, existiert. Wir rechnen dann noch die Diffnrenyen wm, — 1,
aus und ordnen ]vdem Elementarbestandteil das Zahlentripel (v, ,,, 7, — z,,)
bzw. (m,.m,. 0) zu. Zunichst bestimmen wir die Zahlentripel mit dem klein-
sten 7,. Unter diesen wihlen wir nun das mit dem grossten Werte der Differenz
m,, — 1, aus. Dann ordnen wir die Elementarbestandteile bzw. die Zahlentripel
(M2, 1,. M, — 1,) so um, dass das eben ausgewiihlte Zahlentripel an der Spitze
stehe; das betreffende » s wir gleich 1. Nach Hilfssatz 2 kann man alle
anderen_ Elementarbestandteile, fiir dic (42) und (43) mit k& = 1 erfullc sind.
durch Uberlagerung mit dem ersten Elementarbestandteil so umwandeln,
dass fir sie kein 7, mehr existiert. Dabei bleibt der bereits bestimmte erste
Flementarbestandteil unverindert. Da in jedem Falle ¢, = ¢, und fir i, = i,
M, — 1, = 1, — iy ist, miissen die evtl. iibrigleibenden Zahlentripel, fir welche
noch ein 7, existiert, die Bedingungen 4, > ¢, und 2, — i, > M, — i, erfillen.
Aus diesen Zahlentripel wihle man nun wieder ein, fiir das wir » = 2 setzen
werden, so aus, dass bei minimalem ¢, die Differenz s%2, —1, maximal ist. Wieder-
um kann man die Flunentfwboqt'mdtelle fur die (42) und (43) mit k= 2
gelten, durch Uberlagerung nach Hilfssatz 2 so umwandeln, dass fir sie kein
7, existiert, withrend die Zahlentripel. fiir welche evtl. noch ein i, existiert, die
Bodingungvn

i, > 1, >1, und M )

§ . y > My iy > My — iy

erfiillenn. In dieser Weise-fahren wir fort und ordnen damit die Elementarbestand-
teile bzw. Zahlentripel (&, .1,,Mm, —1,) (v = 1,2...., A) so um, dass fir
v = .. A (natiirlich ist 2 = 0 oder 4 = 1 méglich)

i, > Gy e N B

gilt, woraus unmittelbar auch noch s, > ,_, folgt. Dann bleiben fi
evtl. noch die Elementarbestandteile mit den Kennzeichnungstripeln (i
fiir v = 2 4 1..... ¢ iibrig, die so geordnet werden kénnen, dass 7
(r=7242. ... ¢) gilt. Die Elementarbestandteile mit «, # 0 dirfen unver-
indert bleiben. Dfmm ist die spezielle Normalform he\geqtellt

§4 ERGANZUNG DER SPEZIELLEN NORMALFORM DES
FUNDAMENTALSYSTEMS DER REDUZIERTEN HOMOGENEN
DIFFERENTIALGLEICHUNG ZU EINEM FUNDAMENTALSYSTEM
DER URSPRUNGLICHEN DIFFERENTIALGLEICHUNG

Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis von

Salz 2: Von der speziellen Normalform (23) bzw. (24) des Fundamental-
systems der Losungen der Gleichung (10) ausgehend, kann man zu einen
Fundamentalsystem

Y(t) = @) . H(t) (46)
der Losungen von (8) gelangen, wobei
H(t) = ek, Dt + p) = D) (47)

ist, aber die konstante Matrix K braucht nicht notwendig die Jordansche
Normalform zu haben (vgl. auch (54) und (57)).
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Der Beweis muss in mehreren Schritten gefithrt werden. Zunéchst gilt, wie
man leicht einsicht : :

Satz 3: Es gelte (33) im Falle «, = 0 fir alle Werte von u = (»). .... [v].
2kni
sowie auch im Falle «, # 0 [und damit «, 3= ki vgl. [2]. (18)). Dann

kann man die Teil-Losungsmatrix (vgl. (25)) von (10) durch eine Matrix
*Y* zu einer Teil-Losungsmatrix von (8) erginzen und zwar so. dass wieder

vy np . .
Y —[ : - en [ ,,g ] e vty eRe (48)
gilt.
Ferner gilt
Salz 4: Wenn im Falle «, = 0 die Relationen (34) gelten. gilt anstatt (48)
vy . A
Y :[ W ]mit PYHE s r@F | eD v () (49)
mit i
1 [
O 0 R R
Tt G4 D! (j 4" !
"H*() :
e P iy
[ P 4 s ——
5 h v 2! (792, — 1,)!
1 r .
W [Py Ar = 0. (50)
ll
Anstatt (49) kann man auch ’
| e | TH (51)
vh 0

schreiben.
Schliesslich kann man noch dureh j-malige Integration des trivialen Losungs-
systems
‘ YE = (0, 0)
den Zeilenvektor

ly,",'(l. to. (52)
gewinnen, aus dem sich die Peil-Losungsmatrix
H (1) ] ekt ] P
oY ' - [ . 53
R o

ergibt. Durch Addition der Matrizen "®* baw. *®* aus dem Satz 3 bzw. 4 bilden
wir die Matrix @*(f) und schreiben
1. i
R
1
P(t) = -1 (54)

U;(P
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intsprechend bilden wir (vgl. Satz 4) die Matrix H*(t)?) durch Addition der
Matrizen *H*(#) (vgl. (50)) und setzen unter Beachtung von (41)
OH H*
H) = [ P ]

Die Fundamental-Losungsmatrix Y(f) von (8) bekommen wir dann nach (46);
dabei ist @(t) bereits p-periodisch.

Um Satz 2 vollstandig zu beweisen, bleibt es uns nur noch zu zeigen, dass (55)
in der Form der ersten Gleichung aus (47) geschrieben werden kann. Das ist
von selbst der Fall, wenn keine «, = 0 mit der Kigenschaft (34) vorliegt und
also Satz 4 braucht nicht herangezogen zu werden. Wir haben in diesem Falle

(55)

H(t) = Xt (56)
mit.
BL
K= [ 0 K] (57)
und
01
K=D,=| .. | (38)
.
.0

wo K, der Ordnung mg == j ist. Hier hat K bereits die Jordansche Normalform.
Im allgemeinen Falle gilt
Satz 5: Die Matrix H(¢) aus (55) hat die Form

H(l) = e (59)
mit
I, L 0 L 0
K,
K = Kl , (60)
Kl-H
Ki_

In der Formel (60) treten ausser den Elementarbestandteilen ,, K,, RN K‘
nur noch die Matrizen

K, =1 i T | (61)
0 ... 0
0...0,1,0,.., 0

2) Im Falle dos Satzes 3 ist Y H*(t) gleich der Nullmatrix zu setzen.
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auf, mit ciner Eins in der j-ten Zeile und (1 + i,)-ter Spalte (wegen der Be-
deutung von % vgl. die Definition im § 3). Im Falle 2 > 0 hat (60) nicht die
Jordansche Normalform.

Beweis: Durch Differenzieren von H(f) aus (60) bzw. (56) erhilt man

H'() = H@) . K. (62)
Da weiter

H©O) =1 (63)
gilt, folgt sofort (59) (vgl. z. B. [3], § 7.28 bzw. [4] § 10.6). Als Folgerung kann
man noch bemerken: Fir die in [2] (10) definierte konstante Matrix P gilt

P =Y-10)Y(p) = H(p) = e*r. (64)

Um das einzusehen, braucht man neben (46) und (63) nur noch die zweite
Gleichung (44) sowie auch (59) zu beachten.

§56 HERSTELLUNG DER JORDANSCHEN NORMALFORM FUR K

Wir brauchen noch die in (60) definierte Matrix K durch Ahnlichkeitstrans-
formation auf die Jordansche Normalform K° zu bringen, d. h. eine regulire
Matrix € so zu finden, dass

K° = C-'KC (65)
gelte. Die dazugehorige Fundamentallosungsmatrix Y°(f) von (8) ist dann
nach [1], (6) und [2], (12)

Yo(t) = Y(t) C = D(t) eX™. (66)

Die folgenden Uberlegungen sind nétig nur fiir den Fall 4 > 0, da fir 2 = 0
K bereits die Jordansche Normalform hat und es geniigt also C = I zu setzen.
Wir werden die Ahnlichkeitstransformation in j einzelnen Schritten durch-
fiithren, wobei fiir u=1,2,...,5 durch die Ahnlichkeitstransformationen

Ct.w1K.C, =K (67)

eine Kette von Matrizen “K enstehen wird, an deren Anfang (u = 0) die
Matrix °K = K stehen wird und am Ende /K = K°. Dabei wird jede Matrix
«K die folgende Gestalt besitzen:

DO K, K, K, ... K, 0 ]
“Do
uD1
nD2
K = ; (68)
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01.
In (68) hat die Matrix “DU = [ - (I)J die Ordnung j -— u und die Matrizen

01.
“D, = [ s 1)] fur v = 0, 1, ..., 2 die Ordnungen?®)
L
“m,, = m, + Min (u. 7,,,) — Min (g, ,). (69)
Fiir die in (69) auftretenden und bisher nicht definierten Grossen hat man
My = 1y = 0. Min (u.1;.,) = p (70)

zu setzen (i, braucht gar nicht definiert zu sein). Die Matrizen “K, aus (68)
besitzen 'om, Spalten und j — p Zeilen und sind fir x < 1,,, ausser einer 1 aus
lauter Nullen zusammengestellt; die 1 liegt fir 4 < 4, in der letzten Zeile und
(1 4, — p)-ter Spalte und far ¢, < u < i,,, in der letzten Zeile und erster
Spalte. Im Falle g = i,,, ist “K, eine Nullmatrix.

iK = K hat ersichtlich die Jordansche Normalform und fiir x4 = 0 hat nach
(60) °K = K die Gestalt (68). Man beachte dazu, dass in den Formeln keine
Matrix °K, bzw. °D, aufritt, da °m, = 0.
Im folgenden werden wir den Induktionsschluss von x4 — 1 zu g machen. Dazu
definieren wir zu jedem p = 1,2, ..., einen Index L(u) in folgender Weise:
Fillt x in ein der Intervalle mit den Endpunkten 4, 7. .... 7, (der linke
Endpunkt gehdrt zum Intervall, der rechte nicht). so sei ¢;(,) der linke Interval-
lenpunkt. Es gilt also:

T S 2 < g fir WS p < (71a)

Fiir die noch nicht erfassten Werte von p setzen wir
L) =0 fir u<i (71b)
L) = 2 far oz (71c)

Die folgenden. aus (69) fliessenden Beziehungen. seien noch angefiihrt:

i i
e+ ,Zo""’"' =j+ ; h, = j + [A). (72)
L(p) Ly
Jmmk Lormy =g X, =+ )] (73)
"m, = m, fur v > [{p) (74)

(zu (72) wurde noch [1]. (11) beachtet).

3) Man beachte die Definition zu Beginn vom § 3.
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Es ist niitzlich, die Matrix (68) fiir © > 0 noch einmal ausfithrlich zu schreiben:

W0 » 8 0 K “K,I("“l oK 0 7]
ltDo
/:Dl

"Dy
“D
)

K = 75
K "Dy - (1)

“D,
Klﬂ

! i
Die nun zu konstruierenden Matrizen C, aus (67) haben eine unterschiedliche
Bauart je nachdem, ob die Indizes x — 1 und x dem gleichen oder verschiede-

nen Intervallen (71a, b, ¢) angehdren.
1. Fall: Es sei

Lip—1) = L(p). (76)
d. h.
- = gy S p 1 <P < lpgnn = g
fur 4, <p—1<pu<i; (77a)
oder in den beiden Grenzfillen
0spu—1<u<i fir u<i, (77b)
L Sp—1<p fir p—1 274 (77¢)
In diesem Falle setzen wir
C.=C.V,. (78)
wobei zunéchst
10 0 0 "Crppoy oo "Ci 0]
neyy
g,
M-
u-1f _
cr = et " (79)
Llp—=1)+1
" 1‘)',
1
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ist. Die Ordnungen der Einheitsmatrizen #-110, #- 1, , #-11, entsprechen den
Ordnungen der Teilmatrizen #-1D0, #-1D, ... “‘ID; ‘aus dor Matrix #- 1K
(vgl. (68)). Wie es bereits aus (79) ersichtlich mt ist «C, eine Nullmatrix, wenn
#-1K eine Nullmatrix ist. Die iibrigen Matrizen #C, rechnen wir nach der

Vorschrift “C, — wiK, . #IDT, (80)

aus, insbesondere folgt aus (80), dass auch #Cy,_; eine Nullmatrix "ist.
Im Verg]elch mit #-1K, (» > L(u — 1)) ist in #C, die 1 in der letzten Zeile
um eine Stelle nach links verschoben. Bei #~ KC, erhiilt man zuséitzlich zu den
Einsen aus “~'K, (v > L(u — 1)) noch eine Ems die um eine Stelle nach links
verschoben wird, Die Matrix #C;1 entsteht aus #C, indem man die Einsen aus
#C, durch — 1 ersetzt; es fallen also in C 1KC, alle Einsen in der (j —wp)-ten
Zeile von 4~ 1IKC, weg bis auf .die Eins in der ersten Spalte von #-1K,(,
im Falle g > 1.

Die Matrix C}-! #-1KC} = #K* hat also die Eigenschaft, dass die fir » >
> L{p—1) in den Matrizen Ku- -1, in einer zur Hauptdiagonale-parallelen
Schrigzeile stehenden Einsen um eine Stelle nach links oben geschoben werden,
withrend alle anderen Elementarbestandteile der Matrix #~'K erhalten bleiben.
Insbesondere bleibt fir 4 > 1 die Eins in der linken unteren Ecke von “~'Ky, )
fest.

Anschliessend fiihren wir eine weitere Ahnlichkeitstransformation mittels der
,,Vertauschungsmatnx V durch. V entsteht aus der n- zclllgbnEmheltbmatnx

indem man dort in die Zeilen und bpalten mit den Indizes j —pu + 1, j —
Ip—1)--1

—p 2 a4 Y el = 7,1 (in der darauffolgenden
r=0
Spalte steht gerade die fragliche 1) die zyklische Umordnungsmatrix

0. ... 1
1

: (81)
. 1 . 0
cinfiigt. Im Falle z < 4; (d. h. L(x) = 0) braucht man keine iberfliissige 1
zu beseitigen und man setzt also V,, = 1. Wir bemerken noch, dass

V,1=VI (82)

gilt. In “K*V,, riickt die bisher in der (j — u + 1)-ten Zeile und (r,_, +- 1)-ter
Spalte stehende 1 unmittelbar schriig links oben, iiber die noch zu beseltlgende
1, welche auf ihrem Platz bleibt; alle Matrizen # D, , die wegen ihrer Lage durch
(81) multipliziert werden, verschichen sich um  eine Stelle nach links. In
V;1uK* VY, werden dieselben #—'D, noch um eine Stelle nach oben verschoben,
dle 1in der (j — p)-ten Zeile blelbt, jetzt auf ihrem Platz, wihrend die schrig
rechts darunter stechende, wegzubringende 1 riickt in ihrer Spalte in die letzte,
von der entsprechenden Zeile der Einheitsmatrix verschiedene Zeile von V,.
Somit wird #~ ‘Dm‘ ;) durch eine erste Zeile und Spalte berandet zu einor
Matrix um 1 grosserer Ordnung (man beachte, dass L(u) = L(up — 1) ist).
Resumierend kénnen wir also das Resultat der neuen Ahnlichkeitstransforma-
tion folgendermassen beschreiben: die noch an unerwiinschter Stelle stehende
1 verschiebt sich um eine Stelle nach links oben, #-2D(, ;) wird links und oben
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berandet (und erhéht somit ihre Ordnung um 1), die Matrizen # Dy, »'D,,

"Dy, werden um eine Stelle nach links oben verschoben und dle
Oldnung ipt erniedrigt sich um eins. DU hat also die Ordnungj —p
und "D,( die Ordnungen "m, )= *"'my;_,+1. Die Ordnungen der iibrigen
Matrizen blelbon unverindert (vgl (69)). Die Einsen in der (j — u)-ten Zeile
sind nun so untergebracht, wie es (75) verlangt.
In diesem ersten Fall haben wir also die Matrix #-K durch Ahnlichkeitstrans-
formation mittels C, = C}V,, in die Matrix “K transformiert.

2. Fall: Nun gelte es im Gegensatz zu (76)

also Lip —1) < L{u). (83)
ey S 01 <dpenn S gy Sp < igya fir 4 s p—1 <p <.
(84a)

baw. O<pu—1<ivsp fir p—1<i, (84b)
p—I1 <i; 2p fiar "=z (84c)

Ersichtlich gilt dann eine genauere Formel als (83)
L) = Lip—1) + 1 und iy —u =0, (85)
Zu Beginn wenden wir, wie im ersten Falle, die Ahnlichkeitstransformation
mit der Matrix Cj. V, an. Als Ergebnis erhalten wir die Matrix
WK =V;1.Ci1 1K . ChL VY, (86)
welche Einsen in den (j — u)-ten Zeile besitzt. Diese liegen aber (vgl. die
zweite Gleichheit (85)) sowohl fiir v = L(u) — 1 als auch fur » = L(u) in der
ersten Spalte von 4K, . Die Matrix 4K unterscheidet sich also von #K nur in
der 1 in der (j — u)-ten Zeile und (L(u) — 1)-ter Spalte; diese 1 ist in K nicht
enthalten. .
Um diese 1 zu bescitigen, fithren wir anschliessend noch eine Ahnlichkeitstrans-
formation
B!, 4K . By, ="K (87)
durch, mittels der ..Uberlagerungsmatrix” B,,,. Dicse entstebt aus der
n-reihigen Einheitsmatrix, in die man eine “m;, -reihige negative Ein-
heitsmatrix einfugt, wie folgt:
a3 &
IL|o
Illl

" ! L)1
,
[ PSR P

B .
L)
! “ L1

(88)

ny.
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In dieser Formel haben die Einheitsmatrizen dieselbe Ordnungen, wie die
entsprechenden Matrizen #D0, #D,, ..., “D, in (75). Bzl, entstcht, indem man
die eingefiigte Matrix —#*ly,_, durch die entgegengesetzte Matrix #I,(, ;
ersetzt. 4K hat bereits die vorgeschriebenen neuen Ordnungen der D-Matrizen
in #K. Insbesondere erhght sich die Ordnung von #-1D,, ), um 1, wihrend
die von #-D0 wieder um 1 kleiner wird. Das Multiplizieren von 4K durch
B, beseitigt zwar die uiberflissige 1, verschiebt aber die Matrix-“D,,,_, auf
den Platz, wo in (88) die Matrix —*#I,,_, stecht. Wenn wir aber dieses Produkt
jetzt durch Bz, von links multipizieren, fillt diese Zusatzmatrix wieder aus
und so wird schliesslich #“K hergestellt.*)

Im zweiten Falle miissen wir .also

C. = CiV.By, (89)
setzen.
Als Gesamtergebnis unserer Betrachtungen erhalten wir den folgenden
Satz 6: Die Matrix K wird durch die Ahnlichkeitstransformation (65) mittels

i
c=1ic, (90)

auf die Jordansche Normalform

K3
K?
Ko = .. (91)
Ko

transformiert. Die Matrizen C, sind in (78) bzw. (89) mittels der Hilfsmatrizen

(79) bzw. (88) und der geschilderten Hilfsmatrix V, definiert. Die Ordnungen
m, der Elementarbestandteile K? sind fiir 0 < » < 1 die folgenden (vgl. (69)):

m,, = 1, -+ Min (3, ¢,,,) — Min (3, ¢,). (92)
In (92) setzen wir fiir » = 2 sinngemiss (vgl. (70))
Min (j, i344) = J> (93)
und fir » = 0
My = 14 = 0. (94)

Im Falle, dass my = 0 ausfill, entfillt der Elementarbestandteil K§. Fir
v > A, also wenn entweder «, # 0 ist oder bei «, = 0 kein i, existiert, gilt
trivialerweise

insbesondere my = j. (95)

§6 UBER LOSUNGEN DER ADJUNGIERTEN HOMOGENEN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN n-TER ORDNUNG

Die zu K° aus (91) gehérende Losungsmatrix YO(f) von (8), ldsst sich nach (66)
und (90) berechnen. Da jedoch in den Bedingungen fiir den Teilresonanz- und

4) Mit Hilfe einer solchen Uberlagerungsmatrix lisst sich iibrigens der Beweis des
Satzes einfach und iibersichtlich explizite durchfiihren.
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Teilausnahmefall (vgl. [1], (28)) die p-periodischen Losungen Z(t) des adjungier-
ten homogenen Systems (17) (bzw. der adjungierten homogenen Gleichung (11))
eine Rolle spielen, werden wir uns zuerst mit diesen beschiiftigen. Analog zu
(66) ist wegen [5], (17)

Zo(t) = Z(t) . (CY)T. (96)

Die Transformation C zerlegen wir wieder in j Teiltransformationen CF,
der Formel (90) entsprechend

VZ(1) = L) . (G (07)

Wir werden jetzt die Matrizen #Z({) fur x = 0, 1, ..., j untersuchen; die erste
und die letzte unter ihnen sind die Matrizen

OZ(ty = Z(t),  TZ(t) = Zo). (98)

Zuerst driicken wir die Matrix “Z(f) — der Bauart von “K aus (68) entspre-
chend — als Summe von § + 2 Teilmatrizen aus:

VZ(1) = "ZO() + io VZ (1), (99)

In dieser Formel enthiilt “Z0 ausser Nullspalten nur die ersten j — u Spalten
von “Z, *Z, die nichsten “m, Spalten, *Z, die darauffolgenden #m, Spalten usf.
Es zeigt sich niitzlich noch folgende Bezeichnungen einzufithren:

W] = j — p + "mg + Fmy 4 Bmy 4 ... Em,, =0, 1,...,j—1. (100)
beim letzten Schritt (u = j) lassen wir den oberen Index fort (vgl. (92)):

PN = 1] = mg + my + ...+ m, = k;zoml 4 Min (, 4y00); # = 0,1,..., 5.
(101)

Dann gilt folgender
Satz 7: Dic p-periodischen Losungen Z,,() (v = 1,2,...,8) von (12) sind

in der gleichen Reihenfolge mit den Losungen z,;(f) von (11) (» = 1, 2, ..., §)
identisch, d. h.

) = Ea()  fir v =1,2, .5 (102)

Beweis: In der Matrix °Z(t) aus (97) sind die p-periodischen Losungsvektoren,
die aus den p-periodischen Z,,(t) (v =1, ..., 8) hervorgehen gerade die z,(f);
sie stehen also immer genau in der letzten Spalte von °Z.(f) (v = 1, 2, ..., §).
Multiplizieren wir aber die Matrix #~Z(f) sukzessiv durch die (in vorigen
Paragraphen geschilderten) Matrizen (C71)T, (V;1)¥ =V, und (Bzl,)” von
rechts, so geht die letzte Spalte von “"Zﬁ,(t) unverandert in die letzte Spalte
von #Z (t) iber.

Natiirlich bleibt auch die letzte Komponente dieser Spalte unveréndert. Der
Beweis von (102) wird durch diesen Induktionsschluss erbracht.

Im Falle my > 0, d. h. ¢, > 0 oder existiert nicht, gibt es nach Satz 1 noch
eine p-periodische Losung von (11) mehr. Fiir diese gilt
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Satz §: Tm Falle m, > 0 steht der p-periodische zusitzlich» Lisungsvektor
in der letzten Spalte von 7Z((); seine letzte Komponente (die infolgedessen
durch z,(t) bezeichnet wird) hat die Form

on(t) = -— 3 )
:

2,
Pall) 57,0 3 i1 (103)
P b

r
Fiir v > A, also wenn kein i, existiert. fallen natiivlich die letzten Summanden
fort.

Beweis: Zunichst sei daran errinnert. dass die in (103) auftretenden Funktio-
nen ;§, aus den letzten (j-ten) Zeilen der Matrizen "@* aus (51) stammen und
die Funktionen ¢, (1) aus der 18tzten ((n — j)-ten) Zeile der Matrix W(t) ==
= (@ ). Da alle diesc Funktionen p-periodisch sind, trifft dies auch fir
Zon(t) aus (103) zu. .

LEine Spalte von 7Z(t) = Z,(/) tritt zum ersten Male als die einzige Spalte von
1Z,(t) auf. Diese Spalte bleibt bei wachsendem g immer an der letzten Stelle
von "Z,(t) fir p = 1. Daraus folgt, wie im Beweise des Satzes 7, dass sie sich
nicht mehr éndert. Wir haben also nur den cinzigen Spaltenvektor 1z(¢)
von 'Z,(f) zu berechnen, der in der j-ten Spalte von 'Z(f) steht: seine letzte
Komponente ist die gewiinschte Losung zy,, (7).

Im Falle ¢, > 0 findet man gleich

P 7
Anlt) = 30 — X Zoguirer, (1) = 350 = X Zgy g, () (104)
w1 =1
Es sei daran errinnert. dass der Zeilenindex der letzton Zeile ». baw. n —j
bei den Elementen von Z bzw. Z weggelassen wurde. Im Falle, dass kein
i, existiert (u > A), fillt die zweitc Summe in (104) fort.
Nun ist nach (5], (17) und analog zu (28)

oD Y:k([)' @ Do Z*"'(l)’
Z7(t) = Y \(t) = . = . 105
“ “ [ 0 Y) ] o ZT) J (108)
Dabei ist .
Z7 = Y1 and  ZE = e DIYE() Z7(1), (106)

wie man aus der Bezichung Z"Y = | leicht entnimmt. Beachtet man die
Definition von Y*(f) in (28) und die Tatsache. dass ,Z; in der rechten unteren
Ecke von Z*7(t) liegt, crhiilt man aus (106)

n—j R ] .
w2i(t) = — ij,-(l)i-l.«(l) = =3 ) 0.0, (107)
vl [ 7R
wo (vgl. (30)) !
A,0) = [ 4,(0) dz. (108)

0

gilt. Aus (104) und (107) bekommen wir die Zwischenformel

| . 2
Zgnt) == DN 54D G0 = Y Fy il - (109)
vl vl



Wenn wir die Bezeichnung ¢, fiir den #,-dimensionalen Vektor, der

ausser Nullen nur ein 1 an der ((») + 4, — 1)-ten Stelle hat, einfithren, so kéinnen
wir die r-te Teilsumme aus (109) fo]gnndermasson ausdriicken:

1l ) Of!_?w)(f) dr
T'n' = Z ~u( ) ) (1) — Z(v)+' ) = —(Eay. e ilvl) . L + Clyriv-1
o J (o) dr J

Beachtet man jetzt die zu [1], (55) analoge Formel fiir die reduzierte Differen-
tialgleichung in ihrer Aufteilung analog (29) sowie (49) und (60), so erhilt man

0
i;F(r) 0
o o .
T,y = gy o) 0 Retqelorf g (110)
T R .
[yl iy
Die 1 in dieser Formel stammt aus €y, als ((0) 4 4, — 1)- te Komponente

des letzten Vektors. Dieser letzte Vektor ist aber gerade ek € vty SO
dass man noch die Formel

'/m
=Py e Pia) - ! + Copriy-1f =
{ i@ |
] .
= Z().py Py By T v =12 (111)
p=)
erhalt. Im Falle v = 4 4 1..... & fillt (vgl. (48)) der letzte Vektor in (110) fort.
Wir erhalten dann also
Lv}
Ty= — % P, Fm fir v=21+1...3% (112)
ri=(v)

Die Formel (103) folgt nun sofort ans (111) und (112).

§7 DI MINIMALGROSSENORDNUNGEN DER LOSUNGEN
UND IHRER ABLEITUNGEN IM RESONANZFALL

Beziiglich des Resonanzfalles fiir die Differentialgleichung (4) kénnen
wir folgendes sagen: Die adjungierte homogene Differentialgleichung (11)
besitzt, wie wir im vorigen Paragraphen festgestellt haben, die p-periodischen
Losungen 2oy, 2jayps -5 Zepy- Pie Losungen 2y(f), ..., z5y(t) sind nach
Satz 7 mit den Losungen Zj,), ..., 73 dor adjungierten homogenen reduzierten
Differentialgleichung (12) identisch. Die Losung zgey(f) tritt nur im Falle
my > 0 auf. Liegt also fiir die nicht-homogene reduzierte Gleichung (7) fir
einen Index » > 0 der Teil-Resonanzfall vor, d. h. wenn

./ZIH T)dr = ay, £ 0 (113)
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gilt (vgl. [1], (28)), so liegt auch fiir die nicht-homogene Gleichung (4), fir
denselben Index », der Teilresonanzfall vor. Dann gilt also

r
[z @) dr = ayy = @,y # 0. (114)

Im folgenden werden wir jeden Index » (also auch » = 0) fiir den der Teil-Reso-
nanzfall vorliegt, als Resonanz-Index bezeichnen. Wir kénnen also sagen:
Ist » cin Resonanz-Index der reduzierten Gleichung (7), so ist es auch Reso-
nanz-Index der Gleichung (14).

Jetzt miissen wir folgende Fille unterscheiden:

1. Es gibt keinen Resonanz-Index.

II. » = 0 ist kein Resonanzindex, aber es gibt mindestens einen Resonanz-
Index » > 0.

IIL. » = 0 ist der cinzige Resonanz-Index.

IV. » = 0 ist Resonanz-Index und es gibt mindestens einen Index » > 0,
der ebenfalls Resonanz-Index ist.

In I. und II. sind auch solche Fille enthalten. in denen die Losung zyy(t)

nicht vorhanden ist und also 7, = 0 gilt.

Im Falle 1. liegt fur die reduzierte Gleichung (7) entweder der Hauptfall
oder der Ausnahmefall vor. Fiir die Differentialgleichung (7) liegt bei 7, = 0
derselbe Fall vor, wie fir die reduzierte Gleichung (7). Wenn 4, > 0 ist, existiert
mindestens eine p-periodische Losung 7z, der adjungierten homogenen
Dgl. (11), und fiir (4) liegt also der Ausnahmefall vor.

Im Falle II. wird nach [1], Satz 3 die minimale Potenzwachstumsordnung
7 von &(f) durch die Formel '

m = Max (i) (115)
(2 Re 2)
RS
gegeben. Die minimale Potenzwachstumsordnung m der Losung z(t) von (4)
ist durch

m = Max (m,) (116)

bestimmt, mit m, nach (92) f. f. Dic Resonanzindizes sind in beiden Fillen
dieselben.

Im Falle I11. liegt fur die reduzierte Differentialgleichung (7) der Resonanz-
fall nicht vor. Dieser liegt dagegen far die Dgl. (4) vor. Die Resonanzordnung
ist (vgl. (92) und (93))

m = mg = Min (j, iy). (117)
Wenn kein 4, auftritt, ist (108) zu beriicksichtigen.

Im Falle IV. liegen sowohl firr die reduzierte Differentialgleichung (7) als
auch fiir die Differentialgleichung (4) Resonanzfille vor. Die Resonanz-Ordnung
m von a(!) ist durch dic Formel

m = Max (m,) (118)

v Res .

()
gegeben. Bei der Bestimmung des Maximums in (118) darf m, dann ausser
Betracht bleiben, wenn fiir mindestens einen Resonanz-Index aus dem Inter-
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vall (1. 6)> cin i, existiert. In diesem Falle ist ndmlich das betreffende m, > m,
nach (92) wegen 7, 2 o, > Min (j, ¢,) (vgl. Definition zu Beginn vom § 3).
Die entsprechenden Behauptungen gelten auch fiir die Ableitungen z'(f),
a"(t), ..., 29-(f), nur muss man in den Fillen I—IV in der Formel (92)
den Index j bei der k-ten Ableitung durch j — k ersetzen. Die angegebenen
Wachstumsordnungen im Resonanzfall sind immer die minimalen.

An Hand von (92)—(95) bestitigt man leicht den folgenden.

Satz 9: Es liege fir den Index », dem das grosste existierende 4, zugehort
(also v = 1), der Teil-Resonanzfall vor. Dann steigt die Minimal-Ordnung m,
bei einem gewissen Index j beginnend, linear mit j (vgl. dazu die Definition
im § 3). Dieser Index A ist natiirlich bereits bestimmt, bevor man die spezielle
Normalform hergestellt hat. Liegt dagegen fiir den Index » = 4 der Ausnahme-
fall vor, so bleibt in jedem Falle die Minimal-Ordnung von einem gewissen
Index j an konstant. Im iibrigen folgt das Verhalten der Minimal-Ordnung
m als Funktion von j aus der Formel (118): m = m(j) ist teilweise stiickweise
konstant und wichst teilweise linear mit dem Steigungskoeffizient 1 an.
In graphischer Veranschaulichung erhilt man nach (92)—(95) fiir jeden Index
v, fur den ein i, existiert, als Bild der Abhiingigkeit der Minimal-Ordnung m,
von j einen Streckenzug, der fir 0 < j < 4, und fiir 4,,; < j horizontal ver-
lduft und fir ¢, < j < 1,,, den Steigungskoeffizient 1 hat:

Firo<jsi, gilt  m, =m,
fir 4,4, <j gilt  m, =, + (i, —1,)
fir i, £j S tn gt m,=m, +(G—1,)

Im Falle, dass 4,4, nicht mehr existiert (v = 4) gilt das letzte Gesetz fiir alle
J Z .
Fiir zwei Indizes », > vy, fir welche 4,, und 4, existieren, gilt stets die Be-
ziehung

My — My > By — By,

Deshalb beginnt der Streckenzug fiir den Index », mit einer Konstante; diese
Konstante muss grosser sein als die Endkonstante fiir »,. Daraus folgt, dass die
Steckenziige fiir verschiedene Indizes », und », mit existierenden %, sich nicht
schneiden. Fiir jeden Index, fiir den kein i, existiert, ist m, = , fir 0 £ j
konstant.

Daraus ergibt sich noch folgende Behauptung fiir die Minimalordnung nach
(118): Es sei v der grosste Index mit existierenden 4,, fiir den der Resonanzfall
vorliegt. Ferner sei » der grosste Resonanz-Index mit nicht existierendem 4,.
Dann gilt offensichtlich (vgl. Definition 3 im § 5)

m = Max (m,) = Max(m;, my). (119)
(v Res N
»=0,1,...,0
Die graphische Veranschaulichung der Abhéngigkeit m; = m;(j) gibt uns
einen Streckenzug (vgl. Bild 1); dagegen ist my eine Konstante.
Bild 1
Cairo University, Faculty of Science, Mathematical Dep., VAR.
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SUMMARY

RAHMIIL.I. ABDEL KARIM

Consider the eoquation (a) L[x] = a" + a(t) x* Lo+ a,(t) @ = f(t), with a,(t),
f(t) continuous and of period p. It was shown in [1], that in n the resonanco ¢ ase, under the
condition a,(t) 5= 0, the solution x(t) of (a) and simultaneously all derivatives a’, ...,
2"V take values of the same minimal order: (b) m = Max  (m,). Here m, is the order

Resonunce)
=L, 0
of the submatrices K, with the eigenvalues «, of the matrix K, which can be obtained in
the canonical normal form from the relation Y(¢) = ®(¢) eKt, where Y is a fundamental
system of solutions of the homogeneous equation corresponding to (a) and @(¢) is of pori-
od p. Assume that ay = Oforv = 1,...,pand =0forv=p + 1, ..., 5.

In this paper is studied the case, when in (a) the coefficients a,(t) = ,‘_,(t)
=, ) =0a,(t)#0, (1 =£j <n-—1). By moans of the subqb\‘,utlon w(t
the cquation (a) is reduced to the equation (c) Lz) = 209 4 ay(t) 3o
+ ,(t)a, = f(t). For the minimal order — in the resonance case - of the solution
Ar(t) x(t) of (¢) and its derivatives x¥+P, ..., -V the formula (b) is valid, i.e. m =
— Max (my). We have only to investigate the minimal order of the solution a(t) of

v thﬂo!ml\ce)
v=1,...,0
(a) and its derivatives ., =Y. For this purpose we introduce the conception of the
,,special normal form*, i. e. wo construct the fundamental system of solutions of the reduced
homogeneoux equation corresponding to (c), which has the following properties: (1)

if &, = 0, then either the mean value (d) = f q,,,(t) dt = 0 for p = (v), ..., (v) 4 m,v —1

S - . . o 17
with (») = Z My 4 4 1,0r there exists an index 0 = 4, = m,— 1,50 that » f(p(,,‘)“]v(l) dt =
vl 0

[N
=1, v Penys(t) At = 0 for k 5= 4,. (2) The submatrices are so arranged that forv =1, ...,
0
A there exists indices 4,, while for v = 141, ..., L; all mean values (d) are zero.
(3) The orders m,, are monotonic increasing for » = 1, ..., 4 and such that the inequalities
iy > gy My — Gy > Mg — iy (for v = 2, ..., A) hold.
It is proved in this paper, that the minimal order of x(t) is m = Max (m,), where the

» Resonanoe
y=0,1,...,0
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resonance indices v = 1, ..., éare in both equations (a) and (¢) the same and m, = m,(j)
is obtained from the formula:

My = My 4+ Min (§, dy,y) — Min (4, 44) (for v = 1, ..., A— 1), Min (j, ig0) = j, mg =
= 1, 0 and m, = m, (forr = 2 4 1, ..., g, ..., 8). The same statement, holds also for
the derivatives 2®(t) (k = 1, ..., j — 1) if in the preceding formula the index j is replaced
by j — k. A more general view of the minimal order of the solution 2(t) of (a) and its deri-
vatives a*(t) (k == 1, ..., j — 1) is included in theorem 9.
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