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1968 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALÍÜM. TOM 27 

S T U D I U M D E S R E S O N A N Z F A L L E S B E I G E W Ö H N L I C H E N 
L I N E A R E N R E D U Z I E R T E N D I F F E R E N T I A L G L E I 
C H U N G E N MIT P E R I O D I S C H E N K O E F F I Z I E N T E N 

RAHMI I B R A H I M A B D E L K A R I M 

(Eingelangt am 5. Januar 1967) 

§ 1 E I N L E I T U N G 

I n einer früheren Arbeit [1] haben wir den Resonanzfall für die Differential
gleichung 

L[x] = x<»> + ax(t) a,<--> + . . . 4- ajt) x = f(t) (1) 

untersucht . Dabei haben wir über av(t) (v — 1, 2, n), f(t) Stetigkeit und 
^-Per iodizi tä t für alle t vorausgesetzt , d. h. 

ajt + p) = av(t) (v = 1, 2. . . . , » ) ; f(t + p)=-f(t). (2) 

Un te r der Voraussetzung an(i) =ß 0 haben wir festgestellt, dass im Resonanz
falle die Lösung x(t), sowie auch seine Ablei tungen x'(t) x^~x)(t) mi t wach
sendem t Wer t e annehmen, deren Grössenordnung grösser oder gleich ist als 
eine gewisse Potenz P ; dabei ist die Zahl m für x(t) und alle ihre Ableitungen 
dieselbe. Die Bedingung ajt) =k 0 ist hier wesent l ich, da im Falle ajt) = 0 
bzw. im Falle 

ajt) » an.x(t) - . . . - a „ - i + i ( 0 --- 0, a„_,(0 # 0 (1 £ j g n - 1)-) 
(3) 

gilt die Behaup tung nicht mehr. I n diesem Falle liegt es nahe durch die Substi
t u t ion x(t) — x(j)(t) zu einer Differentialgleichung (n — i ) - t e r Ordnung überzu
gehen und das ursprüngliche x(t) durch j -mal ige In tegra t ion von x(t) auszu
werten. Es zeigt sich, dass hier eine spezielle Normalform (§ 3) gute Dienste 
leistet. Von dieser speziellen Normalform des Fundamenta l sys tems der Lösun
gen der reduzier ten homogenen Differentialgleichung ausgehend, k a n n man 
zu einem Fundamen ta l sy s t em der Lösungen der Differentialgleichung n-ter 
Ordnung derselben Ar t gelangen (§4) . 

Dabei muss noch eine etwas unübersichtl iche Matr ix auf die Jordansche 
Norma l form transformiert werden. wras im § 5 auf eine allgemeine Weise 

J) Der triviale Fall j = «führ! Igleichimg x(,"(t) ----- f(t). Die reih 
Gleichung dazu (vgl. (0) und (7)) ist x = xin)(t) — f(t). Der Resonanz- bzw. Ausnahmefall 

1 ? liegt vor, wenn der Mittelwert'-- / f(t) dt ungleich bzw. gleich Null ist. 

?;? 



geschieht. I m § 6 (bzw. im § 2) behande ln wir die Beziehungen zwischen den 
^-periodischen Lösungen der adjungierten (bzw. homogenen) Differential
gleichung n-tor Ordnung und der reduzierten adjungierten (bzw. homogenen) 
Differentialgleichung (n—j)-ter Ordnung. Schliesslich im § 7 werden einige 
Behauptungen über die Grössenordnungen von x(t), x'(t) x{n~l)(t) im 
E ? e H o n : u : v . 2 s : ^ l u 'VT i et: •:':. i. 

§ 2 H I LFS B E T R A C H T U N G E N 

Es sei nun vorausgesetzt , dass (1) die Form 

L\x] .rv» + ax{t)x<* - - > " + . . . + aH_f(t) xW =- / ( / ) (l g j < « - 1) (4) 
wo 

-V-y(0 # 0 (5) 

hat . Es Hegt nahe, dass das Verhalten der Lösungen. ,r(l) der Gleichung (4) 
auf das Verhalten der Funkt ionen 

x(t) - xW(t) (6) 

zurückführt ; die x(i) genügen dabei der reduzierten iMVr m' > i1 • hnn-j. 

&*-» + a&) x(«-i~v + . . . f «„_,(*) x - /(/). (7) 

Die homogene Differentialgleichung 

L[gl y{n) + (?,(/;) */<" !) + . . . + anH(t) y<» -= 0 ' (8) 

führ t man durch die Subst i tu t ion 

0 (0 = y(i){t) (9) 

in die reduzierte homogene Differentialgleichung 

L[^l s y(r-i] + M O !7("-*• 1] + - • • + ^ - , ( 0 ^ = ° ( l ° ) 

über. Die zu (8) adjungierte Differentialgleichung laute t 

IVA ~ (- \ y * n ) + (—iy-- i> M O O 0 - 1 * + • • • + ( -i)?- («H-,(0-5)O") = o ( H ) 

und für die zu (10) adjungierte Differentialgleichung erhal ten wir 

Wl = (— 1 )» -#«-» + ( — i ) " ^ X K ( 0 z )* - 1 - ' + . . . + fl^l - o. (12) 

Die Differentialgleichungen (4), (8), (11), bzw. (7), (10), (12) führen wir je tz t 
in äquivalente Differentialgleichungs-Systeme über. Dazu benutzen wir die 
Vektoren 

u n d f(t) = (13) 

UwJ 
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pŕ 

. У = 

"Lv 
//' 

, z = 

z\ 

U(» 7-1) _/j(n-
1) Zn—j 

шкi f(t) = 

Wir bekommen so die Systeme 

x' = A(0 x + f(0 

y' = A(0 y 

z' = —A r(0 z 

bzw. Systeme 

x = A(0 X + f(0 

y' = Ä(0 y 

z' -= —Ä r(0 z; 

dabei bedeuten A(t), A(0 die Matrizen 

und 
0 1 . . . 0 0 

Ш 

A(t): 

0 0 . . . 0 1 

L— <*n-i(t), —On-i-M • • • ~вt(0 . —«i(0. 

A(0 

0 ! 0 

0 AЏ) 

ГDn 0 

0 A(0 J 

. ( 1 4 ) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

wo ö Nullmatrizen eines passenden Typs sind (vgl. [2], (17) mit av = 0.) 
Es sei 

Y(0 = ( y т , y 2 î . . . , У n - ? ) 

Уi, г, •••, Уn-j 
Ўi, Ў2, ••• , Ўń-i 

yf, yf, ••-. vi-i 
yt{\ ytl), •••> V^-f 

i , Уг ", •••> Уn-j 

IfnT 

(23) 



eine Matrix, die aus einem Fundamentalsystem der Lösungen des reduzierten 
homogenen Svstems (19) zusammengestellt ist. Für Y(/) haben wir dann die 
folgende Darstellung (vgl. [ 1 ], (6) und (31)). 

Y(t) = 0(/).e f c '== £ *0(t) . e V 

mit den Teilfundamentalsystemen 

łY(0 -

I IJM • • • yw\ 

\yTv>?~1} ••• d y 

und den periodischen Teilmatrizen 

yl£> •••y& 

FŮ • • • У\h 

l<P(v) • • • *<P\v] 

'0(t) -

-fl\v) • • • n-iVM 

Wir setzen wieder voraus (vgl. [1], (9)), dass 

i= 0 für v = 1 o 
( =£() IUI" V = Q -f- 1. . . . , S 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

wobei, wie immer in Spezialfällen, Q auch gleich Null oder s sein kann. Damit 
ist es möglich, die Matrix Y(t) zu einer Matrix des Fundamentalsystems der 
Lösungen Y(t) von (8) folgenderweise zu erweitern (vgl. (22)) 

Y(0 = (Уi,.— yя) = 

l'2 

M.-2P 

i 

T)T 
Уi- ••• Уn-j 

\.t 
i 

УГV- • •/ylІ-Г 

yf, — ,У$-j 

0 

УГГ), ...-/Æ/> 

D0l j ү * ( ŕ ) 

o |Y(o 
(28) 
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Die j-te, ( j — l)-te usw. Zeile der rech teckigen Matr ix Y*(!;) in (28) entstehen 
durch fortschreitendes Integrieren der ersten Zeile vonY(t); die In tegra t ionskon
s tanten können dabei noch beliebig gewäh l t werden. Analog zu (25) stellen 
wir Y*(f) als Summ e von Teilmatrizen dar : 

Y*(0 - t " Y *(0 - (29) 

Satz 1: Wenn die reduzierte Diffrentialgleichung (10) genau o unabhängige 
^-periodische Lösungen y(x), y(2), ..., yQ besitzt, d a n n : 
1) ist für alle yM(t) (v = 1, 2, . . . , Q) 

P 

fyM(t)di = 0, (30) 

so besitzt die Differentialgleichung (8) genau Q -f 1 unabhängige p-periodische 
Lösungen. 

2) I s t mindestens für ein v un te r den Werten L 2, . . . , £ 

v 

pf°" v)Џ)dt = àv Ф 0, (31) 

so besitzt die Differentialgleichung (8) genau g unabhängige p-periodische 
Lösungen. 

Beweis: I m Falle 1) k a n n m a n durch j-malige In tegra t ion jeder der F u n k t i o 
nen //(,,)(/) (v = 1, 2, . . . , Q) genau eine p-periodische Funk t ion yM(t) v o m 
Mittelwert Null erhal ten. Die Funk t ionen yv(t) sind dann linear unabhäng ig . 
Weiter bekommen wir, von der tr ivialen Lösung y0(t) = 0 ausgehend, noch eine 
p-periodische Lösung von (8), und zwar y0(t) == 1. * 
I m Falle 2) kann m a n lineare Kombina t ionen der Lösungen y(1), ..., yfa 
best immen, die spezielle Mittelwerte (31) besitzen. Wir werden diese K o m b i 
nat ionen wieder mit y(1), ß(2), . . . , §Q, bezeichnen und ihnen die Mit te lwerte 

^ / //d)(0 üt =1, f yM(t) dt = 0 (v = 2, . . . , Q). (32) 
P 0 0 

vorschreiben. Durch j-malige Integrat ion der Lösungen yM (v = 2, ..., Q) 
erhäl t m a n wie im Falle 1) Q— 1 p-periodische unabhängige Lösungen der 
Gleichung (8); diese Lösungen haben wieder den Mittelwert Null. Durch I n t e 
grat ion von y(1)(t) würde man eine nicht ^-periodische Lösung bekommen. Die 
triviale Lösung y0(t) == 0 führt auch in diesem Falle zu der unabhängigen 
p-periodischen Lösung y(Q)(t) = 1. Zum Schluss zeigen wir noch, dass (8) 
keine weiteren ^-periodischen Lösungen haben kann . I s t nämlich y(t) i rgend
welche n ich tkons tan te p-periodische Lösung von (8), so ist auch y(t) = y{i)(t) 
eine p-periodische Lösung der reduzierten Differentialgleichung (10), dabei 
h a t y(t) den Mittelwert Null. Die Lösung y(t) muss also eine lineare Kombina 
t ion der Lösungen y(v)(t) (v -= 1, 2, . . . , Q) sein. 
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§3 D E F I N I T I O N E I N E R S P E Z I E L L E N N O R M A L F O R M DES 
F U N D A M E N T A L S Y S T E M S D E R R E D U Z I E R T E N H O M O G E N E N 
D I F F E K E N TIA L G L EIC H V N G 

Das Ziel unserer Überlegungen ist die Diskussion des Systems (15). Dazu 
brauchen wir die in (28) auftretende rechteckige Matrix Y*(t) auf eine möglichst 
einfache und übersichtliche Form zu bringen. Zu diesem Zweck werden wir 
die Matrix (23) des Fundamen ta l sys t ems von (10) auf eine spezielle Normalform 
überführen, die wir durch folgende Eigenschaften der in (24) auftretenden 
Matrizen (26) kennzeichnen. 

Ition: 1. Für v -— 1, 2, Q, d. h. bei av = 0 sind entweder alle Mittel
werte 

-L /^ ( . )d„ = 0 (v = (v),...,[v]), (33) 
P 0 

oder es gibt einen Index iv, 0 <, iv < mv— 1 (mv = [v] — (v) + 1), so dass 

~ / m*)H,(t) d- - i, - i / fc,M_C) * = o, 
To V o 

/. = 0, 1, . . . , w„ — 1. k + *v (34) 
gilt: 

2. Die Elementarbes tandte i le sind so geordnet , dass für v = 1, 2, . . . , A die 
Indizes .,, existieren u n d für v = X + 1, . . . , (5 (33) gilt. F ü r _• = £ + 1, , . . , « 
ist av ^ 0; die Reihenfolge der Elementarbes tandte i le ist hier beliebig. 

3. Die Zahlen mv wachsen mi t v = 1, 2, . . . , X monoton : 
mv > m v_i . (r = 1 . 2 , . . . , X) (35) 

und es gelten die Ungleichungen 

. r > .,„__, mv — iv > mv_x — *v_x für x» = 2, A. (36) 

Die Elementarbes tandte i le , für welche alle Mittelwerte verschwinden, sind 
ebenfalls nach wachsenden Wer ten von mv geordnet ; hier gilt nur 

mv > mv ,. (v = X-\- 2, . . . , £ ) . (37) 

Für die Herstel lung dieser speziellen Normalform benötigen wir einige Be
griffe und Hilfssätze. 
Es sei für av = 0 (vgl. (24) und (28)) 

iy.' = (UM, •••• UM) = (w*,. • • • = £.»,) e C V = 

= (#<_•) , ^ ( » ) + (5( , )+ 1 . • • • • / ^ ___ n ! Wv) + • • • + ^U-]) ( 3 8 ) 

ein zu v-tem Elementarbes tandte i l gehörendes Tei l fundamentalsystem und es 
existiere ein iv so, dass 

! _, f = 0 für (v) < _a < (v) + i,, 
— /' ipM (-) d£ = _„ { + 0 für /i = (v) + i„ (39) 
I7 o [ beliebig für p > (v) + iv 

gilt. Es ist leicht einzusehen, dass der folgende Hilfssatz 1 richtig ist. 
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Hilfssatz 1: Es gibt eine reguläre Matrix 

"CM cM+l - - • CM 

c Ы+l 
CM J 

= CMK + cM+x D v + . . . + clv) Dp-*, (40) 

(vgl. die Bezeichnung (22) so, dass der transformierte Fundamentalsystem 

xy
T • "C die Eigenschaft 1 hat. 

Ferner gilt 

Hilfssatz 2: E s sei ausser dem Tei l fundamentalsystem (38) noch ein anderes 
Tei l fundamenta lsystem 

iý* = (Фa)^Фw + Фw+i> 
fmt-l 

iPiИ >(mk-l)\ 

gegeben so, dass im Gegensatz zu (40) 

mk — ik ^ mv -

0 < L — ifc < J 

gilt u n d gleichzeitig 

+ . . . + $„,) . (kфv), (41) 

(42) 

(43) 

(Die rechte Ungleichung in (43) ist trivialerweise erfüllt.) D a n n ist es möglich 
durch Überlagerung dieser zwei Systeme ein neues Tei l fundamentalsystem 
xy*T analog (38) zu bilden, für welches die p-periodischen Funk t ionen tp*v), ..., 
<p*v] sämtlich den Mittelwert Null haben. Das Fundamenta l sys t em xy

T bleibt 
dabei unveränder t . 

Beweis: Bildet m a n die neuen Lösungen y* von (10) nach der Vorschrift 

; (44) 

< • . . " . , 

fö„ für ft = (v), (v) + 1, . . . , (v) + iv — ik— 1 

\y? — üvD+p-iM+tv-i*) ftir & = (y) + *» — **> (") + K — ** + 1, • • 

. . . , (v) + ?%, 1 = [v], 

so folgt vermöge (24) für die zugehörigen Funk t ionen 

„., _ [ Vft für // = (r), (v) + 1, . . . , (v) + iv — iA. — 1 

^ "~ 1 £ „ — <P(k)+ft-(M+iv-i*) f ü r A = (") + ** — **» (v) + * • — - * * + - > • 
. . . , (J>) + mv — 1 = [v]. 

Dabei garant ier t (43) für (44) u n d (45) genau die richtigen Wer te von fj, und 
aus (42) folgt 

(Je) < (k)+i2-((v) + iv~-ik)<:[k]. 

Man sieht leicht, dass die Funk t ionen tp* aus (45) den Mittelwert Null haben, 
d a für fi = (v) + iv gleichzeitig (k) + fi — ((v) + iv — ik) = (k) + ik ist. Dami t 
ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

Nach den Hilfssätzen 1 und 2 können wir je tz t die spezielle Normalform durch 
Erfüllung der Bedingungen 1, 2 und 3 aus der Definition herstellen. J eden 
Elementarbestandte i l kennzeichnen wir durch ein Zahlenpaar (mv, iv) bzw. 
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(mv, mv) falls kein iv existiert. Wir rechnen dann noch die Differenzen mv — iv 

aus und ordnen jedem Elementarbcstandte i l das Zahlentripel (mv, iv, mv — iv) 
bzw. (mv, ihv, 0) zu. Zunächst bes t immen wir die Zahlentripel mit dem klein
sten iv. Unter diesen wählen wir nun das mi t dem grössten Wer te der Differenz 
mv — iv aus. Dann ordnen wir die Elernentarbestandtei le bzw. die Zahlentripel 
(mv, iv, mv — iv) so um, dass das eben ausgewählte Zahlentripel an der Spitze 
stelle; das betreffende v setzen wir gleich 1. Nach Hilfssatz 2 k a n n man alle 
anderen Elementarbestandtei le , für die (42) und (43) mi t k = 1 erfüllt sind, 
durch Überlagerung mit dem ersten Elementarbestandtei l so umwandeln , 
dass für sie kein iv mehr existiert. Dabei bleibt der bereits bes t immte erste 
Elementarbes tandte i l unveränder t . Da in jedem Falle iv _: ix und für iv = ir 

mv — iv _\ ?ht — ix ist, müssen die evtl . übrigleihcnden Zahlentripel, für welche 
noch ein iv existiert, die Bedingungen iv > i1 und mv — iv > mx — ix erfüllen. 
Aus diesen Zahlentripel wähle man nun wieder ein, für das wir v = 2 setzen 
werden, so aus. dass bei minimalem iv die Differenz mv—iv maximal ist. Wieder
um k a n n man die Elementarbes tandte i le , für die (42) und (43) mit k = 2 
gelten, durch Überlagerung nach Hilfssatz 2 so umwandeln , dass für sie kein 
iv existiert, während die Zahlentripel, für welche evt l . noch ein iv existiert, die 
Bedingungen 

iv > i2 > ii und fhv iv > m2 — i2 > ml — ix 

erfüllen. In dieser Weise-fahrcn wir fort und ordnen dami t die Elementarbes tand
teile bzw. Zahlentripel (rhv,iv,mv — iv) (v — 1, 2, . . . , X) so um, dass für 
v = 2, X (natürlich ist X = 0 oder X = 1 möglich) 

gilt, woraus unmit te lbar auch noch mv > ?hv_x folgt. D a n n bleiben für av — 0 
evtl . noch die Elementarbestandtei le mit den Kennzeichnungstr ipehi (mv, mv, 0) 
für v = ?. -f- 1. ...,Q übrig, die so geordnet werden können, dass mv S; mv_1 

(v = X -\- 2. Q) gilt. Die Elernentarbestandtei le mit av # 0 dürfen unver
änder t bleiben. Dami t ist die spezielle Normalform hergestellt. 

§4 ERGÄNZUNG DUR S P E Z I E L L E N N O R M A L F O R M DES 
F U N D A M E N T A L S Y S T E M S D E R R E D U Z I E R T E N H O M O G E N E N 
D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G ZU E I N E M F U N D A M E N T A L S Y S T E M 
D E R U R S P R Ü N G L I C H E N D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G 

Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis von 

Satz 2: Von der speziellen Normalform (23) bzw. (24) des Fundamen ta l -
systems der Lösungen der Gle ichung (10) ausgehend , k a n n m a n zu einen 
F u n d a m e n t a l s v s t e m 

Y(0 = 0(t) . H ( 0 (46) 

der Lösungen von (8) gelangen, wobei 

H ( 0 = eK*, 0(t + p) = 0(t) (47) 

ist, aber die kons tan te Matr ix K brauch t nicht notwendig die Jordansehe 
Normalform zu haben (vgl. auch (54) und (57)). 
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Der Beweis muss in mehreren Schrit ten geführt werden. Zunächst gilt, wie 
m a n leicht einsieht r 

Satz 3: Es gelte (33) im Falie ocv = 0 für alle Wer te von p =- (v), . . . , [v], 

sowie auch im Falle av =/- 0 [und dami t ocv =f= -—' — vgl. [21, (18)). Dann 
p 

k a n n m a n die Teil-Lösungsmatrix (vgl. (25)) von (10) durch eine Matrix 
"Y* zu einer Teil-Lösungsmatrix von (8) ergänzen und zwar so, dass wieder 

•MTi-i-n 
Falle av - i 

[TJmit 

yф(t) .e к »-< (48) 

gilt. 
Ferner gilt 

Satz 4: Wenn im Falle otv —- 0 die Relationen (34) gelten, gilt a n s t a t t (48) 

-Y* = VФ* . eD"' + vИ*(t) 

ř*+»'v-»V--i 

(49) 

A n s t a t t (49) kann man aucl-

, p Lľz^-
2! (ftiv— iv)\ 

— fvФ*(t)át - 0. 
V o 

' H * 
o 

(50) 

(51) 

+ •01], 
Schliesslich kann man noch durch j-malige In tegra t ion des trivialen Lösungs
systems 

.y<?= ( o x , . . . , o ; . ) 
den Zeilenvcktor 

• * ( • • < Ä) 
>winnen, aus dem sich die Teil-Lösungsmatrix 

^m-[^] -m 

(52) 

(53) 

ergibt. Durch Addition der Matrizen v&* bzw. v0* aus dem Satz 3 bzw. 4 bilden 
wir die Matr ix &*(t) und schreiben 

1. i 
0 * 

ФЏ) = 
• 1 ! 

Ф 

( 5 4 ) 
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Entsprechend bilden wir (vgl. Satz 4) die Matr ix H*(i*)2) durch Addi t ion der 
Matrizen VH*(£) (vgl. (50)) und setzen un te r Beach tung von (41) 

н(o = 
Г°H H* 1 
[ 0 e f o J (55) 

Die Fundamenta l -Lösungsmat r ix Y(r) von (8) bekommen wir d a n n nach (46); 
dabei ist &(t) bereits p-periodisch. 

U m Satz 2 vollständig zu beweisen, bleibt es uns nur noch zu zeigen, dass (55) 
in der Fo rm der ersten Gleichung aus (47) geschrieben werden kann . Das ist 
von selbst der Fall , wrenn keine <xv — 0 mi t der Eigenschaft (34) vorliegt und 
also Satz 4 braucht nicht herangezogen zu werden. Wir haben in diesem Falle 

(56) 

(57) 

Щt) =- eк-' 

Чï-il 
und 

Г0 1 

(68) 

wo K 0 der Ordnung m0 = j ist. Hier h a t K bereits die J o r d a n s e h e Normalform. 
I m allgemeinen Falle gilt 

Satz 5: Die Matr ix H ( 0 aus (55) h a t die F o r m 

H(í) = (59) 

0K; 0 

Kя mm 

K;_ 

I n der F o r m e l (60) t r e t e n ausser den Elementarbes tandte i len K 0 , K1} . . . , SC,. 
nur noch die Matrizen 

0 . . . 
0 . . . 0 , 1,0, 

0 
., 0 

ИЦ) 

2) Im Falie des Satzes 3 ist vH*(t) gleich der Nullmatrix zu setzen. 
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auf, mit einer Eins in der j-ten Zeile und (1 + iv)-ter Spalte (wegen der Be
deutung von X vgl. die Definition im § 3). Im Falle X > 0 hat (60) nicht die 
Jordansche Normalform. 

Beweis: Durch Differenzieren von H(t) aus (60) bzw. (56) erhält man 

Da weiter 
H ' ( 0 = H ( t ) . K. 

H(0) = I 

(62) 

(63) 
gilt, folgt sofort (59) (vgl. z. B. [3], § 7.28 bzw. [4] § 10.6). Als Folgerung kann 
man noch bemerken: Für die in [2] (10) definierte konstante Matrix P gilt 

:Y-x(0)Y(p) = H(p) = eK*\ (64) 

Um das einzusehen, braucht man neben (46) und ^63) nur noch die zweite 
Gleichung (44) sowie auch (59) zu beachten. 

§5 H E R S T E L L U N G D E R J O R D A N S C H E N N O R M A L F O R M F Ü R K 

Wir brauchen noch die in (60) definierte Matrix K durch Ähnlichkeitstrans
formation auf die Jordansche Normalform K° zu bringen, d. h. eine reguläre 
Matrix C so zu finden, dass 

K « = C ' K C (65) 

gelte. Die dazugehörige Fundamentallösungsmatrix Y°(r) von (8) ist dann 
nach [1], (6) und [2], (12) 

Y°(ř) = Y(í) C = 0°{t) eK\ (66) 

Die folgenden Überlegungen sind nötig nur für den Fall X > 0, da für X — 0 
K bereits die Jordansche Normalform hat und es genügt also C = I zu setzen. 
Wir werden die Ähnlichkeitstransformation in j einzelnen Schritten durch
führen, wobei für //, — 1, 2, ...,j durch die Ähnlichkeitstransformationen 

Cг1. »--K . c„ (67) 

eine Kette von Matrizen UK enstehen wird, an deren Anfang (JU = 0) die 
Matrix °K = K stehen wird und am Ende >'K — K°. Dabei wird jede Matrix 
MK die folgende Gestalt besitzen: 

' K = 

~фo ЏK0 »Kг «K2 

" D 0 

»DX 
Д D 2 

WK, 

дD, 
(68) 

3. 



r o i . i 
I n (68) ha t die Matrix '*DP .== I . • . 1 I die Ordnung j — / / u n d die Matrizen 

[ O l • 1 
f'Dv = | * • ' 1 I fur v — 0, 1 1 die Ordnungen3) 

f'mv — mv + Min (ix. iv+l) — Min (JU, iv). (69) 

Pur die in (69) auftretenden und bisher nicht definierten Grössen ha t m a n 

m0 = i0 — 0, Min (LI, * ; + 1) = LI (70) 

zu setzen (iz+1 b raucht gar nicht definiert zu sein). Die Matrizen "K„ aus (68) 
besitzen ßmv Spal ten u n d j — /u Zeilen u n d sind für ju < iv+1 ausser einer 1 aus 
lauter Nul len zusammengestel l t ; die 1 liegt für /J, < iv in der le tzten Zeile und 
(1 -\-iv — ju)-ter Spa l te und für iv <L LI < iv+1 in der letzten Zeile und erster 
Spa l te . I m Fa l le LI ^ iv+1 ist '*Kr eine Nu l lmat r ix . 

*K = K° h a t ersichtlich die Jordansche Normalform und für n = 0 ha t nach 
(60) °K == K die Gestal t (68). Man beachte dazu, dass in den Formeln keine 
Matrix °K0 bzw. °D0 aufri t t , da °ra0 = 0. 

I m folgenden werden wir den Induktionssch luss von fx — 1 zu IJ machen. Dazu 
definieren wir zu jedem ii = 1, 2, . . . , j einen Index L([Ä) in folgender Weise: 
Fäl l t /u in ein der In terva l le mit den E n d p u n k t e n i±, iz, . . . . ix (der linke 
E n d p u n k t gehört zum Interval l , der rechte nicht), so sei iL(fÄ) der linke In te rva l 
lenpunkt . Es gilt also: 

iUtx) < ii < iLifl)+1 für ix < LI < i;_. (71a) 

Für die noch nicht erfassten Werte von p, setzen wir 

L(JU) = 0 für fjt < ik (71b) 

L(LI) = l für Li Z ix- (71c) 

Die folgenden, aus (69) fliessenden Beziehungen, seien noch angeführt: 

x. x 

3 — P + X »™v =3+ I m» = 3 + M< (72) 
v = 0 i - - 1 

UM) UPL) 

j __ ̂  |_ £ um,v = j + £ mv = j + [L(^)) (73) 

'4mv — m.„ für j> > L(/i) (74) 

(zu (72) wurde noch [1], (11) beachtet ) . 

3) Man beachte die Definition zu Beginn vom § .]. 
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E s ist nützlich, die Matr ix (68) für// > 0 noch einmal ausführlich zu schreiben: 

"D'' "K//(/ł) »KД..>+1 - . . "K, 

»D0 

' < Г - > / ( 

"ЪцW+i 

"Dя 

(75) 

K Ł + 1 

Die nun zu konstruierenden Matrizen C^ aus (67) haben eine unterschiedliche 
B a u a r t je nachdem, ob die Indizes fi — 1 u n d fi dem gleichen oder verschiede
nen Interval len (71a, b, c) angehören. 

1. Fall: E s sei 
L{fi—l) =L(p), (76) 

d . h . 
ijAft-l) — H(p) = /* - < *" <-*.W,a-l)+l ^ W>+1 

für it < JU — 1 < fi < ix (77a) 

oder in den beiden Grenzfällen 

0 < ,« — 1 < ju < it für fi < il, 

ix % n — 1 < fi für tx — 1 ;> ix. 

I n diesem Falle setzen wir 

(77b) 

(77c) 

(78) 
wobei zunächst 

-/--i |o 0 " C ^ . ^ .. - »ck 0 

-11 
•Ł(/Í-I) 

м-ll 
(79) 

" Ч; 
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ist. Die Ordnungen der Einheitsmatrizen "--In, M-I|O ^m> M-I^ entsprechen den 
Ordnungen der Teilmatrizen ^ D 0 , W_1D0, . . . , ^-D_ aus der Matrix "^K 
(vgl. (68)). Wie es bereits aus (79) ersichtlich ist, ist «Cv eine Nullmatrix, wenn 
"--K, eine Nullmatrix ist. Die übrigen Matrizen UCV rechnen wir nach der 
Vorschrift _, ,._ __„ 

wC„ = "~-Kv . »^Df, (80) 
aus, insbesondere folgt aus (80), dass auch WC_(/._D eine Nullmatrix * ist. 
Im Vergleich mit /t_1Kv (v > L(/u — 1)) ist in ^C,, die 1 in der letzten Zeile 
um eine Stelle nach links verschoben. Bei tx~1KCj_ erhält man zusätzlich zu den 
Einsen aus u~lKv (v > L(fi — 1)) noch eine Eins, die um eine Stelle nach links 
verschoben wird. Die Matrix ^C"1 entsteht aus "Cv indem man die Einsen aus 
"C,, durch — 1 ersetzt; es fallen also in C~1/*-1KC/[t alle Einsen in der (j —/u)-ten 
Zeile von /X-1KC/, weg bis auf .die Eins in der ersten Spalte von M"1K/(M„1) 
im Falle _* > 1. 
Die Matrix C*-1 /X-1KC* = /XK* hat also die Eigenschaft, dass die für v > 
> L(fj, — 1) in den Matrizen K/x-\, in einer zur Hauptdiagonale-parallelen 
Schrägzeile stehenden Einsen um eine Stelle nach links oben geschoben werden, 
während alle anderen Elementarbestandteile der Matrix -«--HL erhalten bleiben. 
Insbesondere bleibt für JU > 1 die Eins in der linken unteren Ecke von M"1KL(/tt_1) 
fest. 
Anschliessend führen wir eine weitere Ähnlichkeitstransformation mittels der 
„Vertauschungsmatrix" V^ durch. V entsteht aus der _-zeiligen Einheitsmatrix, 
indem man dort in die Zeilen und Spalten mit den Indizes j — fi -f 1, j — 

Un—i)-i 
— fi -f 2, . . ., j — fi -f 1 -f __ "-1mv = r _ (in der darauffolgenden 

f>=0 

Spalte steht gerade die fragliche 1) die zyklische Umordnungsmatrix 
ro. . . . 

1. • 

1 0 
einfügt. Im Falle p < .. (d. h. L(fi) = 0) braucht man keine überflüssige 1 
zu beseitigen und man setzt also V = I. Wir bemerken noch, dass 

V"1 = VJ (82) 
gilt. In /XK*V^ rückt die bisher in der (j — /u -f l)-ten Zeile und (ru_x -f l)-ter 
Spalte stehende 1 unmittelbar schräg links oben, über die noch zu beseitigende 
1, welche auf ihrem Platz bleibt; alle Matrizen /'"1DV, die wegen ihrer Lage durch 
(81) multipliziert werden, verschieben sich um eine Stelle nach links. In 
V"1 MK* VM werden dieselben U~XX)V noch um eine Stelle nach oben verschoben, 
die 1 in der (j — //)-ten Zeile bleibt jetzt auf ihrem Platz, während die schräg 
rechts darunter stehende, wegzubringende 1 rückt in ihrer Spalte in die letzte, 
von der entsprechenden Zeile der Einheitsmatrix verschiedene Zeile von V_. 
Somit wird M_1D__^_D durch eine erste Zeile und Spalte berandet zu einer 
Matrix um 1 grösserer Ordnung (man beachte, dass> L(/u) = L(JU — 1) ist). 
Resümierend können wir also das Resultat der neuen Ähnlichkeitstransforma
tion folgendermassen beschreiben: die noch an unerwünschter Stelle stehende 
1 verschiebt sich um eine Stelle nach links oben, a~1D_,(A,_i) wird links und oben 
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berande t (und erhöh t somit ihre Ordnung um I), die Matrizen M~1D0 , " ^ D - , , 
. . . , " 1DJr(^_1)_1 werden u m eine Stelle nach links oben verschoben und die 
Ordnung " 1 D D erniedrigt sich um eins. " D D hat also die Ordnung j — fi 
und "DrAfl) die Ordnungen " m i W = A - 1m i U_ 1 ) + l . Die Ordnungen der übrigen 
Matrizen bleiben unveränder t (vgl. (69)). Die Einsen in der (j — ju)-ten Zeile 
sind nun so untergebrach t , wie es (75) verlangt . 
I n diesem ersten Fall haben wir also die Matr ix / '~1K durch Ähnlichkeitstrans-
formation mit tels Qfl = C*V^ in die Matr ix "K transformiert . 

2. Fall: N u n gelte es im Gegensatz zu (76) 

also 

bzw. 

_ i < 4(^-1)+1 

L(fл — l) <L(JU), 

Џ < Ы<) + 

(83) 

für гг fş JU — 1 < fi 

0 I 

(84a) 

(84b) 

(84c) 

0. (85) 

fi — i < %, <; fi für fi — 1 

fi — 1 < ix <: ju für fi j> ix. 

Ersichtlich gilt d a n n eine genauere Formel als (83) 

L(fi) = L(fi—\) -f 1 u n d iL(u) — fi -• 

Zu Beginn wenden wir, wie im ersten Falle, die Ähnlichkeitstransformation 
mi t der Matr ix C * . VM an. Als Ergebnis erhalten wir die Matr ix 

<?K = V;1. C * - 1 • M l K . C* . V „ . (86) 

welche Einsen in den (j — //)-ten Zeile besitzt. Diese liegen aber (vgl. die 
zweite Gleichheit (85)) sowohl für v = L(fi) — 1 als auch für v = L(/u) in der 
ersten Spalte von %KV. Die Matr ix -*K unterscheidet sich also von " K n u r in 
der 1 in der (j — ju)-ten Zeile u n d (L(fi) — l)-ter Spal te; diese 1 ist in " K nicht 
enthal ten. 
U m diese 1 zu beseitigen, führen wir anschliessend noch eine Ähnlichkeitstrans
formation 

B7 . «к. в_ 
durch , mittels der ,, Über lagerungsmatr ix" B_, 
%-reihigen Einhei tsmatr ix , in die m a n eine fir 
hei tsmatr ix einfügt, wie folgt: 

~u | D 

(87) 

Diese ents teh t aus der 
)_x-reihige negat ive Ein-

'£(«)-l 
u I u 1 
-Л!Лџ)-l ' l _ Ы 

"*_(. ) u 
(88) 

4_ 



I n dieser Formel haben die Einhei tsmatr izen dieselbe Ordnungen, wie die 
entsprechenden Matrizen HDD, MD 0 , . . . , UDX in (75). B j J , e n t s t e h t , indem m a n 
die eingefügte Matr ix — ̂ Ufti-i durch die entgegengesetzte Matr ix **!,(..)__ 
ersetzt . %K h a t bereits die vorgeschriebenen neuen Ordnungen der D-Matrizen 
in WK. Insbesondere erhöht sich die Ordnung von W~1D£(^_1) u m 1, während 
die von ^ - 1 D D wieder u m 1 kleiner wird. Das Multiplizieren von ^K durch 
&L(H) beseitigt zwar die überflüssige 1, verschiebt aber die Matrix-"D__<,.)_1 auf 
den Pla tz , wo in (88) die Matr ix — M l ^ ) _ x s teht . W e n n wir aber dieses P r o d u k t 
je tz t durch Bj -1^ von links multipizieren, fällt diese Zusa tzmat r ix wieder aus 
u n d so wird schliesslich MK hergestellt.4) 
I m zweiten Fal le müssen wir .also 

C„ = C*VuBL(ß) (89) 
setzen. 
Als Gesamtergebnis unserer Be t rach tungen erhal ten wir den folgenden 

Salz 6: Die Matr ix K wird durch die Ähnlichkei ts t ransformation (65) mi t te ls 

C = I I CM (90) 
l 

auf die Jordansche Normalform 
"Kg 

K? 

K': 

91) 

t ransformiert . Die Matrizen C^ sind in (78) bzw. (89) mit tels der Hilfsmatrizen 
(79) bzw. (88) u n d der geschilderten Hilfsmatr ix Vw definiert. Die Ordnungen 
mv der Elementarbes tandte i le K° sind für 0 _̂  v ^ X die folgenden (vgl. (69)): 

mv = mv + Min ( j , iv+1) — Min (j, iv). (92) 

I n (92) setzen wir für v = X s inngemäss (vgl. (70)) 

M i n ( i , ^ + 1 ) = j , (93) 
u n d für v = 0 

m0 = i0 = 0. (94) 

I m Falle, dass ra0 = 0 ausfällt, entfäll t der Elementarbes tandte i l K$. F ü r 
v > 1, also wenn entweder av ^ 0 ist oder bei a„ = 0 kein iv ex istiert , gilt 
trivialerweise 

mv — mv, insbesondere m0=j. (95) 

§6 Ü B E R L Ö S U N G E N D E R A D . J U N G I E R T E N H O M O G E N E N 
D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G E N n-TER O R D N U N G 

Die zu K° aus (91) gehörende Lösungsmatr ix Y°(t) von (8), lässt sich nach (66) 
und (90) berechnen. D a jedoch in den Bedingungen für den Tei l resonanz-und 

4) Mit Hilfe einer solchen Üherlagerungsmatrix lässt sich übrigens der Beweis des 
Satzes einfach und übersichtlich explizite durchführen. 
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Teilausnahmefall (vgl. [1], (28)) die p-periodischen Lösungen Z(t) des adjungier-
ten homogenen Systems (17) (bzw. der adjungierten homogenen Gleichung (11)) 
eine Rolle spielen, werden wir uns zuerst mit diesen beschäftigen. Analog zu 
(66) ist wegen [5], (17) 

Z°(t)=Z(t).(C'1)T. (96) 

Die Transformation C zerlegen wir wieder in j Teiltransformationen C^, 
der Formel (90) entsprechend 

*Z(*) = ^ Z ( t ) . (C-1)*- (97) 

Wir werden jetzt die Matrizen /lZ(t) für // = 0, 1, . . . , j untersuchen; die erste 
und die letzte unter ihnen sind die Matrizen 

°Z(«) = Z(t), lZ(t) = Z°(t). (98) 

Zuerst drücken wir die Matrix uZ(t) — der Bauart von WK aus (68) entspre
chend — als Summe von s + 2 Teilmatrizen aus: 

*L(t) - "Za(t) + £ *Z¥(t). (99) 

In dieser Formel enthält uZn ausser Nullspalten nur die ersten j — // Spalten 
von "Z, "Z0 die nächsten um0 Spalten, UZX die darauffolgenden ^m,x Spalten usf. 
Es zeigt sich nützlich noch folgende Bezeichnungen einzuführen: 

"[["]] = j — t* + "wo + ßmi + ßmi + • • • + *»»,,» t* = 0, 1, . . . , j — - 1 . (100) 

beim letzten Schritt (jn = j) lassen wir den oberen Index fort (vgl. (92)): 

'IM] = [["]] = ™o + mx + ... + mv = £ mk + Min (j, tv+1); y = 0, 1, . . . , s. 
Jfc=0 

(101) 
Dann gilt folgender 

$ate 7: Die p-periodischen Lösungen zM(t) (v = 1, 2, . . . , S) von (12) sind 
in der gleichen Reihenfolge mit den Lösungen %v]](t) von (11) (v = 1, 2, . . . , s) 
identisch, d. h. 

hlvS) = zw(t) für r = - l , 2 S. (102) 

Beweis: In der Matrix °Z(/;) aus (97) sind die p-periodischen Lösungsvektoren, 
die aus den p-periodischen zM(t) (v = 1, . . . , s) hervorgehen gerade die zM(t); 
sie stehen also immer genau in der letzten Spalte von °Zv(t) (v = 1, 2, . . . , s). 
Multiplizieren wir aber die Matrix '*-1Z(t) sukzessiv durch die (in vorigen 
Paragraphen geschilderten) Matrizen (Cz1)T, (V"1)7 = VM und (Bj^,)2, von 
rechts, so geht die letzte Spalte von ß-1Z\v(t) unverändert in die letzte Spalte 
von ßZv(t) über. 
Natürlich bleibt auch die letzte Komponente dieser Spalte unverändert. Der 
Beweis von (102) wird durch diesen Induktionsschluss erbracht. 
Im Falle m0 > 0, d. h. ix > 0 oder existiert nicht, gibt es nach Satz 1 noch 
eine p-periodische Lösung von (11) mehr. Für diese gilt 
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Satz 8: I m Falle m0 > 0 s teht der p-periodische zusätzliche Lösungsvektor 
in der letzten Spalte von ;Z 0 ( t ) ; seine letzte Komponen te (die infolgedessen 
durch zU0]J(t) bezeichnet wird) ha t die Form 

ZfioilP) = — 2 I V„(-) • i ^ ( 0 I V(r)+»-i; (103) 

Für v > Ä. also wenn kein i.,, existiert, fallen natürl ich die letzten Summanden 
fort. 

Bewein: Zunächst sei daran err innert . dass die in (103) auftretenden Funkt io
nen ^ aus den letzten (j-ten) Zeilen der Matrizen r&* aus (51) s t ammen und 
die Funkt ionen ?/>,,(!) aus der letzten ((n — - j)-ten) Zeile der Matrix W(t) = 
— (0^1)T. Da alle diese Funk t ionen p-periodisch sind, trifft dies auch für 
zllQ]i(t) aus (103) zu. 

Eine Spalte von j"LQ(t) = Z0(t) t r i t t zum ersten Male als die einzige Spalte von 
XZ0(!) auf. Diese Spal te bleibt bei wachsendem fi immer an der letzten Stelle 
von ; 'Z0(t) für JU ^ 1. Daraus folgt, wie im Beweise des Satzes 7, dass sie sich 
nicht mehr änder t . Wir haben also nur den einzigen Spal tenvektor 1z0(j) 
von 1Z0(!;) zu berechnen, der in der j-ten Spal te von XZ(!) s teh t : seine letzte 
K o m p o n e n t e ist die gewünschte Lösung zUoii(t). 
I m Falle ix > 0 findet man gleich 

%ou(«) = n*,{t) - t **m\+*ß) - »*#) - t - W --(*). (KH) 
/. i ,«=i 

Es sei daran errinnert , dass der Zeilenindex der letzten Zeile n* bzw. n — j 
bei den Elementen von Z bzw. Z weggelassen wurde. I m Falle, dass kein 
ix existiert (/u > X), fällt die zweite Summe in (104) fort. 
Nun ist nach [5], (17) und analog zu (28) 

[e«V Y*(*)l re-D°' Z*T(')"| 
ZT(!) = Y^( ! ) - - . (105) 

[ 0 Y(t) J [ 0 TT(i) J 
Dabei ist. 

±T = y-i und X*T = e °»<Y*(t) ±T(l), (106) 

wie man aus der Beziehung Z 7 Y = 1 leicht en tn immt . Beachte t man die 
Definition von Y*(!) in (28) und die Tatsache, dass nZ,j in der rechten unteren 
Ecke von Z* r(!) liegt, erhäl t man aus (106) 

M*) - —tut) • öv{t) = - t I z,M • &»W (w) 
wo (vgl. (30)) 

Oß(t)=r-Jy^(T)dT. (108) 

gilt. Aus (104) und (107) bekommen wir die Zwischenformel 

2[ioll(0 = - I f ^ *,.(-) ^ ( 0 ~ £ *W»-i(0 • <109) 



Wenn wir die Bezeichnung c(r)+t- _x für den m^-dimensionalen Vektor, der 
ausser Nullen nur ein 1 an der ((v) + iv — l)-ten Stelle ha t , einführen, so können 
wir die v-te Tei lsumme aus (109) folgendermassen ausdrücken: 

w \lfyar)dr\ | 
Tv = I zu(t) Bu(t) - zM+i^S) -=- ~~(z(v)i .... zM). V: + cM+ivA 

{\fyM(r)drl J 
o 

Beachtet man jetzt die zu [1], (55) analoge Formel für die reduzierte Differen-
tialgleichung in ihrer Aufteilung ana log (29) sowie (49) und (60), so erhä l t man 

~0 

Tv =- -(ўм • Щvù • e-

j<P(v) 

mvi. 
'vl(mv- iv) | 

(110) 

Die 1 in dieser Formel stammt aus c ^ + ^ i , als ((?') + *v — l)-te Komponente 
des letzten Vektors. Dieser letzte Vektor ist aber gerade eKl-tc(v)+t:v_1, so, 
dass man noch die Formel 

Ti- = ~~(WM Ww\) • \ j : + C(V) KV-If = 

M 

- E 
/.=(»-) 

£ 4 <P(< j 9 M — WM i v-x f u r v = 1 , . . . , A. (111) 

_ fällt (vgl. (48)) der letzte Vektor in (110) fort. erhä l t . I m Falle v = X + 1 
Wir erhalten dann also 

W 
7\, = — Z VV, • :;̂ (r) für v — A + 1 

Die Formel (103) folgt nun sofort aus (111) und (112). 

(112) 

§7 D I E M I N I M A L G R Ö S S E N O R D N U N G E N D E R LÖSUNGEN 
U N D I H R E R A B L E I T U N G E N IM R E S O N A N Z F A L L 

Bezüglich des Resonanzfalles für die Differentialgleichung (4) können 
wir folgendes sagen: Die adjungierte homogene Differentialgleichung (11) 
besitzt, wie wir im vorigen Paragraphen festgestellt haben, die p-periodischen 
Lösungen z[[0]], z[tlJ], . . . , z[["el]. Die Lösungen z[{1]](t), ..., z{fa(t) sind nach 
Satz 7 mit den Lösungen z[x], ..., z^e] der adjungierten homogenen reduzierten 
Differentialgleichung (12) identisch. Die Lösung z[[(t]](t) tritt nur im Falle 
m0 > 0 auf. Liegt also für die nicht-homogene reduzierte Gleichung (7) für 
einen Index v > 0 der Teil-Resonanzfall vor, d. h. wenn 

fžм(т)f(т)dx = aм + 0 (113) 
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gilt (vgl. [1], (28)), so liegt auch für die nicht-homogene Gleichung (4), für 
denselben Index v, der Teilresonanzfall vor. Dann gilt also 

/ W * ) / ( T ) d T = ßfHl = ^ * 0- ( U 4 ) 

Im folgenden werden wir jeden Index v (also auch v — 0) für den der Teil-Reso
nanzfall vorliegt, als Resonanz-Index bezeichnen. Wir können also sagen: 
Ist v ein Resonanz-Index der reduzierten Gleichung (7), so ist es auch Reso
nanz-Index der Gleichung (14). 
Jetzt müssen wir folgende Fälle unterscheiden: 

I. Es gibt keinen Resonanz-Index. 
II . v = 0 ist kein Resonanzindex, aber es gibt mindestens einen Resonanz-

Index v > 0. 
I I I . v — 0 ist der einzige Resonanz-Index. 
IV. v = 0 ist Resonanz-Index und es gibt mindestens einen Index v > 0, 

der ebenfalls Resonanz-Index ist. 
In I. und II. sind auch solche Fälle enthalten, in denen die Lösung %0]](0 
nicht vorhanden ist und also ix = 0 gilt. 

Im Falle I. liegt für die reduzierte Gleichung (7) entweder der Hauptfall 
oder der Ausnahmefall vor. Für die Differentialgleichung (7) liegt bei ix = 0 
derselbe Fall vor, wie für die reduzierte Gleichung (7). Wenn ix > 0 ist, existiert 
mindestens eine p-periodische Lösung zm] der adjungierten homogenen 
Dgl. (11), und für (4) liegt also der Ausnahmefall vor. 

Im Falle II. wird nach [1], Satz 3 die minimale Potenzwachstumsordnuiig 
m von x(t) durch die Formel 

m = Max (ihv) (115) 
(Ä"...i) 

gegeben. Die minimale Potenzwachstumsordnung m der Lösung x(t) von (4) 
ist durch 

m = Max (mv) (116) 
/»Res A 

bestimmt, mit mv nach (92) f. f. Die Resonanzindizes sind in beiden Fällen 
dieselben. 

Im Falle III. liegt für die reduzierte Differentialgleichung (7) der Resonanz-
fall nicht vor. Dieser liegt dagegen für die Dgl. (4) vor. Die Resonanzordnung 
ist (vgl. (92) und (93)) 

m = m0 = Min (j, ix). (117) 

Wenn kein ix auftritt, ist (108) zu berücksichtigen. 
Im Falle IV. liegen sowTohl für die reduzierte Differentialgleichung (7) als 

auch für die Differentialgleichung (4) Resonanzfälle vor. Die Resonanz-Ordnung 
m von x(t) ist durch die Formel 

m = Max (mv) (118) 
/«Res A\ 
V"=o e) 

gegeben. Bei der Bestimmung des Maximums in (118) darf m0 dann ausser 
Betracht bleiben, wenn für mindestens einen Resonanz-Index aus dem Inter-
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vall <i, §} ein iv existiert. In diesem Falle ist nämlich das betreffende mv > mQ 
nach (92) wegen rhv ^ mx > Min (j, ix) (vgl. Definition zu Beginn vom § 3). 
Die entsprechenden Behauptungen gelten auch für die Ableitungen x'(t), 
x"(t), ..., xV~V(t), nur muss man in den Fällen I—IV in der Formel (92) 
den Index j bei der fc-ten Ableitung durch j — k ersetzen. Die angegebenen 
Wachstumsordnungen im Resonanzfall sind immer die minimalen. 
An Hand von (92)—(95) bestätigt man leicht den folgenden. 

Satz 9: Es liege für den Index v, dem das grösste existierende iv zugehört 
(also v = X), der Teil-Resonanzfall vor. Dann steigt die Minimal-Ordnung m, 
bei einem gewissen Index j beginnend, linear mit j (vgl. dazu die Definition 
im § 3). Dieser Index X ist natürlich bereits bestimmt, bevor man die spezielle 
Normalform hergestellt hat. Liegt dagegen für den Index v = X der Ausnahme
fall vor, so bleibt in jedem Falle die Minimal-Ordnung von einem gewissen 
Index j an konstant. Im übrigen folgt das Verhalten der Minimal-Ordnung 
m als Funktion von j aus der Formel (118): m = m(j) ist teilweise stückweise 
konstant und wächst teilweise linear mit dem Steigungskoeffizient 1 an. 
In graphischer Veranschaulichung erhält man nach (92)—(95) für jeden Index 
v, für den ein iv existiert, als Bild der Abhängigkeit der Minimal-Ordnung mv 
von j einen Streckenzug, der für 0 S j ^ iv und für iv+1 <, j horizontal ver
läuft und für iv <: j S iv+x den Steigungskoeffizient 1 hat: 

Für 0 S j 5; iv gilt mv = mv 

für iv+x < j gilt mv = mv -f (iv+l — iv) 

für iv <: j S K+i gilt mv = mv + (j — iv). 

Im Falle, dass iv+1 nicht mehr existiert (v = X) gilt das letzte Gesetz für alle 

3 = V 
Für zwei Indizes v2 > vx, für welche iH und iVl existieren, gilt stets die Be
ziehung 

fhys — mVl > iv, — iH. 

Deshalb beginnt der Streckenzug für den Index v2 mit einer Konstante; diese 
Konstante muss grösser sein als die Endkonstante für vx. Daraus folgt, dass die 
Steckenzüge für verschiedene Indizes v2 und vx mit existierenden iv sich nicht 
schneiden. Für jeden Index, für den kein iv existiert, ist mv = mv für 0 ^ j 
konstant. 
Daraus ergibt sich noch folgende Behauptung für die Minimalordnung nach 
(118): Es sei v der grösste Index mit existierenden iv, für den der Resonanzfall 
vorliegt. Ferner sei v der grösste Resonanz-Index mit nicht existierendem iv. 
Dann gilt offensichtlich (vgl. Definition 3 im § 5) 

m = Max (mv) = Max(m-, mv). (119) 
(v Res A 
\v=o,i,...,e) 

Die graphische Veranschaulichung der Abhängigkeit m- = m-(j) gibt uns 
einen Streckenzug (vgl. Bild 1); dagegen ist m^eine Konstante. 

Bild l 

Cairo University, Faculty of Science, Mathematical Dep., VAR. 
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SUMMARY 

RAHM1 I. I. A B D E L K A R I M 

Consider the equation (a) L[x\ == xn + ax(t) x
(n v + .. . + an(t) x = f(t), with av(t), 

f(t) continuous and of period p. It was shown in [1], that in the resonance case, under the 
condition an(t) r=h 0, the solution x(t) of (a) and simultaneously all derivatives x', ..., 
x<."-i> take values of the same minimal order: (b) m = Max (TO,,,). Here m.,, is the order 

(v Reso nance \ 
V,=l,...,e ) 

of the submatrices Kv with the eigenvalues ocv of the matrix K, which can be obtained in 
the canonical normal form from the relation Y(t) = <P(t) eK«, where Y is a fundamental 
system of solutions of the homogeneous equation corresponding to (a) and <P(t) is of peri
od p. Assume that av = 0 for v = 1, . . . , Q and + 0 for v = Q + 1, . . . , s. 

In this paper is studied the case, when in (a) the coefficients an(t) ~ a„-i(t) — ... = 
s= an_j+1(t) == 0 an_}(t) -£. 0, (1 < j < n— 1). By means of the substitution x(t) = xu) 

the equation (a) is reduced to the equation (c) L[x] ~ x(n~fl + at(t) x(n~:hl) + . . . + 
+ an-M) x = f(l)- For the minimal order —- in the resonance case —- of the solution 
x(t) = xw(t) of (e) and its derivatives x(i+i>, . . . , x("~D the formula (b) is valid, i.e. TO = 
= Max (TO,,). We have only to investigate the minimal order of the solution x(t) of 

lv Resonance \ 
w i , . . . , e / 

(a) and its derivatives x', ..., xii~1). For this purpose we introduce the conception of the 
,,special normal form", i.e. we co sntal system of solutions of the reduced 
homogeneous equation corresponding to (c), which has the following properties: (1) 

I v -'!K 11lean value (d) — f (pfJ(t) dt •=•• 0 for fi = (v), ..., (v) + mv — 1 
p 0 

" „ | v A 

with (v) = V rnvi + 1, or there exists an index 0 g *',, S mv — -1, so that j <pivntp(t) dt = 

1 v -
= 1, - f -~(V)ik(t) dt •----= 0 for k + iv. (2) The submatrices are so arranged that for v= I, . . . , 

p o 
A there exists indict i '>r v = X + 1, . . . , Q all mean values (d) are zero. 
(3) The orders m,, are monotonie increasing for v = 1, . . . , A and such that the inequalities 
iv > *Vi> % — iv > mv-\ — *v-i (for y = 2, . . . , A) hold. 

It is proved in this paper, that the minimal order of x(t) is m = Max (TO,,), where the 
/v Reaonanoe\ 

\--o,h...,-) 
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r e sonance indices v = 1, . . . , Q a re in b o t h e q u a t i o n s (a) and (c) t he s a m e a n d mv — >nv(j) 
is ob t a ined from t h e fo rmula : 
m.v — mv + Min (j, iv+1) — Min (j, i.v) (for v --- 1, . . . , X — I ) , Min (j, i%+1) = j , m0 = 
= *0 = 0 a n d mv = m r (for v = 2 + 1, . . . , Q, ..., s). T h e s a m e s t a t e m e n t ho lds also for 
t h e de r i va t i ve s x{k)(t) (k = 1, . . . , j — 1) if in t h e p reced ing formula t h e i n d e x j is r ep laced 
by j — k. A m o r e genera l v iew of t h e m i n i m a l o rder of t h e so lu t ion x(t) of (a) a n d i t s der i 
v a t i v e s xu"'(t) (k = 1, ...,j— 1) is inc luded in t h e o r e m 9. 

4 Sborník PU Olomouc 4 9 
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