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1968 ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
]‘ACU] ’Y‘A‘a RT‘RI‘\T \IATURAJ ITUM. TOM 27

SPLYVANT SPECIALNICH TRANSFORMACI
A JEHO SOUVISLOST S TEORIT DISPERSI

Katedra ické analyzy piirodovédecké fakulty
Vedouci katedry: M¥. prof. RN Dr. Miroslav Laitoch, kandiddt véd

STANISLAV TRAVNICEK
(Doslo dne 15. 6. 1967)

Vénovdno p. prof. dr. O. Bortwkovi k 70. narozenindm

Autor se ve své praci [4] zabyval linearnimi transformacemi soustay dvou
homogennich linedrnich diferencidlnich rovnic 1. ¥ddu. V tomto ¢linku se
pojednivd o podminkich pro splyvéni specidlnich transformaci a jeho sou-
vislosti s dispersemi, jez byly na zdkladé [1] definovany pro soustavy diferen-
cidlnich rovnic v praci [2].

t. Uvazujeme soustavy dvou linedrnich diferencidlnich rovnic 1. fadu

@) =0y Vo= BT Y,

oo @)
yo == c(t) ¥y Y, =01 Y,
kde funkee 0(t), ¢(t) [B(7"). C(T)] jsou spojité v intervalu j[J].
V [4] byla zkoumdna lincdrni transformace A feSeni soustavy (4) na vefeni
soustavy (@) ve tvarn

AT = ylt) = K() YIZ(H)], (1)

- () () - ()

kde Z(t) je funkee, kterd zobrazuje interval i C j na interval [ C J, piicemz
dany bod 1, Ej lobia/uje na dany bod 7', (= Z,) intervaluJ a md spojitou de-
rivaci Z'(t) # O prot €1, a kde funkee a a(t) ﬂ(l) y( ). 6(t) jsou definovany a maji
spojité derivace v intervalu ¢. Vidime Lodv Ze sgn Z'(t) je konstantni v inter-
valu I (dale piseme jen sgn Z').

Ukazalo se. ze k existenci transformace A je nutné a stadi, aby prvky matice
K(t) spolu s funkei Z(1) hovély soustave

kde

o' (t) = —C[Z Z'(t) p(t) %b{)y(f) l
ﬁ (1 = *'lf’[7 )] Z'(t) o ) +b(t) 6(¢) @)
) () alt) —C[Z(1)] Z'(t) 8(t) l
( ) = ofl) p(t) ~BLZ(H)] Z'(t) (1)
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Pozndmka 1.1. Pro danou funkei Z(t) je (2) soustavou &étyf linearnich dife-
rencidlnich rovnic 1. Fadu, takze libovolnymi po¢ateénimi hodnotami oy, fBo,
Yo: 0 jsOu jednoznacéné definoviny funkee a(t), 8(¢). y(t). (¢) tak, %e vyhovuji
pocateénim podminkam

alty) = a5 Plle) = Po,  ¥(te) = yo.  Olto) = &. (K*)

Transformaci A. v niZz plati «(t) = 0 [B@) = 0, y()) = 0, d(!) = 0] nazveme
lel'IleOT?W(‘ typu A[4,, A,, 45] a oznacime ji A"[A,, A, A,]. Jeli transfor-
mace A soudasné typu 4, a A, Adqa A,), nazveme ji transformaca typu A,,,(Am,)
V dal§im se budeme zabyvat j ]en regulirnimi transformacemi; zddné dalsi spe-
cidlni typy transformaci [ve smyslu anulovéni prvka matice K (1)] tedy neexis-
tuji. Z definice vidime, %e pro transformaci typu 4,,(4,,) plati p(t) = 0, y(t) = 0
[x(t) = 0, 8(t) = 0].

Jestlize za danych podminek kazdd transformace typu 4, je téz typu A,
a kazd4 transformace typu 4. je rovndz typu 4, pak Fikéme, #e za danych
podminek transformace typu A,, A, spljvagé (v transformaci typu 4,,). Po-
dobné budeme mluvit o splyvani transformac typu 4,, 4,.

V 1. &sti této préce se budeme ddle zabyvat transformacemi typu -4, 4,
a problemem jejich splyvani. Poznamenejme, Ze pro strudnost budeme pouzi-
vat oznateni Z'%(t) = [Z'(t)]%, o®(t) = [«(t)]?, apod.

Véta 1,1. JestliZe transformace A je typu Ag,, pak plati:

a) a(t) = (a =) konst. # 0, §(t) = (8 =) konst. # 0;
b) funkce Z(t) spliiuje rovnice

Bz 70 = b0 |
T @®)
CLZ@N 2'(t) = ~ e(t) l
¢) funkece Z(t) vyhovuje rovnici
BIZ(t)] CLZ(1)] Z™(t) = b(¢) c(t); (4)
d) Z(t) je nulovym bodem funkce B(T)[C(T)] tekdy a jen tehdy. je-li T nulovim
bodem funkce b(t) [c(t))

¢) proc(t) # 0 plati
BlZ@)) _ 8 b(0)

RO ®)
a pro bty # 0 plati
aze). _ e« ol 6
BIZ)) — & ) )
Dukaz: Pii transformaci typu Ay, je f(t) = 0, y(t) == 0. Z prvni a ze étvrté

rovnice (2) dostdvédme o'(f) == 0. 8'(t) = 0, takze oc(l) = (ac:) konst., o(t) =
= (6==) konst. Jeito podle [4] je pri regulzirm’ transformaci | K(t)| = konst. # 0,
plati tvrzeni a. Tvrzeni b plynou pak ihned ze druhé a tieti rovnice (2) a vy-
nésobenfm rovnie (3) dostavame tvrzeni c. Tvrzeni d plyne piimo z rovnic (3),
a délime-li rovnice (3), dostaneme vzhledem k platnosti d tvrzent e.
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Véta 1,2. Necht funkce b(t) neni identicky rovna nule na Zddném podintervalu
intervalu i a necht existuje konstanta k + 0 takovd, Ze pri transformaci typu A,
splivuje funkce Z(t) rovnici

BIZW) Z'(1) = kb(0). (M

Pak tato transformace je soutasné typu A,.
Dikaz: Z regulirnosti dané transformace typu 4, a ze 2. rovnice (2) plyne,
7e plati

o
BZO) 20) = ) 00, ®
odkud pro b(t) + 0 mame
3(0) _ (
) @

a vzhledem k predpoklddané spojitosti funkei «(f), (f) plati tato rovnost (9)
i v bodech, v nichZ b(f) = 0. Kromé toho z reguldrnosti dané transformace
plyne podle [4]

a(t) 8(t) = konst. (=F) # 0. (10)

Jestlize nyni 2. rovnici (2) vyndsobime o(f), dostaneme po upravé
BlZ(t)]) Z'(t) a2(t) = kb(¢). (11)
takZe z rovnic (7) a (11) mame
sgnk = sgn k. (12)

Z rovnic (9). (10) nyni dostaneme

w(t) = % oty = k . k. (13)
takze vzhledem ke (12) plyne z (13)

alt) = f]/% 8(t) — + i sgn & (14)

Jjsou tedy «(t). 8(¢) konstantni. Z 1. rovnice (2) pak méme b(t) y(t) = 0. z ¢ehoZ
pro b(t) # 0 dostdvame y(f) = 0. Ze spojitosti funkce y(f) plyne, Ze tato rovnost
platf i v bodech, v nichz b(t) = 0, tedy p(f) = 0, ¢. b. d.

Véta 1,3. Necht funkce c(t) nent identicky rovna nule na Zddném podintervalu
intervalu @ @ necht existuje konstanta k + 0 takovd, e pii transformaci typu A.,
splituje funkce Z(t) rovnici

1
CI2) 28) =  ott). (15)
Pak tato transformace je soudasné typu A,.
Dikaz se providi analogicky jako u véty 1,2.

Pozndmka 1,2. Vidime, Ze za predpoklada véty 1,2 nebo véty 1.3 plati
vidy viechna zbyvajici tvrzeni véty 1.1.
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Nazveme M, mnozinu vSech funkei Z(f) té vlastnosti, Ze pro kazdou funkei
Z(t) existuje transformace typu 4, i transformace typu 4.,.

Jéta 1.4. Necht funkce b(t), c¢(t) nejsou identicky rovny nule na Zddném pod-
intervalu intervalu © a necht ke kaZdé funkci Z(l) € M, existuje konstanta k
tak, Ze funkce Z(t) vyhovuje rovnici (7) i rovnici (15). Pak pro kaidé Z(t) e M,
transformace typu Ay, A, spljvaji.

Dukaz: Tvrzeni véty dostaneme uzitim vét 1,2 a 1.3 na kazdy prvek
Z(t) € M,. Poznamenejme, ze tvar koeficientii k, 1/k v (7). (15) je podle (3)
nutnou podminkou splynuti transformaci typu 4, 4,.

Véta 1,6, Necht funkce b(t), c(t) nejsou identicky rovny nule na Zddném pod-
intervalu intervalu © a necht aft) = (o =) konsl. % 0. Pak pro kaZdé Z(t)e M,
transformace typu A;, A, splijvaji.

Dikaz: UvaZujme nqpue transformaci typu 4;, tj. p(t) = 0. Jezto podlo
[4] je | K(t) | = konst. # 0. plyne ze vztahu o(f) = o« = land # 0, zZe téz

d(t) = (6 =) konst. + 0. Ze druhé rovnice ("’) dostdviame, Ze plati prvni rovnice
(3), tedy rovnice tvaru (7). Podle véty 1.2 .|e pak tato ‘transformace typu 4,
soucasné typu 4.

Necht nyni naopak méme y(t) = 0. Pak opt,t, o(t) = (6 =) konst. 4 0 a ze
treti rovnice (2) dostavame, Ze plati druha rovnice (3), tr‘dy rovnice tvaru (15).
Podle véty 1.3 je pak dand transformace typu A, soudasné typu 4.

Véta 1,6. Necht existuje éslo k + O takové, Ze funkee Z(t) m/hm'u;r rovnicim (7),
(15). Pak transformace dand pot‘ntvcmmz podmmkamz

afty) = ay,  Plly) = pte) = 0. d(ty) = ko,

kde oy # O je libovolné dané éislo. je typu Ay, .

Dukaz: Lehce vidime, Ze funkce a(l) = o, (1) = p(I) = 0, O(l) = ko,
vyhovuji soustavé (2). Pomoci (7), (15) lze soustavu (2) uvést na tvar, ktery
nezavisi na funkei Z(l), takze podle pozndémky 1,1 mé soustava (2) pravé jen
uvedené Yeseni, tedy dand transformace je typu 4g,.

Lemma 1,1, JestliZe funkce b(t), B(T) maji spojitow derivaci 1. Fadu a plati
b(t) B(T) # 0 proviechnat €j. T €.J, a funkce Z(t) md spojité derivace do 2. Fidu
véetné, pak funkce Z(t) vyhovuje rovnici

BIZ@) [ b))\, X
70 = "5 (atzor) 70 1o

tehdy a jen tehdy. existuje-li konstania ko~ 0 tak, Ze plat (7).
Diikaz: Necht plati (7): jezto b(f) 0. mdme
BIZBW1Z'(¢t)
ko (17)
a odsud derivaci podle { dostaneme

v BIZOIZW)  Z)
b(t) BZO] 70

a po tGpravé rovnici (16).

=0 (18)
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Jestlize naopak Z(f) vyhovuje rovnici (16), plati pro ni rovné

( B[Y(bt()t])Z (£) ) —0

a vzhledem k tomu, Ze B[Z(l)] # 0, Z'(l) # 0, dostavame (17), tedy (7).
Lemma 1,2. Jestlize funkce c(t), C(T) majé spojitou derivaci promtho Fddu
a platt c(t) C(T) # 0 pro vdechna t € j, T € J, a funkce Z(t) md spojité derivace
do 2. fadu véetné, pak funkce Z(t) vyhovuje rovnict
” ClzZ®] ( ct) Y,
Z"(t) = — Z'(t 19
O="c0 \ozar) 7 "
tehdy a jen tehdy, existwje-li konstanta k +# 0 tak, Ze plati (15).
Dikaz je analogicky jako u lemmatu 1,1. Poznamene;mo, Ze vztah (19)
je ekvivalentni se vztahem
c)  CEezn 2o _ 0
an oM 2w =0
Pozndmka 1,3. Vidime, %e ve vété 1,2 [1,3] lze podle lemmatu 1,1 [1,2]
nahradit rovnici (7) [(15)] rovnici (16) [(19)].
Oznaéme si nyni predpcklady:
(45): Funkee b(¢t) [B(T)] ma v intervalu j [J] spojité derivace do 2. fddu véetné
a plati b(t) B(T') > 0 pro viechna tej, T e€J
(A4,): Funkee c(t) [C(T)] ma v intervalu j [/] spojité derivace do 2. fidu vdetné
a plati c(t) C(T) > 0 pro vSechna tej, T eJ.
O funkei Z(t) budeme déle v této ¢dsti predpokladat spojitost derivaci do
3. fddu véetné.
V [4] bylo dokdzano, Ze za predpokladu (4y), f(t) == 0. md soustava (2)
feseni

b(l 1 B(4) —
a(l) — M‘/» B[%y‘ i M= i
- M A’_"(‘,)__,B[Z(l,)],z, 0 Z0 Vwb,(.‘:),r_,‘ LI
70 =y (v — sz~ 7o) ) st Vizo] i &)
o) = M [bé(l) ]/[7 ) Isgn Z'.
kde M # 0 je libovolnd konstanta a funkce Z(t) je Fesenim diferencialni rovnice

e i —{Z. 1} + QZ) 2 = q,(0), @ 7)
© JSn\l} oznactli

p | A AL

(L N
LB 3BT | i
QT) = =5 popy 4 ) T BO D),
1oty | 3 bR
2

T e TMOO

() = —-
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Podobné za predpokladit (4,), »(f) = 0 ma soustava (2) feseni

am—-uV(VV”Vﬁﬁnm@zc

M (e Lz 7” U o
10 = sy (e = ovmor — )l/ oz Vzw o |

ety !
zen Vizo
kde opét M = 0 je libovolnd Konstanta a kde funkce Z(1) je feSenim diferon-

cidlni rovnice
(Z.1] 4 Qu(Z) Z'* = qu(h), (@, 92)

pty =0, o) = M V(

kde jsme oznadili
) LTy 80N
@) oy T a oy T
b e"(t) . 3 ()

2 e(l) 4 eX(t)

Pozndmka I 4. Za piedpoklada (4,) je podle [2]. vty 7. definovdno poditedni-
mi podminkami

B(T) C(T)

a1 - o+ b1 e(i).

o) = Zo.  ZNl) = Zy. L) = Zy, ()

kde ly€j. Zyed. Ly # 0, Zy jsou libovolna éisla, pravo ]Ldl!O (nejsirsi) feseni
rovnice (@,, ¢4) v jistém intervalu ¢ < j. Totéz plati i pro Fesenf rovnice (Q,, ¢2)
za predpokladu (4.)
Pozndamka 1.5. R
covat Z,(t) [Zy(t)).
Lemma 1,3. Necht plati predpoklad (Ag) a funkce Z(t) vyhovuje rovaici (7).
Pal rovné vyhovuje rovnici

~Z, ) + [@QUZ) — B(Z) C(Z) Z'* = qy(t) — b(t) e(f). (23)
Dukaz: Ziejmé plati (u funkce Z(f) vynechavime argument t)
B(Z)Z' = kb(t)
B(Z) 7% + B(Z) 7" = kb'(l)
B(Z) 23 + 3B(Z) 22" + B(Z) Z'" = kb"(l).

eni rovnice (@, . ¢,) [(@;. 7)) budeme déle zpravidla czna-

Jestlize nyni pomoci téchto vztah@t vytvoiime vyrazy
1 o(t) 3 b'3(t)
TUhN 4 b
a sedteme je, dostaneme (23).
Lemma 1,4, Necht plati predpoklad (A,) a funkce Z(t) vyhovuje rovnici (15).
Pak rovnéZ vyhovuje rovnici

{2, 1} + [Qu(Z) — B(Z) C(Z)] Z'* = gu(t) — (1) c(). (24)
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Dukaz je analogicky jako u predchoziho lemmatu.

Véta 1,7. Necht plati piedpoklady (A ), (4,). JestliZe existuje konstanta k # 0
tak, Ze funkce Z,(t) [Z,(t)] vyhovuje rovnici (7) [(15)). pak je Z\(l) [Zy(t)] rovnéZ
Fedenim rovnice (@, 45) [(@:- ¢1)1-

Diakaz: Tato véta je piimym disledkem véty 1.2 a 1.3. Lze ji viak dokdzat
i bez pouziti transformaci a to napf. takto:

Funkce Z,(f) vyhovuje vztahu (7), tedy podle lemmatu 1.3 téz vztahu (23).
Jezto je Z, (1) Fesenim rovnice (Q,, ¢,). plati

B(Zy) C(7y) Z3* = b{l) e(h), (25)
takze vzhledem k (7) je
1
NZy) 7y = i c(f). (26)
Podle lemmatu 1,4 plyne z (26), Ze funkce Z,(() spliiuje rovnici (24), tedy vzhle-
dem k (25) i rovnici (@, ¢,). Podobné se dokaZe i druhé Gast véty.

Véta 1,8. Necht plati predpoklady (4,). (4,) a existuje Eislo k £ 0 lakové, Ze
Sfunkce Z(t) vyhovuje rovnicim (7), (15). Pak funkee Z(l) je Felenim rovnice
(@Q,. q1) a soutasné i rovnice (@, q,).

Dukaz: Podle lemmatu 1,3 vyhovuje Z(t) rovnici (23) a z rovnic (7), (15)
plyne, ze vyhovuje i vztahu (4), tedy Z(1) je Tesenim (@, ¢,). Podobné podle
lemmatu 1,4 vyhovuje Z(i) rovnici (24) a vzhledem ke (4) i rovnici (Q,, ¢,).
Rekneme, Ze feseni rovnic (€, 1), (€, ¢2) jsou zaménitelnd. jestlize kazdé
Seni Z,(t) rovnice (), ¢,) je soudasné Fesenim rovnice (§;. ¢,) a naopak, kazdé
esent Zy({) rovnice (@, ¢,) je soudasné FeSenim rovnice (@, q,).

Véta 1.9. Necht plati predpoklady (Ay), (4,). Nutnow a postatugici podminkon
zamcnilelnosti FeSent rovnic (Qy, ¢,), (@y, qs) je, aby rovnice

Qu2) 27— ) = QD) 77— qult) (27)
byla splnéna pro viechny funkce Z,(t) © Zy(1).

Dikaz: Necht fefeni rovnic (@, ¢,), (@,.¢:) jsou zaménitelnd. Pak pro
kazdé feseni Z,(f) rovnice (Q,, ¢,) plati rovnéz

A2 1} QulZ) 232 = qu(h), (28)
takze z (Qy . q,) a (28) plyne, Ze Z,({) vyhovuje rovniei (27). Podobné té2 kazdé
feseni Z,(l) rovnice (€, ¢,) vyhovuje rovnici (27).
Necht nyni naopak kazdd funkce Z,(t) vyhovuje rovnici (27). Pak po dosazent
7 (@, q) do (27) vyrazu
12, 1) = Qu(Zy) 73 — qu(t) (29)
dostavime, Ze je splnéno i (28), tedy Z,(f) je feSenim rovnice (Qy, ¢,). Podobné
se dokdze, 7o téz kazda funkee Z,(t) hovici vztahu (27) je fesenim rovnice
(@1. ¢u), tedy Feseni rovnic (@, ¢,). (@, ¢5) jsou zaménitelna.
Pozndmka 1.6. Rovnici (27) lze psat ve tvaru
LB(Z) | 3 BZ) |1 0% 3042 Zr—
2B(Z) T4 BHZ) T2 C(Z) T 40%Z)
L 3t 1) 3 et
2 bty oAby 2 e 4 e

(30)

75



Lemma 1,5. Necht plati predpoklady (A;). Pak k feSeni Z(t) rovnice (Qy, ¢,)
danému poldteénimi podminkami (Z¥). kde tyej, ZyeJ, Zy + 0, Zy jsou li-
bovolné zvolené potiteéni hodnoty. je potfdateénimi podminkami (M -+ 0 je libo-
volnd konstanta)

b(t,) 1
alty) = M Vg(”;)) iz = i
a0
M (V) BZ)Z L)\ /b) L,
700 = s (o~ by 72) V By iz i ®1
S(tg) — M ‘/ IZEZ;) Vi% 1 sen 7, ]

definovana transformace typu A ;.

Dukaz: Pro danou funkei Z,(t) je soustava (2) soustavou linedrnich dife-
rencidlnich rovnic. Podle [4] vyhovuji funkce «(t), f(¢), p(t), o(t) dané (21), kde
Z(t) = Z,(t), soustavé (2) a zFejmé splhuji poéitecni podminky (31). Podle
véty o existenci a jednoznaénosti m& soustava (2) za Feeni pravé funkee
dané vzorei (21); jimi uréend transformace je ovSem typu 4.

Lemma 1,6. Necht plati predpoklady (A.). Pak k fedeni Z(t) rovnice (@s. qs)
danému potdteénimi podminkami (Z*). kde tyej, ZyeJ, Zi # 0, Z jsou libo-
volné zvolené poldteéni hodnoty, je potdteénimi podminkami (M + 0 je libovolnd
konstanta)

—1/C(Zy) - .
alty) = M V c((l ‘;) V1 Zy | sgn Zy. |
‘0.
i (pjgoy 0@z 7 ) ofte) 1
2¢(lo) \ c(ty) C(Zy) Zq C(Zy) l/l Z [’

Blto) = (32)

{
ty) = 0. sy = ar |/ o)1 ’
y(to) (t) l/()(zo) V‘} 7
definovana transformace lypu A..

Dukaz je analogicky jako u ptedchoziho lemmatu.

Véta 1,10. Necht plati predpoklady (A,), (A.',). Pak M, je mnoZinou véech funkei
Z(t). které vyhovuji soutasné rovnictm (Q,. q1). (Qs. s)-

Dikaz: Necht nejprve Z(t) € (@,. ¢;) a soudasné Z(l) € (Q,. ¢,). Pak podle
lemmatu 1,5 a 1,6 existuje k funkei Z(#) transformace typu 4; i transformace
typu A4, tedy Z(t) e M,.

Jestlize naopak Z(1) € M,, znamend to, Ze k funkei Z(/) existuje transformace
typu 4,, tedy podle [4] je Z(f) TeSenim rovnice (@4, ¢,), a Ze k funkei Z(i)
existuje rovnéz transformace typu A, coz podle [4] znadi, Ze Z(() je FeSenim
rovnice (Qy. 92).

Véta 1,11, Necht plati predpoklady (A ), (A,) a necht pro ty € j v pFipadé, Ze

b'(t,) , c'(ty)
bty elty) M



cxistuje Zq jako kofen rovnice

_ Ii'(""_),~c_r(f°l zzkﬁ 1 N B(Zo)_égzn) 2
sy (s — o) ~ Bzgomy (B o) ©
B(Zy) _ ({Zy)
(v Bzt # Gy

a v piipadé, Ze

b’ (vl"), _c '(to)

b(to) c(tn) (n
cxistuje Zy jako koten rovnice

B(Zy) _ C(Zy) 34)

Bz~ 0y
Pak transformace A je lypu Ay, tehdy a jen tehdy. jsou-li poédteéni podminky
pro funkee aft), B(t), y(t), () (M # O je libovolnd konstanta) tvaru

b(t ) 1
) = (o =) M|/ n)
a(ty) (2 =) (7o) VI Zo |
Blte) = ¥(te) = 0, (35)
Bty) = (8y =) M "6??> iz, 50 2,

aje-li funkce Z(t) Fedentm rovnice (Qy, ¢,) a soudasné i rovnice (Q,, ¢3) (4. Z(t) = M)
danym potdateénimi podminkamsi

Z(to) = Zy
B = Ga=)e B’Zii ot (36)

i Tbltg) olfe)  B(Zy) blto) c(ty)
700 = o =) e | ity oiny B Bt

pfiéemZ v pripadé (1) je Z, kotenem rovnice (33) a
bt c(tﬂ)) B(Zy) Oz, ] -
o= s (G — ) (e 0(70)) en

a v pripadé (11) je Z, koFenem rovnice (34) @ & je libovolné z Cisel +1.

Ditkaz: Necht Z(t) je fesenim rovnice (@;. ¢:) i rovnice (@s. ¢;) danym po-
cdtenimi podminkami (36). JeZto

Vit BZo)Zy  Zy W) BZ)1/ bll) cll)

5('0) B(Z ) ) Z:w - wbi’n) 3(70) B( Jo) 0(70)
B(Zy) (%) (é bite) 1/ bllo) clla) _ BlZa) ___bsu(f ) 0. (38)
b(to) c(ty) ) b(‘o) B(Z,) C(ZO) B(7o n)
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mi y(lo) tvar (31) a podle lemmatu 1,5 je transformace dand podminkami (35)

typu 4,. Ozna¢me nyni M = ¢M a poznamenejme, 7e podle (36) j je sgn Z, =
= Mam(

) b(to) B(Zo) C(Z n) iF E(ZD b(ty) "iti) _
0= ) s Vi = ¥ ‘V«’(%)" Bl C(Zg)

— 1/C(Z) 1, ;
= MeV c((lu‘)’)-l/| Zy|. (39)

Déle v piipadé (I) plati

Vit () 1/ bl ety (B(Zy)  C(Zy)
bty oty gVB(Zo) O(Z‘J(' F(Z)) o
takze ze vztahu (40) dostdvame dosazenim za - ((,";
‘0
o) CENZ  Zy _ bty 7/ blle) clha) (B(Zy) 76'(Z.,>)_
ety C(Zy) Zy b(’o) B(Zy) O(Zo) (B(Zo) C(Zy)
- (4(70) If(ﬁa)ﬁ’(j)ﬁ e _(_(J)»C(yo) ( "(bo) V (to) c(tn)
oz ¥ B(z) 0%y blto) clte) \" bito) ¥ B(Zy) C(Z
B(Zy) b(ty) olte) \ _ ,
) B i) “n

V pripadé (I1) mdme podle (34), (38)
' (ly) ( Zio) /0 Z b'(ty) B(Zy) Zy Zy

o) ClZ) %y blt) Bl
V obou piipadech mé tedy f(t,) tvar (32). Konedné je

o 1/BE)Y) b el g1/ el V) BZy) OZy)
Ao} = ‘”Eme;) V/f(zoy?i'm - V WV ety

—w | 1 12

Vi) iz )

Vidime, 7e a(ty), B(ty), ¥(L), (t,) jsou tvaru (32), takze podle lemmatu 1,6 je
dand transformace typu 4,, tedy typu 4,,.

Uvazupne uym n.mpak transformaci typu A,,. Piislusna funkee Z(t) vyho-
vuje tedy soucasné rovnici (@, ¢;) i rovnici (@, ). Jeito jo tato transformace
typu 4, jsou prvky matice K () tvaru ("l) odkud pro dany bod ¢, dostdvame

(31). Je7to je dand transformace soucasné typu A4, plati y(t) = 0, tj. téz
7(ty) = 0; z (31) tak plynou podmmky (35). % rovno%ti y(t) = 0 vzhledem
k (21) plyn( (18) a tedy rovnéz

Yl Bz 7 ‘
“bity) B 0) 7z, 0. (43)
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Dana transformace je typu 4,, a proto pro ni plati téZ vzorce (22), tj. v daném
bodé t, vzorce (32). Jezto je i typu A,, nutné plati (20) a z toho

ot ClZ) Zy %

oty CZy oz " (44)
a dale porovnianim vztaha (31) a (32) dostaneme
— C(Z) vy v .
VB(Z.,) Vlin =M o) ViZy sgn 2, (45)
ty) 1
Zylsgn 2 — 0 VQLL 46
b(l) l/! | sgn CZy) V'Z, (46)

Po vyndsobeni rovnic (45), (46) dostavame M2 — M. 7 teho# napi. podle (45)
plati M = &M, kde & = sgn Z;. Délenim rovnic (45), (46) dostaneme

) Bl el
%= VB(Z‘,) () “7)

Z rovnic (43). (44) plyne

Ve _ ot _ (B0 0@) 5

by et~ \BZy)  O(Zy)

V piipadé (I) plyne z rovnice (48) ihned (37) a po dosazeni ze (47) do (48) a po
umocnéni na druhou mame (33). V piipadé (II) plyne ze (48) rovnost (34). Ze
vztahu (47) dostdvame vzorec (36) pro Z;, kde oviem v piipadé (I) je & uréeno
vyrazem (37) a v pFipadé (II) to miZe byt libovolné z ¢isel +1. Ze vztahu (43)
pak s pouzitim uZ odvozeného vzorce pro Z, dostivame, Ze Z; je dino piislus-
nym vyrazem v (36).

Pozndmka 1,7. Vidime, Ze poditeéni hodnotu «, pro funkei «(t) lze predepsat.
Pak z (35) je

e & (49)
takze
B(Z,) ,,.
d(ty) = % bits) Zy.

Lemma 1,7. Necht plati predpoklady (A;) a necht jsow diny potdteini hodnoty
lo€js otg # 0, Bo =0, vy, 8y # 0, Zy€J transformace A. Pak k nim existuje
Fesent Z,(t) rovnice (@1, ¢1) dané poldteénimi podminkami

Zy(ty) =
_ b(ly) 9y
Zilty) B(Z) @y (50)
Zily) - ( 0) 60 b'(ty) B(‘o) b([)) "0 2b(to) o
T B(Zy) o (’b(m BUZy) w  a )

lakové, Ze transformace A je typu A;.
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Dukaz: Ve vztazich (50) oznaéme Zi(t,) = Zg, Zi(t,) = Z;. UkdZeme, Ze
tisla Z,, Zy. Zy vyhovuji p¥i vhodné volbé konstanty M vztahtim (31) v tom
smyslu, 7ze dostaneme

afty) == ap. Blte) = 0, y(to) = ¥y, (o) = . (51)
Z 1. rovnice (31) po dosazeni za Z; z (50) mame
)i B(Z4)1/3) 1/ S0
M =Vr°)/ Zy | oy = |/ 52500 ) ol )| 20
V%1%~ Vo) V By
Nyni se 1ze pouhym dosazenim presvédéit, Ze z platnosti (50), je-li M dano (52),
plyne, Ze je splnéno (31), (51). PFitom uvéazime, Ze sgn (xydy) = sgn Z’ (srovnej
[5], 3, lemma 4). Uvahou pouzitou v dikaze lemmatu 1,5 pak dostaneme, Ze
transformace A dand poéateénimi podminkami (51) a funkei Z,(f) danou po-
&dteénimi podminkami (50) je typu 4,.
Lemma 1,8, Necht plati predpoklady (A,) a necht jsou ddny poédteint hodnoty
ty€j, ag # 0, Bo, Yo =0, 8y, Zy € J transformace A. Pak k nim existuje fesent
Zy(t) rovnice (Q, q.) dané poédleénimi podminkami

ay = |l aydy | sgn ay. (52)

%o

Zgfto) = Zy.

- .. o(ty) o

Zi(ty) = C(Zy) 5, (63)
oy olt) o ()  C(Zo)elig) @ 20(t) Bu

Zy(ty) = O(Zn(:)' Bo (U(to) %) b, do “}

takové, Ze transformace A je lypu A,.

Pozndmka 1,8. V 1. &asti dikazu véty 1,11 jsme pouZili lemmatu 1,5 a 1,6.
Dikaz mohl byt veden i na zdkladé lemmatu 1,7 a 1,8. Tato dvé lemnata ndm
6% dokresluji pohled na podminky existence transformacf typu 4,4, 4, a spolu
s analogickymi lemmaty 2,7 a 2,8 je jesté pouZijeme ve 3. Casti této price.

2. Dosud jsme sc zabyvali pouze transformacemi typu 4,, 4, a problémem
jejich splyvani v transformaci typu 4,,. VSechny véty i vSechna lemmata,
které byly odvozeny v 1. &isti, lze bez vétsich obtizi formulovat i pro transfor-
mace typu 4,, 4, a A,,. Vzhledem k jejich dal§imu pouziti se jevi ucelné,
abychom je v prehledu uvedli (diikazy jsou analogické jako v 1. éasti a proto je
vynechdvime).

Véta 2,1. JestliZe transformace A je typu Ay, pak plati:

a) B(t) = (P =) konst. # 0,p(t) = (y =) konst. # 0;
b) funkce Z(t) spliuje vztahy

CLZ() Z'(t) = /7; b(t).

8 (54)
BIZh) Z'(t) = > c(t);

) funkce Z(t) vyhovuje rovnici (4);

d) Z(t) je nulovgm bodem funkce B(T) [C(T)] tekdy a jen tehdy, je-li t nuloviim

bodem funkce c(t) [b(1)];
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e) prob(t) # 0 plati

BlZ®)) _ o) (55)
ClZ)) — y* b(h)

aproc(t) # 0 plati
ClZm) _ »* b®) (56)

BIZ@)] B e
Véta 2.2. Necht funkce b(l) neni identicky rovna nule na Zidném podintervalu
intervalu © a necht existuje konstanla k # O takovd, Ze pri transformaci typu A,
hovi funkce Z(t) rovnici
CLZ()] Z'(t) = kb(t). (57)

Pak je tato transformace rovnéZ typu A;.

Véta 2.3. Nechi funkce c(t) neni identicky rovna nule na Zddném podintervalu
intervalu @ a necht existuje konstanta k + 0 takovd, Ze pii transformact typu A,
hovi funkce Z(t) rovnici

BIAW) Z(0) = -clh). (58)

Pak je tato transformace soutasné typu A, .

Pozndmka 2,1. Za piedpokladu véty 2.2 nebo véty 2.3 plati vidy vSechna
zbyvajici tvrzeni véty 2,1.

Nazveme M mnozinu vech funkei Z(t) té vlastnosti, Ze pro kazdou funkei
Z(t) existuje transformace typu 4, i transformace typu 4,.

Véta 2,4. Necht funkce b(l), c(t) nejsou identicky rovny nule na Zddném pod-
intervalu ntervalu i a necht ke kaidé funkei Z(t) € M, existuje konstanla k # 0
tak, Ze funkce Z(t) vyhovuje rovnici (57) 1 rovnici (58). Pak pro kaZdé Z(t) € M;
transformace typu A,, Ay splyjvaji.

Véta 2,5. Necht funkcee b(t), c(t) nejsou identicky rovny nule na Zidném pod-
intervalu intervalu © a necht p(t) = (B =) konst. # 0. Pak pro kazdé Z(t) € M,
transformace typu A,, A, spljvaji.

Véta 2.6. Necht existuge &islo k + 0 takové, Ze funkce Z(t) vyhovuje rovnicim
(57), (58). Pak transformace A dand pocdteénimi podminkamsi

a(ty) = 0, B(ty) = Bo- y(to) = kB, B(te) = 0.

kde By # 0 je libovolné Eislo, je typu A,4.

Lemma 2,1. JestliZe funkce b(t), C(T) maji spojitow derivact 1. fadu a plaii
b(t) C(T') # 0 provdechnat e j, T e J, a funkce Z(t) ma derivace do 2. fddu véetné.
pak funkce Z(t) vyhovuje rovnici

vy CLZB] (b)), =
20 = 5™ (o) 7 e

kterow lze psdt té% ve tvaru

vy _camzo  ze

() czmr - Z0
tehdy a jen tehdy, ewistuje-li konstanta k + 0 tak. Ze plati (57).

(60)
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Lemma 2.2, Jestlize funkce c(t), B(T) maji spojitou derivaci I. fadu a plati
c(t) B(T) # 0 provsechna t € j. T € J . a funkce Z(t) md derivace do 2. ¥dadu véetné.
pak funkce Z(t) vyhovuje rovnici

BZOL [ e\, .
(0 (H|’Zu)|)” - (6

70 —
kterou lze psdt té% ve lvaru

cw)  BlZ@ Z0) 20
“e0) Blzw) 70

=0 (62)

tehdy a jen tehdy. cxistuje-li konstanta k # O tak. Ze plali (58).

Pozndmka 2.2. Ve vété 2,2 [2.3] lze podle lemmatu 2,1 [2,2] nahradit pied-
poklad, ze funkce vyhovuje rovnici (57) [(58)] predpokladem, Ze vyhovuje
rovnici (59) nebo (60) [(61) nebo (62)].

Pozndmka 2.3. V [4] se dokézalo, Ze za piedpokladu (4,) [(4,)] md soustava
(2) feSeni (21) [(22)], kde Z(t) je FeSenim rovnice (Q,.q,) [(Q., ¢.)]. Jestlize
v piedpokladech nahradime nerovnost b(t) B(T) > 0 [¢(t) C(T') > 0] nerovnosti
b(t) B(T) +# 0 [e(t) C(T) +# 0]. dostaneme vzorce. které se od (21) [(22)] lisi

jen tim. Ze v nich vystupuji vyrazy

o Ty o
| BIZ(1)] | | CLZ(t)] |

a v rovnici pro d(¢) v (21) [pro «() v (22)] piibyvé koeficient sgn bB [sgn ¢C|
(ve vyrazech se symbolem sgn vynechdvidme argumenty ¢ resp. 7'. které tu
nehraji Zddnou ulohu, jezto jde vesmés o konstantni ¢initele). Rovnice (@, ¢,)
[(@s. ¢2)] se neméni. Ve treti ddsti této prace provedeme specialisaci 7' = (.
B(T) = b(t). C(T) = c(t), takze v obou pripadech dostaneme nerovnost
b(t) # 0 [e(t) # 0]. V pripadé transformaci typu 4,, 4, by nam setrvini na
predpokladech z [4] zuzovalo platnost vysledki pii uvedené specialisaci, a proto
zavedeme piedpoklady obecnéjsi. Ozna¢me je takto:
(4,): Funkee b(t) [C(T)] md v intervalu j [J] spojité derivace do 2. fadu
véetné a plati b(t) C(T) # 0 pro véechna tej, T e/,
(A,): Funkee c(t) [B(T)] mé v intervalu j [/] spojité derivace do 2. Fidu véetné
a plati c(t) B(T') # 0 pro viechna tej, T eJ.

O funkei Z(i) nadale predpokliddme, Ze md spojité derivace do 3. Fadu
véetné. Na zdkladé [4] lehce ovéfime, Ze za predpokladu (4,). «(f) ~= 0. md
soustava (2) reseni

b(t | 1
S - V[ czo] /ﬁ ol i
oty — M V| ¢ 7"” V120 s (200 (63)
M b(z Lz 7 GRS VRO ‘
0= sy (‘60)' Wf “70) Vi azol Jizw |
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kde Z(t) je fesenim rovnice

%4+ Qu(2) 2% = q,(1). (@2 11)
Podobné za piedpokladi (4,), d(f) = 0. md soustava (2) FeSer
_M (ew Bz Z0 ':" ofl) 54_,‘ o
0 =5 (5 g ) V] s V7w '
Bty = M l/, Blz(t)] | |/|7 ) I sgn (Z'cB). L (64
('(t) |1 l
V] B[Z(1)] 11 17| 7’(;)1 ! () =0 ’
kde Z(t) je Fesenim rovnice
2.ty A (Z) 2 = gy(h). (@1 qs)

a kde v obou pripadech je M libovolnd konstanta. M =+ 0.

Poznamka 2.4. Reseni rovnice (Q,, ¢,) [(@ ¢)] budeme déle zpravidla ozna-
Govat Zy(t) [Z,(t)] a budeme opét uvazZovat, Ze je pro libovolné poéatecni hodnoty
to€g, ZyedJ. Zy # 0, Z; definovano podateétnimi podminkami (Z*) v jistém
intervalus < j.

Lemma 2,3. Necht plati predpoklady (A,) a funkce Z(t) vyhovuje rovnici (57).
Pak rovnéZ vyhovuje rovnici

A7)+ [QuZ) — B(Z) C(Z)) 42 = qu(t) — b(t) e(0). (85)

Lemma 2,4. Necht plati predpoklady (Ay) a funkee Z(t) vyhovuje rovnici (58).
Pak rovnéZ vyhovuje rovnici

B+ (QUE) — BZ) N Z* = qult) — blt) (). (66)

Véta 2,7. Necht plati predpoklady (A4,), (4y). Jestlize e.uivtuje éislo k + 0O tak,
Ze funkce Zy(t) [Z4(t)] vyhovuje rovnici (57) [(58)]. pak je tato funkce rownéZ
resenim rovnice (Q, ¢s) [(@s. ¢4)]-

Véta 2,8. Necht plati piedpoklady (A,). (4,) @ necht existuje Eislo k # 0 tak,
Ze funkcc Z(t) vyhovuje obéma rovnicim (57). (58). Pak funkce Z(t) je FeSenim
soutasné obou rovnic (Q,. qz) (@2 71)-

Rekneme, 7e feseni rovnic (Qy, ¢1). (@1, ¢2) jsou zaménilelnd, jestlize kazd4
funkce Z4(l) je FeSenim rovnice (€, , ¢,) a naopak, kazda funkce Z,(/) je soudasné
FeSenim rovnic (Q,, ¢;).

Vita 2,9. Necht plati predpoklady (A,), (4,). Nutnow a postacujici podminkou
zaménitelnosti Feseni rovnic (@y. q,), (@1. q2) je. aby rovnice

QuZ) Z* — qu(t) = Qu(Z) Z"* — qu(0) (67)
byla splnéna pro vdechna fedeni rovnice (Qy. qy) © pro vSechna reseni rovnice
(@1 qa)-

Lemma 2,5. Necht plati predpoklady (A,). Pak k redeni Z(t) rovnice (Q,. q,) da-
nému poddtecnimi podminkami (Z*). kde tycj. Zye J, Zy 7 0, Zy jsou libovolné
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zvolend  pocdateéni hodnoty, je pocdteénimi podminkami (M + 0 je libovolnd
konstanta)

(*(Z.» ] 1A
Ne
MV (J—Zﬁ) ‘ 112, 1 sgn (2'60C).

M (b(;u) (':(zn)z[;izt,) by 1

2b(t) \'blt) — C(Z)

alty) = 0. Blty) = W]/

(68)

0 = .
() oz Y7

definovdna transformace typu A, .

Lemma 2.6. Necht plati predpoklady (A;). Pak k feSent Z(t) rovnice (@, ¢3)
danému poldteénimi podminkami (Z*), kde ty€j, Zye J, Zy # 0, Zy jsou libo-
volné zvolené potdteini hodnoty. je poldleénimi podminkami (M + 0 je libovolnd
konstanta)

(te) = *117 ("’(to) B(Zo) 711 Ao) ‘ ('('n)

2(to) \ elt) ~ B(Zo)  Zy) ¥ ! BZ,) lVy Zy|’

plle) = M l/] B(tZ;)l Vi Z, 1 sen (Z'eB). L (69)
r(l,,) 1 ) ‘
Ptg) == [/‘ B i Alg) = 0 |

definovéna transformace typu 4.

Véta 2.10. Necht'pla[f phdpoki(ld_y (4y), (4y). Pak M je mnoZinou viech funkci
Z(l). které vyhovugi souéasné rovnicim (Qy. q,), (@1, ¢s)-

Véta 2,11. Necht plati predpoklady (4,), (4s) a necht pro tyej v prz]aatlv Ze
plati (1) (mz vétu 1,11), erzstu}(’ Zy jako kofen rovnice (33) a v pripadé, e (H)
existuje Zy, jako koten rovnice (34). Pak transformace A 71 Lypi Agy tehdy a jen
tehdy, jsou-li poldteini podminky pro funkce a(t), p(t). y(t). 6(t) (M + 0 je libo-
volnd konstanta) tvaru

a(ty) =
o by
Blty) M V: Ze) | l"/{ A s

- u}/ (7" ‘l\/“!sgn(/br)
(’('n) =0

a je-li funkce Z(t) FeSenim rovnice (Q . ¢) @ soudasné i rovnice (6y. qp) (1j. Z(t) € M})
danym poldteénimi podminkami

Zty) = Z,

, (to) c(ta)
Z'ty) = (Zy == )& B(/ZS_(_(70)
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7)) = (7 — e 2 V Bb(to) clt) C(Zy) blty) clty)

b(to) (o) C(Zo) — C(Zy) BZy) C(Zy)’

pFitemZ v pripadé (1) je Z, kotenem rovnice (33) a & = —e z (37) a v pFipadé (11)
je Zgy kotenem rovnice (34) a & je libovolné z ¢isel +1.

Lemma 2,7. Necht plati predpoklady (A,) a jsou ddny poldtetni hodnoty
tyej, otg =0, By == 0, yo == 0, 8y, Zy € J transformace A. Pak k nim existuje
fesent Zy(t) rovnice (Q,, q,) dané poldteénimi podminkamsi

Zulte) = Zo,
" b(to) Yo
%) =Ezy) By (10)

Zi(ty) = (ko) 70 (,JL) _ C(Zo) blty) yo _ 2b(t) 50)
ST C0(Zo) Bo \ Dt C¥Zo) P Bo
takové, ze transformace A je typu 4,.
Lemma 2,8. Necht plati predpoklady (A,) a jsou dany poédteéni hodnoty ty € j,
oy, Bo # 0, yo # 0, 0g = 0, Zy€J transformace A. Pak k nim existuje Feseni
Z,(t) rovnice (Qy, gs) dané poldltetnimi podminkami

Zy(ty) = Zy,

Bt = gk o
o B(Zn) Yo (71)
- c(ty) Po (k) H(é )ello) By 2c(ty) o

7t = g v (g — iy )

takové, Ze lransformace A je typu A,.
3. Necht nyni soustava (A4) je totoznd se soustavou (a). Pak rovnice (1) ma

tvar
Au = y(t) = K(t) u[Z(t)] (1)

a znati tedy jistou transformaci A TeSeni u(() soustzwy (a) na feseni y(t) téie
soustavy. Vsechny vysledky 1. a 2. ¢dsti zustdvaji ovSem v platnosti (po upravé
formulaci, tj. klademe J = j, T = t, B(T') = b(t), C(T') = c(t), atd.) a pro tento
specialni piipad je uz nebudeme znovu formulovat.

O funkei Z(t) budeme dale predpokladat, Ze m4 spojité derivace do 3. ddu
véetnd, zobrazuje jisty interval ¢ < j na jisty interval I < j, pfiemz dany bod,
ty € j zobrazuje na dany bod Z, €.

O funkei b(t) [¢(t)] budeme v otdzkdch, které se tykaji transformaci typu 4,
Ay, A;[A,, 4, 4,] predpoklidat, Ze mé v intervalu j spojité derivace do 2. fadn
a e je b(l) # 0 (c(t) # 0).

Uvazujme nyni rovnice

—{Z. t; + ']\(Z) 7' = q(t), (71~ @)
—{Z 1)+ o) 2 == (), (42 q2)
—{Z, 1} ’]:(7) Z'* = q(t). (22: 01)

A2} 4 @(2) 2% = qu(t). (@ q»)
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Podle [2] jsou to rovnice vlastnich dispersi (dale jen ..dispersi) po Fadé
prvniho, druhého, tietiho a évrtého druhu; budeme je oznadovat zpravidla
Z(t), Zo(h), Zs(l) a Zy(1).

Lemma 3.1. Je-li A transformace typu A, (A, A,. A,), pak funkee Z(t) v pii-
stusném vzorei (1') je dispersi 1. (2., 3., 4.) druhu.

Dikaz plyne ihned ze [4]; je-li totiz A nap¥. typu A, hovi funkee Z(t)
nutné rovniei (q;. q,) a je tedy dispersi 1. deahu. Podobné dostivame i ostatni
pripady.

Lemma 3.2, Ke kazdé dispersi Z(t) 1. [2.. 3., 4.] druhu (dané potdaleénimi pod-
minkami (Z*)) je poral(’t‘mmz podminkami (’ﬂ) [(32), (68). (69)] definovina trans-
formace typu A, [4,, Ay, 4,].

Dukaz plyne ihned 7z lemmat 1.5; 1,65 2.5; 2.6.

Poznamka 3,1. Vysledky téchto dvou lemmat lze shrnout takto: Funkee Z(f)
je dispersi 1. (2.. 3., 4.] druhu tehdy a jeu tehdy. existuje-li k nf transformace
typu A, [4,. 4,. 4,).

Lemma 3.3. Jsou-li ddny pocdtecni hodnoty lyej. Zy ¢ j.

1oy £ 0, By == 0, vy, 0y # 0
2% oy A0, By yy = 0.0y # 0
3% oy = 0. By £ O,y 2 0. 8
47 o By £ 0oy # 0.8, = 0
transformace A, pak k nim existuje disperse
ad 17 1. drubu vyhovujici podminkdm (50) takovi. Ze transformace A je typu A ;.
ad 2° 2. drubu, (51). A..
ad 3° 3. drubu, (70). A
ad 4° 4. drubu. (71). 4,.
Dikaz: Toto lemma je bezprostiednim disledkem lemmat 1,7; 1,8; 2,7; 2.8,
Pozndmka 3.2. Lemma 3,1 nelze obratit (jak uz naznaduje formulace lem-
matu 3.3). Ovéifme si to na piikladé dispcrse 1. druhu. Necht tudy pii transfor-
maci A je Z,(!) dispersi 1. druhu; oznat¢me Z, (i) = Zy, /l(l ) = Z(’) (¢ je pevné
zvoleny bod) Pal transformace A. v ni’ Z(t ) Z(t) ]e ¢ nemusi byt typu 4,
a to ani tehdy. kdyz f, = 0. Jestlize totiz zvolime poddtecni hodnoty tr‘msfl)h
mace ticba tak. Ze

h (ty) 1
M 0 = 0,

l Wz V7 [
b(Zy)
b(ty)
(M £ 0), pak funkee a(t), B(1), y(l).v d(t) vyhovujici poddteénim podminkdm

a(ly) = o, Blto) = Bo. y(to) = ¥o. 0(te) = 0o (K*)
ziejmé v bodé 1, nespliuji (31). Podle [4] viak maji pii transformaci typu 4,
prvky matice K(t) nutné tvar (21), tedy v bodé ¢, tvar (31). Jezto vzorce (31)

pro danou funkei Z,(7) spInény nejsou, je f(t) 5= 0. Analogické ivahy lze oviem
provést i pro disperse 2., 3. a 4. druhu.

l/"\ Zo lsgn 7.

%, je libovolné dané. 6, = 2/ l/
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Ve shodé s pozndmkou pred vétou 1,9 [2,9] a s praci [2] budeme Fikat, ze
disperse 1. a 2. [3. a 4.] druhu jsou zaménitelné, jestlize kazda disperse 1. [3.]
druhu je zdroven dispersi 2. [4.] druhu a naopak. Nutnd a postacujici podminka
zaménitelnosti dispersi je formulovéna ve vétich 1.9 a 2.9.

Véta 3.1. Je-li transformace A typu A,, [A ). je funkce Z(1) soutasné dispersi
1.4 2. (3.1 4.) druhu. ’

Dikaz plyne ihned z pozniamky 3,1.

Porovname-li vétu 3.1 s vétami 1,1 a 2.1 vidime, Ze vznikaji problémy
vztahtt mezi zaménitelnosti dispersi a tvrzenimi vét 1.1 a 2,1. Nékteré tyto
problémy byly do jisté miry feseny uz ve [2], ale pravé s hlediska transformaci
soustav a splyvani specidlnich transformaci. o nich’ bylo pojednano v 1. a 2.
Sasti této préce, lze dostat nékteré daldi vysledky.

Pozndmka 3,3. Mnozina M, [M}], kterd byla definovdna v 1. [2.] &asti, je
mnozinou véech zaménitelnych dispersi 1. a 2. [3. a 4.] druhu, tj. kazdd funkce
Z(t)y e M, [Z(t) € M]] je soudasné dispersi 1. i 2. [3. i 4.] druhu.

Véta 3.2. JesiliZe existuje konstanta k # 0 tak, Ze disperse 1. [2., 3., 4.} druhu
vyhovuje rovnici (7) [(15), (57), (58)]. pak je rovné% dispersi 2. (1., 4., 3.] druhu.

Dikaz plyne z vét 1.7 a 2,7.

Tato véta byla uz ve [2] dokdzéna. Vzorce (53), (54), (64). (65) z [2] jsou ziej-
mé zvlastnim pripadem vzorea (16), (19), (59), (61) z této price.

Véta 3.3. Jestlife existuje konstanta k 0 lak, Ze funkce Z(t) vyhovuje rovni-
cim (7), (15) [(57), (58)], pak funkee Z(t) pal#i do M, [M).

Dikaz plyne z vét 1,8 a 2.8,

Pozndmka 3.4. V nisledujicim piikladé si ukdZeme, Ze v mnoziné M, mohou
byt i funkce, ré nesplituji podminky (7). (15) (podobné to lze provést i pro
M), tedy Ze véty 3.2, 3,3 nelze obritit. Piitom misto rovnic (7). (15) pouzi-
jeme ekvivalentnich rovnic (16). (19).

Priklad 3.1. Uvazujme soustavu

£y = Ty l
, 1 (73)
et I
anecht 0 € jitedy (1) = L. e(t) = — Tl{ . Lehee zjistime. Ze ¢, (1) = ¢4(t) = — i
Rovnice (q,.¢,) 2 (¢o. ¢,) maji obé tvar i
, 7' ! -
= @

a tedy zcela jisté disperse 1. drubu a 2. druhu jsou zaménitelné. Rovnice (74)
md napr.

reseni

Z(t) = fti (75)
(@ je libovolnd konstanta). Podminky (16). (19) maji tvar
Z'(t) = 0, (76)
an (L) 1
Z'(t) = 2 S
0 =220 (76 — ). )

87



ale funkee Z(¢) dand (75). jak lehce zjistime, nevyhovuje Zidné z rovnic (76)
(77).
Pozndmka 3.5. Podejme jesté vysvétleni k pozndmee 3.4 a k piikladu 3,1.

Necht
ES L ‘1‘!2)
Xy = N {Ag = . xX
. (9«'21) h (5”22 (=)

- X 1 o X 12 -

ne(y) () )
znadi dvé béze soustavy (a). Z [2] vime, Ze funkce Z(t) je dispersi 1. druhu tehdy
a jen tehdy. hovi-li rovnici.tvaru

X1y (t) @yalZ(0)] — Xyo(t) 2ia[Z(0)] = 0 (78)

a podobné funkee Z(¢) je dispersi 2. druhu tehdy a jen tehdy, hovi-li rovnici
tvaru

Koy (£) sl Z ()] — Xoalt) 2m[Z(1)] = 0. (79)
Princip té skuteénosti, Ze podminky (16), (19) nejsou pro zaménitelnost dis-
persi 1. a 2. druhu nutné, spodiva v tom, Ze muZe nastat piipad, Ze funkce Z(t)
vyhovuje rovnici (78) vzhledem k jisté dvojici bézi (), (X), ale rovnici (79)
vyhovuje vzhledem k jiné dvojici bézi

Sl R o] @

3 X e X,
X, = (,u), X, = (,u). X
Xy p e )
V nésledujicich lemmatech a vété popifeme jesté jeden zajimavy piipad.
Lemma 3,4. Mé&jme dvé dvojice bazi: (x), (X); (z), (X). Jestlife mezi nimi
existujt vztahy
Iy, = ke, X, = koXyy,
711 121 Yu 24l 21 (80)
Zyy = &1k 2gs. Xy = &k X0,
kde by # 0. ky # 0 jsou konstanly a &, je jedno z &isel -1 (stejné v obou pripadech).
pak funkce Z(t), kterd vyhovuje rovnici (78) vzhledem Lk bdzim (z), (X) a je ledy
dispersi 1. druhu, hovit soutasné rovnict (79) pro bize (x), (X) a je tedy soudasné
dispersi 2. druhu. )
Dikaz plyne z dosazeni vztahti (80) do rovnice (78) vzaté pro baze (), (X).
Lemma 3.5. Méjme dvé dvojice bdzi (x), (X); (z), (X). Jestlize mezi nimi existuje
vzlah
Ty = kg, KXoy = kyXone

: . 81)
Ty = Eskiylyz, Xy = ek, Xy, (

kde ky # 0, ky £ 0 jsou konstanly a e, je jedno z Eisel +-1 (stejné v obou piipadech ).
pak funkce Z(t), kterd hovi rovnici (79) pro baze (z), (X) a je tedy dispersi 2. druhu,

vyhovuje soutasné rovnici (78) pro baze (x), (X) a je tedy soucasné dispersi 1. druhu.
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Dikaz plyne z dosazeni vztahi (81) do rovnice (79) vzaté pro béze (z), (X).

Véta 3,4. Méjme dvé dvojice bdzi (x), (X); (), (X). JestliZe mezi nimi existuji
vzlahy (80), (81), kde k; + 0 (i = 1. 2, 3, 4) jsou konstanty a e; = +1 (i = 1, 2).
“pak funkce Z(t), Z(t), které hovi po tadé rovmicim (18), (19) pro bdze (z), (X)
(a jsouw podle lemmat 3,4, 3.5 obé dispersemi 1.1 2. drubu), vyhovujici rovnicim
(78), (79) vzhledem k bdzim (x). (X) v opaéném porfadi.

Dikaz plyne ihned z lemmat 3.4 a 3,5.

Pozndmka 3,6. Je ziejmé, Ze podminky (80), (81) lze formulovat i jinak:
Ize napt. zaménit poradi bazi (x), (X) a véta 3.4 pritom zistane v platnosti.

V nésledujicim piikladé si ukdZeme, Ze piipad popsany vétou 3.4 skuteéné
miiZe nastat.

Priklad 3,2. Uvazujme soustavu

Y=
. (82)
Y2 = —Ih-
Pro tuto soustavu maji rovnice (7,.¢,) i (g.. ¢,) tvar
ot B (83)
viz [3].
Uvazujme nasledujici bize soustavy (82):
v cos ¢ N 2 sin i v [ cos [ v sin \’
T sint)” 27 \2cost)” S\ —sint]” 2 Neost
oy = sin i ) . (2 msl ) ¥, - sin ’) ) N, mﬁl )
cos - —2sin/ COS f - —sin ¢
Vidime, Ze podminky (80), (81) jsou splnény. pricems k, = k, = —1. ko = ky =
= 1,8 = &g = .
Rovnice (78) mé pro baze (). (X) tvar
cos 12 sin Z(t)] — sin f cos Z(l) = 0 (84)
N, . L. T w
a definuje dispersi 1. druhu. kterd je na ( -1 )mvna
, 1
Z(t) = arctg | tet). (85)

ale jako fefeni rovnice (83) je to soutasné disperse 2. druhu. Pro tytéz bize
méd rovnice (79) tvar

-sin {[2 cos Z(t)] — cos ([—sin Z(t)] = O (86)

a definuje dispersi 2. druhu, kterd je na( -

ﬂ POV E
5+ g ) rovna

Z(t) = arc tg (2 tg t). (87)

kterd je ovSem rovnéz dispersi 1. druhu.
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Jestlize nyni sestavime rovnici (78) pro bdze (¢), (X). vidime, Ze je to rovnice
(86), jiz tedy hovi funkee (87), a podobné rovnice (79) pro bize (2). (X) mé
tvar (84) a vyhovuji ji tedy funkece (85).

Podobné dvahy (jejich formulaci neuvddime) lze provést i pro disperse 3.
a 4. drubu. Vystupuji p¥i tom rovnice

Xoa() ool Z(H) | Noull) way| Z(1)] = 0 (88)
pro disperse 3. druhu a
Xon(l) a0al Z(1)] = Xoo(t) aal Z(0)) = 0 (89)

vro disperse 4. druhu. -

Véta 3,5. Nutnouw a pos[mu):u podminkow k tomu, aby disperse 1. [2., 3., 4.]
druhu Z(t) byla soutasné dispersi 2. [1., 4.. 3.] druhu a aby piilom spliiovala
rovnice (78), (79) [(78), (79); (88), (89); (88), (89)] vztaé pro tuté dvojici bazi
(x), (X) je, aby Z(t) hovéla vziahu (16) [(19), (59). (61)].

Dukaz provedeme napf. pro disperse 1. druhu, dalsi ¢asti diukazu jsou ana-
logické. Necht tedy Z(t) je dispersi 1. druhu. Pak existuje dvojice béazi (x), (X)
tak. ze plati (78). odkud po derivovéni a po dpravé miame

b(t) (le(l) @[ Z(8)] — Xoa(t) xu[Z(t)j)

Z() = B (90)
BLZWO] (X 12() 2l Z()] — X1,(0) 2aal Z(1)))
a z toho
o [PZO1 (5O oy K@) el Z0] — Xul®) 2l Z0)] .
20 =50 (’b’[zun) PO X a0) 2l Z00) — Xual8) 2l Z00) | “(’(‘)

Jestlize nyni disperse Z(!) vyhovuje rovnici (16), pak z (91) plyne, Ze pro ni
plati (79) a je tedy dispersi 2. druhu, pfidemz vztah (79) je splnén pro tutéz
dvojici bazi jako (78). Necht nyni naopak je Z(t) dispersi 2. druhu, kterd spl-
fuje rovnici (79) pro tutéz dvojici bézi jako v (78). Pak z (91) plyne (16).

V piedchozich dvahdch se vyskytla samoziejmé postadujici podminka zamé-
nitelnosti dispersi 1. a 2. druhu, a to ¢,(f) = ¢,(f). Je ztejmé, Ze je to soucasné
postacujici podminka pro zaménitelnost dispersi 3. a 4. druhu.

Poznamka 3,7. Vzhledem k poznémce 3.4 neni k zaménitelnosti dispersi
1. a 2. [3. a 4.] druhu nutnd ani platnost vztahu (4), ani platnost vztahu

blZ()) . O c[Z(t)] s b(t)

azon e bzm] = et 2)

(viz (5) a (56)).
Vidime tedy, Ze cesta pies specialni transformace umoziuje hlubsi pohled
na problémy zaménitelnosti dispersi. a ovSem i naopak.
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Peswome

COBHAJIEHHE CHENHAIBHBX MPEOBPABOBAHMUI 11 ETO CBA3DL
CTEOPHEN TUCHEPCHT

Cmanucaac Tpasnuver

Hacrtosmgasn paGota sBasercs mpojopxenned [4]. 3aech paceMmaTpusaercs upodsema
COBMAJIENNsA CHCHUAMBHLIX JTHHEHHLIX npeobpazosanmi cucteM (A), (a) 1 ero cBazn ¢ cob-
T PCHSIMH O Ha ocHoBe | 1] st cnerem Bujta (a) B padote [2).

B 1-0it yacTn udyuaercs AnHCHAOE NpeobpasoBanne A peuwreHuii cucteMbl (A) Ha peuicHus
cucremst (a) B Bujie (1). 13 [4] Mbl 3HaeM, uTo 3T0 11peoGpasoBaHMe OMPEJ@JICHO TOT A 1 TOILKO
TOIJA, KOIjla DJIeMeHTH MaTpiibl K(t) yJoBieTBOPAIOT BMecTe ¢ (yHRIMel Z(t) cucteme (2).
llcmm B Matpune K(1) umeerca B(t) = 0, To npeobpazopanue A Ha3LIiBAeM npeobpazocanue
muna Ap; aHaJIOrMYECKUM MBI ompejlesaeM npeobpasobanus TUUOB Ay, Ag, A B TOMC 1pe-
ofpasoBanue THna Az, (175 B(t) = 0= p(¢) n npcobpasoBaune THIA Aqy (U151 (t) = 0 = 8(t)).
Ecan npu jlasasix yc.mnum& Kkgoe mpeobpazopanue Tana Al Aq] siBisiercs Tawke npe-
obpasoBanyeM Tuna A. [As] w 5a06OPOT, TO Mbl FOBOPHM, UTO IPA JHHBIX YCJIOBHAX IMPOU-
30110 uolmlanemw upeoGpazosannii Thna Az [Aq] u Tana Ay [Ag] B upeodpasoBarue THUA

y [Aas].

B reopeme 1,1 npuBejieHn HCKOTOPHIe HEOOXO0/MMBIC Y CIIOBHS JUIA ¢ YIECTBOBAHUSA Mpeolpa~
30BaHHA THHA Ag-. 'I'c(:pt)M:l 1,2 [1,3] nokasuBaer, uro (7) [(15)], sBisIeTCH JOTCATOUHBIM
YCHOBHOM LISt TOFO, 4To0n nipeodpazoBadue Tvia A [Ay] Obi210 0iHOBpeMeHHO npeobpazoBa-
HueM tana Ay | Azl ()upe;w:me'n';l MHOKecTBO M, Kak MHOMKECTBO (YHKIHI Z() HMelonux
CBOWCTBO, YTO ji1s1 Besikoii Z(t) € M, cymiecTByer upeaﬁ azoBamme Thia A g i TaKIKe npeodpa-
3oBanne THNA Ay, B ‘renpeua\ 1,4, 1,5 n 1,6 pasGupaercst BONpoc o6 yCJIOBHAX COBIAJICHHUS
ATHX CHENNAJILHLIX NPeodpasoBAHMIL Ilpn HOAXONANIMX TPEANOIOAKCHAAX MMeeT pelreHue
eneteMbt (2) Buj (21) |(22p) © ‘bvm\lum Z(t) sBasercst peuienneM JMPHepeHIHAILHONO
ypasrenus (Q,, q,) [Q,, q,)l n Mhl TAKMM 00PA3OM 10ay4aeM (opMy.ibl jUIA IPeoGpasoBaAHUS
mma Ay [Ay]. B teopemax 1,7; 1,8 u 1,9 pasGupaercs BONPOC 3aMEHAMOCTH PelIeHIil 5THX
ypasuemuii. Teopema 1,10 onucrisaer mioxectso M.. B reopeme 1,11 npusogarcs HeoOXxo /-
Mbi¢ W JIOCTATOUHDbIE YCJOBHA JUTA TOrO, aroln IIPOOUIHHUB-IIIML‘ A Onuto npco(pu%(m.umcm

st (QOPMY.IMPOBAHBI Pe3y. hTaThl NEPBOil YacT juis peobpaso-
Baunii Thua Ag, Ag n Aus ux coBnajiedne B npeobpazoBanne THHA Agg.
-eil uacTH coBepuaercs crenuadmzanus (A) <o (a) M HCTOAL3OBaIL COOCTBCHHLIC
Jmenepenn 1o onpejtediernio M3 paboth [2]. C Ha¥ada OMMCHBAKOTCS OTHOMICHUS MCHLY
crenua’ibHLIMu Ilpl‘()(pnl SOBAHMIMUI M (MCTIEPCHAME (,l(] TCOPEMBI - 5 1 BK. ﬂ{)‘lllTeJleO) J.Ill-“-lllb
HAYUACTCS CBA3L MeHcLy yeaoBusmu (7), (15), (57), (58) i upoﬁnemn MEHHMOCTH JiHCIIePCHii
(em. [2]). TloKasIBACTCS, UTO TIPU DTOM HAJ(0 OTIMUNTH CyYail, KOUj@ JUCHCpeui yAoBic-
TBOPAIOT ypasHeuusm (78), (79) wim (88), (89) ju1a Toif ke camoii mapwl Gazucos (z), (X).
Taxkum Oﬁpil:iOM crennanbune Ilp(‘()()pilii()BHHHH M MX COBHAJ[EHHE JIAXT BOIMOMHOCTH
SIYUIICro moCTHIKCHNA Ilp(!ﬁ. 1EMBI 3AMCHUMOCTH ,‘Ul(‘n(.‘]h'i]ﬁ " lIHO()ﬂI)ﬂT.
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