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1968 — ACTA UШVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURAIЛUM. TOM 27 

SPLÝVÁNÍ S P E C I Á L N Í C H T R A N S F O R M A C Í 
A J E H O S O U V I S L O S T S T E O R I Í D I S P E R S Í 

Katedra matematické analýzy přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: Mř. prof. RNDr. Miroslav Laitoch, kandidát věd. 

S TA NIS L A V T R Á V N í Č E K 
(Došlo dne 15. 6. 1967) 

Věnováno p . prof. <lr. O. Borůvkoví k 70. narozeninám 

Autor se ve své práci [4] zabýval lineárními transformacemi soustav dvou 
homogenních lineárních diferenciálních rovnic 1. řádu. V tomto článku se 
pojednává o podmínkách pro splývání speciálních transformací a jeho sou­
vislosti s dispersemi, jež byly na základě [1] definovány pro soustavy diferen­
ciálních rovnic v práci [2]. 

S. Uvažujeme soustavy dvou lineárních diferenciálních rovnic 1. řádu 

( , 0 yí=H*)y* Ý1=:B(T)Yt 

3te = c(t)y, Ý2 = C(T)Y1 

kde funkce b(t), c(l) \B(T), C(T)] jsou spojité v intervalu j [J]. 
V [4] byla zkoumána lineární transformace A řešení soustavy (A) na řešení 

soustavy (a) ve tvaru 
AY ^ y(t) = K(t) Y[Z(t)], (1) 

kde 

u(t) - / yÁt) \ Y(T) - ( YÁT) \ KU) - / a{t) m \ 
y{t)-\y*{t)r {T)-\YZ(T))> K{t)-[y(t)č(t))> 

kde Z(t) je funkce, která zobrazuje interval i C j na interval I C J, přičemž 
daný bod tQ ej zobrazuje na daný bod T0 ( = Z0) intervalu J a má spojitou de­
rivaci Z'(t) =£ 0 pro t G i, a kde funkce tx(t), (3(t), y(t), d(t) jsou definovány a mají 
spojité derivace v intervalu i. Vidíme tedy, že sgn Z'(t) je konstantní v inter­
valu / (dále píšeme jen sgn Z'). 

Ukázalo se, že k existenci transformace A je nutné a stačí, aby prvky matice 
Á"(!;) spolu s funkcí Z(ť) hověly soustavě 

«'(-) = ~-C[Z(t)}Z'(t)m + W)y(t) 
P(t) = —B[Z(t)]Z'(t)*(t) +b(t)ó(t) 
y'(t)= c(t)z(t) ~C[Z(t)]Z'(t)d(t) 
d'(t) -== c(t) (3(t) -~B[Z(t)] Z'(t) y(t) 
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Poznámka 1,1. P r o d a n o u funkci Z(t) je (2) soustavou čtyř lineárních dife­
renciálních rovnic 1. řádu, t a k ž e l ibovolnými počátečními hodnotami a 0 , /?„, 
}V ^o J s o u j ednoznačně definovány funkce oc(t), fí(ť), y(t), d(t) t ak , že vyhovují 
počátečním p o d m í n k á m 

oc(t0) = a 0 . 0(to) = (i0, y(t0) = y0. d(t0) = <50. (K*) 

Transformaci A . v níž plat í oc(t) == 0 [/j(ř) == 0, y(t) == 0, <5(t) = 0] nazveme 
transformace typu Aa[AB, A7, Ad] a označíme ji A a [A t f , A 7 , A,«j. Je-li transfor­
mace A současně t y p u AB a A7(Aa a J4, 5), nazveme ji transformace typu AB7(Aaó). 
V dalším se b u d e m e z a b ý v a t jen regulárními t ransformacemi; žádné další spe­
ciální t y p y transformací [ve smyslu anulování p r v k a matice K(t)] t e d y neexis­
tují. Z definice vidíme, že pro transformaci t y p u AB„(Aa6) p lat í fi(t) == 0, y(t) =- 0 
[cx(t) = 0, <5(0 = 0]. 

Jest l iže za d a n ý c h p o d m í n e k k a ž d á t ransformace t y p u A8 je též t y p u A., 
a k a ž d á t ransformace t y p u A., je rovněž t y p u .4^, p a k ř íkáme, že za daných 
podmínek transformace typu ÁB, Ay splývají (v t ransformaci t y p u ABy). Po­
dobně b u d e m e mluvi t o splývání t ransformací t y p u Aa, Aó. 

V 1. části t é t o práce se b u d e m e dále z a b ý v a t t ransformacemi t y p u ~Aa, A7 

a problémem jejich sp lývání. Poznamenejme, že pro s t ručnost b u d e m e použí­
vat označení Z'2(t) = [Z'(t)f, cx2(t) = [oc(t)]2, apod. 

Věta 1,1. Jestliže transformace A je typu AB?, pak platí: 
a) <x{t) = (a = ) ko?ist. -£ 0, d(t) = (<5 = ) konst. ^ 0; 
b) funkce Z(t) splňuje rovnice 

B[Z(t)]Z'(t)^0 ЬЏ) 

C[ZЏ)]Z'(t) = ^c(t) 
(3) 

c) funkce Z(t) vyhovuje rovnici 

B[Z(t)]C[Z(t)]Z'*(t)^b(t)c(t)\ (4) 

d) Z(t) je nulovým bodem funkce B(T) [C(T)] tehdy a jem, tehdy, je-li t nulovým 
bodem funkce b(t) [c(t)]\ 

e) pro c(t) 7^ 0 platí 

B[Z(t)] d^b(t) 

C[Z(t) ' a2 c(t) l* ' 

a pro b(t) -£ 0 platí 

cm)\ cx- G(t) 
B[Z(t)] ó2 b(ty { ' 

D ů k a z : Při t ransformaci t y p u ABr je fi(t) =- 0, y(t) == 0. Z první a ze č tvr té 
rovnice (2) d o s t á v á m e oc'(t) = 0, ó'(l) = 0, t a k ž e a(ž) = ( a = ) konst., d(t) = 
= ( ó = ) konst. J e ž t o podle [4] je při regulární transformaci | K(t) | = konst. ^ 0, 
platí tvrzení a. Tvrzení 5 plynou p a k ihned ze druhé a t ře t í rovnice (2) a vy­
násobením rovnic (3) d o s t á v á m e tvrzení c. Tvrzení d p lyne př ímo z rovnic (3), 
a dělíme-li rovnice (3), dos taneme vzh ledem k platnost i d tvrzení e. 
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Věta 1,2. Nechť funkce b(t) není identicky rovna nule na žádném podintervalu 
intervalu i a nechť existuje konstanta k # O taková, ze při transformaci typu AH 

splňuje funkce Z(t) rovnici 

B[Z(t)]Z'(t) = kb(t). (1) 

Pak tato transformace je současně typu Ay. 
D ů k a z : Z regulárnosti d a n é transformace t y p u Ad a ze 2. rovnice (2) plyne, 

že platí 

B[Z(t)]Z'(t) = ^b(t), (8) 

o d k u d pro b(t) i- 0 m á m e 

^ § = * <9> 
oc(t) 

a vzhledem k předpok ládané spojitosti funkcí x(t), d(t) p lat í t a t o rovnost (9) 
i v bodech, v nichž b(t) = 0. K r o m ě t o h o z regulárnosti dané t ransformace 
plyne podle [4] 

a(ř) ó(t) = konst. (=k) # 0. (10) 

Jestl iže nyní 2. rovnici (2) vynásobíme a(t), dostaneme po úpravě 

B[Z(t)] Z'(t) a2(č) = U(t). (11) 

takže z rovnic (7) a (11) m á m e 

sgn& = sgn k. (12) 

Z rovnic (9). (10) nyní dos taneme 

a 2 ( í ) = y . d*(t) = k.k. (13) 

t a k ž e vzhledem ke (12) p lyne z (13) 

«(0 = ± ]/ |~ , Ht) = ± ]/W sgn k; (14) 

j sou t e d y oc(t), d(t) k o n s t a n t n í . Z 1. rovnice (2) p a k m á m e b(t) y(t) = 0, z čehož 
pro b(t) ^ 0 d o s t á v á m e y(t) = 0. Ze spojitosti funkce y(t) plyne, že t a t o rovnost 
plat í i v bodech, v nichž b(t) = 0, t e d y y(t) == 0, c. b . d. 

Věta 1,3. Nechť funkce c(t) není identicky rovna nule na žádném podintervalu 
intervalu i a nechť existuje konstanta k =£ 0 taková, ze při transformaci typu A 
splňuje funkce Z(t) rovnici 

C[Z(t)]Z'(t) = ~c(t). (15) 

Pak tato transformace je současně typu A3. 
D ů k a z se provádí analogicky jako u v ě t y 1,2. 
Poznámka 1,2. Vidíme, že za předpokladů věty V 2 nebo věty 1,3 plat í 

vždy všechna zbývající tvrzení v ě t y 1.1. 
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Nazveme Mz množinu všech funkcí Z(t) t é vlastnosti , že pro každou funkci 
Z(t) existuje t ransformace t y p u AH i t ransformace t y p u A„. 

Věta 1,4. Nechť funkce b(t), c(t) nejsou identicky rovny nule na žádném pod-
intervaht intervalu i a nechť ke každé funkci Z(t) e Mz existuje konstanta k -/- 0 
tak, ze funkce Z(t) ryb- • • >< > i nici (7) i rovnici (15). Pak pro každé Z(t) e M.z 

transformace typu A3, A., splývají. 
D ů k a z : Tvrzení vě ty dos taneme užit ím vět 1,2 a 1,3 na každý prvek 

Z(t) E M2. Poznamenejme, že t v a r koeficientů k, 1/k v (7), (15) je podle (3) 
n u t n o u podmínkou splynutí t ransformací t y p u Aa, A?. 

Věta 1,5. Nechť funkce b(t), c(t) nejsou identicky rovny nule na žádném pod-
intervalu intervalu i a nechť oc(t) = (oc =) konst. # 0. Pak pro každé Z(t) e M2 

transformace typu A3, A., splývají. 
D ů k a z : Uvažu jme nejprve transformaci t y p u Aih t j . fi(l) = 0. J e ž t o podle 

[4] je | K(t) | = konst. ^ 0. plyne ze v z t a h u oc(t) = oc = konst. ^- 0, že též 
ó(t) = (ó = ) konst. =^ 0. Ze druhé rovnice (2) dostáváme, že plat í první rovnice 
(3), t e d y rovnice t v a r u (7). Podle vě ty 1,2 je p a k t a t o t ransformace t y p u At] 

současně t y p u Ay. 
Nechť nyní n a o p a k m á m e y(t) == 0. P a k opět ó(t) = (ó =) konst . i~ 0 a ze 

t ře t í rovnice (2) dos táváme, že plat í d r u h á rovnice (3), t e d y rovnice t v a r u (15). 
Podle věty 1,3 je p a k d a n á transformace t y p u A., současně t y p u An. 
Věta 1,6. Nechť existuje číslo k =£ 0 takové, ze funkce Z(t) vyhovuje rovnicim (7), 
(15). Pak transformace daná počátečními podmínkami 

«('o) = *o, 0(-o) = y(řo) = °- o(t0) = koc0, 

kde oc0 ^ Oje libovolné dané číslo, je typu Aňy. 
D ů k a z : Lehce vidíme, že funkce oc(i) = a0, d(t) = y(t) = 0, Ó(t) = koc0 

vyhovují soustavě (2). Pomocí (7), (15) lze soustavu (2) uvést na t v a r , k t e r ý 
nezávisí n a funkci Zit), t akže podle p o z n á m k y 1,1 m á soustava (2) právě jen 
uvedené řešení, t e d y d a n á t ransformace je t y p u A3?. 

L e m m a 1,1. Jestliže funkce b(t), B(T) mají spojili derwaci 1. řádu a platí 
b(t) B(T) r+ o pro všechna l ej, T e J, a funkce Z(t) má spojité derivace do 2. řádu 
včetně, pak funkce Z(t) vyhoinije rovnici 

z-it)=m$L(j>vL\'z.,t) (16) 
ů W b(t) [ B[Z(t)] ) * ( í ) ( I b ) 

tehdy a jen tehdy, existuje-li konstanta k =£ 0 tak, že platí (7). 

Důkaz: Nechť platí (7); ježto b(t) ^ 0, máme 

™ Z ' W ^ 0 (17) 
b(t) 

a odsud derivací podle l dos taneme 

b'(t) Ě[Z(t)] Z'(t) Z»(t) 
b(t) B[Z(t)] Z'(l) 

a po úpravě rovnici (16). 
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Jestliže naopak Z(t) vyhovuje rovnici (16), platí pro ni rovněž 
/ B[Z(t)] Z'(t) V 
V W) ) -

a vzhledem k tomu, že B[Z(t)] ^ 0, Z'(t) =£ 0, dostáváme (17), tedy (7). 
Lemma 1,2. Jestliže funkce c(t), C(T) máji spojitou derivaci prvního řádu 

a platí c(ť) C(T) ^ 0 pro všechna t ej, T e J, a funkce Z(t) má spojité derivace 
do 2. řádu včetně, pak funkce Z(t) vyhovuje rovnici 

7-lt\ C[Z(<)W c(t) V 

tehdy a jen tehdy, existuje-li konstanta k 7̂  0 tak, že platí (15). 
Díikaz je analogický jako u lemmatu 1,1. Poznamenejme, že vztah (19) 

je ekvivalentní se vztahem 
c'(t) Č[Z(t)]Z'(t) Z'{t) 
c(t) C[Z(t)] Z'(t) • { ] 

Poznámka 1,3. Vidíme, že ve větě 1,2 [1,3] lze podle lemmatu 1,1 [1,2] 
nahradit rovnici (7) [(15)] rovnicí (16) [(19)]. 

Označme si nyní předpcklady: 
(AB): Funkce b(t) [B(T)] má v intervalu j [J] spojité derivace do 2. řádu včetně 
a platí b(t) B(T) > 0 pro všechna t ej, T eJ. 
(Ar): Funkce c(t) [C(T)] má v intervalu j [J] spojité derivace do 2. řádu včetně 
a platí c(t) C(T) > 0 pro všechna t ej, T eJ. 

O funkci Z(t) budeme dále v této části předpokládat spojitost derivací do 
3. řádu včetně. 

V [4] bylo dokázáno, že za předpokladů (A8), fi(t) — 0, má soustava (2) 

y{t) = M ( b'(t) B[Z(t)] Z'(t) Z"(t) \ !/" / b'(t) B[Z(t)]Z'(t) Z"(t) \ 1 / 
\ b(t) B[Z(t)] Z'(t) I V 26(í) l W) B[Z(t)] Z'(t) J f B[Z(t)] f\zW\ ' 

m = MY*^-V\ZW\sgnZ', 

(21) 

kde M # 0 je libovolná konstanta a funkce Z(t) je řešením diferenciální rovnice 

- { Z , 1} + QX{Z) Z'- = qx{t), (Qx, qx) 
kde jsme označili 

1 Z'" 3 Z"* 
{ 2 ' ř } = I ¥ - í ^ ' 
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ì (22) 

Podobně za předpokladů (A?), y(t) = 0 má soustava (2) řešení 

- W - S ] / ^ ^ - V\W)ísgnZ', 

« , H = -« lc'(t)__[7__zy _z__y\-,/__W y__ 
1 U "" 2c(ř) l c(0" C[Z(Í)] £'(()/ F C[Ž(Í)] 1 / fZ^l 

y(.) = 0, 6W = i 7 | / A y ~ , 

kde opět JI + 0 je libovolná konstanta a kde funkce Z(0 je řešením diferen­
ciální rovnice 

{Z. t) 4 Q_(Z) Z' 2 =- g2(0, (&, g,) 
kde jsme označili 

^----.'Wl
+^+B(T)CiT)-

íinka I. I. Za předpokladu (Arl) je podle [2], věty 7, definováno počáteční­
mi podmínkami 

Z(t0) = Z 0 , Z'(í0) = Z 0, Z"(č0) = Zě,, (Z*) 

kde /0 e j , Z 0 e -/, Z0 7̂  o, Zý jsou libovolná čísla, právě jedno (nejširší) řešení 
rovnice (Q_, q_) v jistém intervalu i <= j . Totéž platí i pro řešení rovnice (Q2, q_) 
za předpokladu (A.,). 

Poznámka 1.5. Řešení rovnice (Q_. q_) [(Q2. q_)_ budeme dále zpravidla ozna-
Č o v a t Z ^ H Z ^ ) ] . 

Lemma L.3. Nechť poklad (AB) a funkce Z(t) vyhovuje rovnici (7). 
Pak rovněž vyhovuje rovnici 

-{Z, t] + [Q_(Z) - B(Z) C(Z)_ Z'2 =- ?1(ř) - 6(0 c(t). (23) 

Důkaz: Zřejmě platí (u funkce Z(t) vynecháváme argument t) 
B(Z) Z' -= Jfc6(0 

B(Z) Z' 2 + B(Z) Z" = kb'(t) 
B(Z) Z' 3 + 3B(Z) Z'Z" + B(Z) Z'" = kb"(t). 

Jestliže nyní pomocí těchto vztahů vytvoříme výrazj^ 

1 blJl 3 6'2(0 
"" 2 6(0 , 4 62(0 

a sečteme je, dostaneme (23). 
Lemma 1,4. Nechť platí předpoklad (A?) a funkce Z(t) vyhovuje rovnici (15). 

Pak rovněž vyhovuje rovnici 
-{Z, 0 + _Q_(Z) - B(Z) C(Z)_ Z' 2 = q_(t) - 6(0 c(t). (24) 

74 



D ů k a z je analogický jako u předchozího l e m m a t u . 
Věta 1,7. Nechť platí předpoklady (AB), (A.,). Jestliže existuje konstanta k =£ 0 

tak, že funkce Zx(t) [Z2(t)] vyhovuje rovnici (7) [(15)], pak je Zx(t) [Z2(ť)] rovněž 
řešením rovnice (Q2, q2) [(Qx, qx)]. 

D ů k a z : T a t o vě ta je p ř í m ý m důsledkem vě ty 1,2 a 1,3. Lze ji však dokázat 
i bez použit í t ransformací a t o např . t a k t o : 

F u n k c e Zx(t) vyhovuje vz tahu (7), t e d y podle l e m m a t u 1,3 též v z t a h u (23). 
J e ž t o je Zx(t) řešením rovnice (Qx, qx), p lat í 

B(Zx)C(Zx)Z^ = b(t)c(t), (25) 
takže vzhledem k (7) je 

C(Zx)Z[-~c(t). (26) 

Podle l e m m a t u 1,4 p lyne z (26), že funkce Zx(t) splňuje rovnici (24), t e d y vzhle­
d e m k (25) i rovnici (Q2, q2). Podobně se dokáže i d r u h á část věty. 

Věta 1,8. Nechť plai > \ idy (AB), (A ) a existuje číslo k # 0 takové, ze 
funkce Z(t) vyhovuje rovnicím (7), (15). Pak funkce Z(t) ;, ' i:;<}>> 
(Qx, qx) a současně i rovnice (Q2, q2). 

D ů k a z : Podle l e m m a t u 1,3 vyhovuje Z(t) rovnici (23) a z rovnic (7), (15) 
plyne, že vyhovuje i vz tahu (4), t e d y Z(t) je řešením (Qx, qx). Podobně podle 
l e m m a t u 1,4 vyhovuje Z(t) rovnici (24) a vzhledem ke (4) i rovnici (Q2,q2). 

Řekneme, že řešení rovnic (Qx, qx), (Q2, q2) j sou zaměnite lná, jestliže každé 
řešení Zx(t) rovnice (Qx, qx) je SOUÍ • m rovnice (Q2, q2) a naopak, každé 
řešení Z2(t) roynice (Q2, q2) je současně řešením rovnice (Qx, qx). 

Věta 1,9. Nechť platí předpoklady (Aa), (A?). Nutnou a postačující podmínkou 
zamhiilelm • rovnic (Qx, qx), (Q2, q2)'je, aby rovnice 

QX(Z) Z ' - - qx(t) - Q2(Z) Z'* - q2(t) . (27) 

byla sphif h< ' . Zx(t) i Z2(t). 
D ů k a z : Nechť řešení rovnic (Qx,qx), ( $ 2 ^ 2 ) jsou zaměnitelná. P a k pro 

každé řešení Zx(t) rovnice (Qx, qx) p lat í rovněž 

— { Z x , t } + Q 2 ( Z x ) Z'x* = q2(t), (28) 

takže z (Qx, qx) a (28) plyne, že Zx(t) vyhovuje rovnic i (27). Podobně též každé 
řešení Z2(í) rovnice (Q2, q2) vyhovuje rovnici (27). 

Nechť n y n í n a o p a k k a ž d á funkce Zx(t) vjdiovuje rovnici (27). P a k po dosazení 
z (Q\><1\) (1° (27) výrazu 

{Zx,t}^Qx(Zx)Z[* — qx(t) (29) 

d o s t á v á m e , že je splněno i (28), t e d y Zx(t) je řešením rovnice (Q2, q2), P o d o b n ě 
se dokáže, že též k a ž d á funkce Z2(t) hovící v z t a h u (27) je řešením rovnice 
(Qx, qx), t e d y řešení rovnic (Qx, qx), (Q2, q2) jsou zaměnite lná. 

Poznámka 1,6. Rovnici (27) lze psát ve t v a r u 

/ 1 B(Z) , 3 &(Z) 1 C(Z) 3 Ó%Z)\ 
\ 2 B(Z) "*" 4 B2(Z) i 2 C(Z) 4 C\Z)) ~ 

_ __ 1 b"(t) 3 by) 1 ď(t) __ 3 c'2(0 
2 6(0 ^ 4 6-(0 } 2 c(t) 4 c-(0 • [ ' 
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L e m m a 1,5. Nechť platí předpoklady (AR). Pak k řešeni Z(t) rovnice (Qx, qx) 
danému počátečními podmínkami (Z*), kde t0<EJ, Z0eJ, Z0 + (), Z"0 jsou li­
bovolně zvolené počáteční hodnoty, je počátečními podmínkami (M -r O je libo­
volná ko?ista7ita) 

«('o> - M y^L 
лl ь(t0) 

(Ь'(t0) 

Ъ(t0) 

ß(t0) - 0, 

B(Z0) _ 
B(Z0) 

W-^]/f|ŞVlXlsgn^o 

м i / Ь(Í0) 

ß(-^o) I ; , ' Я „ 
(31) 

definována transformace typu AB. 
D ů k a z : P r o d a n o u funkci Zt(t) je soustava (2) soustavou l ineárních dife­

renc iálních rovnic. Podle [4] vyhovují funkce oc(t), fi(t),y(t), ó(t) d a n é (21), kde 
Z(t) = Zx(t), soustavě (2) a zřejmě splňují počáteční p o d m í n k y (31). Podle 
vě ty o existenci a jednoznačnost i m á soustava (2) za řešení právě funkce 
d a n é vzorci (21); j imi určená t ransformace je ovšem t y p u Ad. 

L e m m a 1,6. Nechť platí předpoklady (A„). Pak k řešeni Z(t) rovnice (Q2. q2) 
danému počátečními podmínkami (Z*), kde t0 ej, Z0 e J, Z'Qj£ 0, Z'0 jsou libo­
volně zvolené počáteční hodnoty, je počátečními podmínkami (M =£ 0 je libovolná 
konstanta) 

a(g = Mj/^gyiz%|Sguz0. 

m v = M (c_0). _ G(_) Z0 _ Zj \ i / T p 1 
P{ s) 2c(t0) \c(toy ~ C(Z0) Z0 ) V C(Z0) I/, Z' Cìž) 

y(t0) = 0, ô(t0) = *m ) i 

definována, transformace typu A„. 

D ů k a z je analogický jako u předchozího l e m m a t u . 
Věta 1,10. N echt platí předpoklady (AB), (A,,). Pak M z je množinou všech funkcí 

Z(t), které vyhovují současně rovnicím (Qly qx), (Q2, q2). 
D ů k a z : Nechť nejprve Z(t) e (Qx, qx) a současně Z(t) e (Qz, q2). P a k podle 

l e m m a t u 1,5 a 1,6 existuje k funkci Z(t) t ransformace t y p u A3 i t ransformace 
t y p u A7, t e d y Z(t) e Mz. 

Jestl iže n a o p a k Z(t) e M2, z n a m e n á to , že k funkci Z(t) existuje t ransformace 
t y p u Aít, t e d y podle [4] je Z(t) řešením rovnice (Qx,qx), a že k funkci Z(f) 
existuje rovněž t ransformace t y p u A,,, což podle [4] značí, že Z(t) je řešením 
rovnice (Q2; q2). 

Věta 1,11. Nechť platí předpoklady (A,), (A.) a, nechť pro t0 EJ v případě, z<> 

Ь'(i0) 

Щ) 
Ć(t0) 
c(У ' (1) 



existuje _/0 jako kořen rovnice 

__2 __ / ^ „ ^ . ^ ! (B(ZQ). C(ZQ)Y m ) 

b(t0) c(tQ) \ b(tQ) c(t0)J B(_0) C(Z0) \B(ZQ) C(Z0)J X ' 
(tedy^*_J 

(II) 

a v případč, ze 
Ь'(t0) 

Цt0) 
__ C'(У 

c(to) ' 

existuje Z0 jako kořen rovnice. 

B(Z0) 

җz0) -
_ Č(Z0) 

C(^o)" 
(34) 

Pak transformace A j e !j/p„ A#7 tehdy a jen tehdy, jsou-li počáteční podmínky 
pro funkce <x(t), fí(t), y(t), d(t) (M Ť- ° j e libovolná konstanta) tvaru 

^-^)MVwí)iwr 
Ш =- У(-о) = o. 
_(Q = (_0 ==) ^ ] / | f y УЩ í «gn ^o? 

(35) 

a je-li funkce Z(t) řešením rovnice (Qt, q^ a současně i rovnice (Q2, q2) (tj. Z(t) e Mz) 
daným, počátečními podmínkami 

Z(h) ="-: ZQ  

7'tt\ (7' Wl/JM___] 
(36) 

3"( „) - (-55 -) B b { ^ (/ _ > ( Z o ) 0 ( _ o ) fi(_o) 5 ( _ o ) C ( _ o ) > 

přičemž v případe (I) je Z0 kořenem rovnice (33) a 

.-««nr.-W _ _ L W _ _ _ _ _ _ , 1 

a v případě (II) je Z0 kořenem rovnice (34) « s je libovolné z čísel _l. 

D ů k a z : Nechť Z(t) je řešením rovnice (Qi, <7i) i rovn ice (Q2, q2) d a n ý m po­
čátečními podmínkami (36). J e ž t o 

(37) 

__) _ É__ gp Z_ _ 6'(í0) 1___)i/_&M_____ 

T(jor B(Z0) Z'0 - -b^) c B(Z0) V B(Z0) C(Z0) 
AfB(Z0)Č(ŽQ) ( b'(t0) i F W í t f o T B_ý b(t0)c(t0) \ _ 
j V b(t0)C(t0) [F ~WoY V im«Yc%)~~~ B(Z*) ~~B(Z°) G(z») I ~ ' 
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má y(h) tvar (31) a podle lemmatu 1,5 je transformace daná podmínkami (35) 
typu A8, Označme nyní M —- sM a poznamenejme, že podle (36) je sgn Z'0 — 
= e. Máme 

•,,, ^ - , „ l / W l/iWC(Žo) _ ff. l/Č("5)l/ 6(í.)c(í„)_ _ 
*<'«>- |/g(ž„-j. &(.)c(.)•• --H r"«(*„ v s m c ( z „ ) -

Dále v případě (I) platí 

_ _ ) ___ _ _ ) 
' 6 ( ř 0 ) "c(í 0 ) 

takže ze vztahu (40) dostáváme dosazením za —- °v 

c(í0) 

_ ] / _ _ Y _ _ j _ (______ __ _ _ ) \ 
- F B(_0) C(_0) \B(Z0j C(_0 j/ • 

(40) 

c'Џ0) C(Z0)'Z_0 Z"0 __ b'Џ0) 

c(t0) C(Z0) Žó b(t0) 
l / b(t0)c(t0) (B(Z0) G(Z0)\ 

7 « w t o '^o)/ 
__ p _ ( _ o ) l / W c(-,) ]/B(Z0)C(Z0)( 6'( _i/fe(-o)c(-o) " 

C(._o) F B(Z0) C(_0) (/ 6(Q c(í0) r * ( g r B(Z0) C(Z0) " 

_ _ _ _ _ _ _ ) _ \ 
B(Z0)B(Z0)C(Z0)J • [ } 

V případě (II) máme podle (34), (38) 

c'(y b(z0) z0 __ z"0 __ b'(t0) _B(Z_)__0 z"0 __ 
c(t0) C(Z0) Z0 ~ b(t0) B(Z0) z0 

V obou případech má tedy fi(t0) tvar (32). Konečně je 

MI , - í f p l / _ _ ! / 6( í») "('•) " Ir l/ i^'" V *<z»> C(Z„) 
A ( U - -«)/ 6((§) p ̂ j e p j - j J (/ číž.) r " iSRíJ" 

= F1/__L___ ' ,42) 
řC(Z„) yrzli ( ' 

Vidíme, že a(í0), /?(£„), y(í0), ó(t0) jsou tvaru (32), takže podle lemmatu 1,6 je 
daná transformace typu Ay, tedy typu ABy. 

Uvažujme nyní naopak transformaci typu As.r Příslušná funkce Z(t) vyho­
vuje tedy současně rovnici (Qx, qx) i rovnici (Q2, q2). Ježto je tato transformace 
typu A#, jsou prvky matice K(t) tvaru (21), odkud pro daný bod t0 dostáváme 
(31). Ježto je daná transformace současně typu A?, platí y(t) _= 0, t j . též 
y(t0) — 0; z (31) tak plynou podmínky (35). Z rovnosti y(t) == 0 vzhledem 
k (21) plyne (18) a tedy rovněž 

&_) J-(Z0)ZÓ _ . .... 
6(í0) ~ i ř ( z 0 ) " " ~ z ; - ° - ( ^ } 



Daná transformace je typu AY, a proto pro ni platí též vzorce (22), tj. v daném 
bodě t0 vzorce (32). Ježto je i typu Aa, nutně platí (20) a z toho 

CЏo) 
c(t0) 

C(Z0) Z0 

C(Z0. 
-— ~^г == 0. 

a dále porovnáním vztahů (31) a (32) dostaneme 

Щ-m--йfШ^ sgn Z'; 

1 

(44) 

Po vynásobení rovnic (45), (46) dostáváme M2 = M2, z čehož např. podle (45) 
platí M = sM, kde s = sgnZ'Q. Dělením rovnic (45), (46) dostaneme 

Z rovnic (43). (44) plyne 

V(t0) 

v B(Z0) C(Z0) ' 

_/B(Z0) C(Z0)\ 
Hh) c(t0) \B(Z0) C(Z0)J °-

c'(t0) 

(47) 

V případě (I) plyne z rovnice (48) ihned (37) a po dosazení ze (47) do (48) a po 
umocnění na druhou máme (33). V případě (II) plyne ze (48) rovnost (34). Ze 
vztahu (47) dostáváme vzorec (36) pro Z'Q, kde ovšem v případě (I) je e určeno 
výrazem (37) a v případě (II) to může být libovolné z čísel ± 1 . Ze vztahu (43) 
pak s použitím už odvozeného vzorce pro Z'Q dostáváme, že Z"Q je dáno přísluš­
ným výrazem v (36). 

Poznámka 1,7. Vidíme, že počáteční hodnotu a0 pro funkci oc(t) lze předepsat. 
Pak z (35) je 

M 

takže 

à(t0) 

-°\ m l l "• 

a ° % ) v 

(49) 

Lemma 1,7. Nechť platí předpoklady (A3) a nechť jsou dány počáteční hodnoty 
t0 EJ, a0 7̂  0, /?0 = 0, y0, d0 =£ 0, Z0 e J transformace A. Pak k nim existuje 
řešení Zx(t) rovnice (Q1} q^) dané počátečními podmínkami 

Zx(t0) = z0 

Җ(*o)-Ä ЊLA 
B(Z0) a0 

ЬЏ0) 71, \ - °V«> Ó« íb'^ 

^ ~ B(Z,uA~WJ 
takové, ze transformace A je typu A3. 

B(Z0) b(t0) ò0 

BҢZ0) oc0 

Щt0)ľo) 

(50) 
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D ů k a z : Ve vztazích (50) označme Z[(t0) = Z'0, Z{(t0) = Z"0. U k á ž e m e , že 
čísla Z0, Z'0, Z"0 vyhovuj í při v h o d n é volbě k o n s t a n t y M v z t a h ů m (31) v tom 
smyslu, že dos taneme 

*(to) = ct0, p(t0) = 0, y(t0)=y0)ó(t0) = d0. (51) 

Z I. rovnice (31) po dosazení za Z0 z (50) m á m e 

* - VTSVTO « - r w V Š y i í l ^ - w^1 sgn- <52) 

Nyní se lze p o u h ý m dosazením přesvědčit, že z p la tnost i (50), je-li M d á n o (52), 
plyne, že je splněno (31), (51). P ř i t o m uvážíme, že sgn (a0<50) = sgnZT'(srovnej 
[5], 3, l e m m a 4). Ú v a h o u použitou v důkaze l e m m a t u 1,5 p a k dos taneme, že 
t ransformace A d a n á počátečními p o d m í n k a m i (51) a funkcí Zx(ť) d a n o u po­
čátečními p o d m í n k a m i (50) je t y p u A .->. 

L e m m a 1,8. Nechť plati předpoklady (Ay) a nechť jsou dány počatečni hodnoty 
t0 ej, oc0 -^ 0, /?0, y0 = 0, d0, Z0 G J transformace A. Pak k nim existuje řešeni 
Z2(t) rovnice (Q%, _2) dané počátečními podmínkami 

Z2Џo) = z0, 

7'it\ __ c(řo)_j^o 
LÅҺ) - C(Z0) ô0 

c(t0) tx0ic'(t0) G(Z0)c(t0) a0 2c(í),V 7-11 \ — c('o) <*0 lc'Vo. 
^{t°> ~ C'(Z„) í, U w ) CҢZ0) ÔQ 

(53) 

takové, že transformace A j e ř̂ /pw A.,. 
Poznámka 1,8. V I. části d ů k a z u vě ty 1,11 j sme použili l e m m a t u 1,5 a 1,6. 

Důkaz mohl b ý t veden i n a základě l e m m a t u 1,7 a 1,8. T a t o dvě l e m n a t a n á m 
též dokreslují poh led n a p o d m í n k y existence transformací t y p u AB, A.f a spolu 
s analogickými l e m m a t y 2,7 a 2,8 je ještě použijeme ve 3. části t é t o práce. 

2. Dosud jsme se zabývali pouze t ransformacemi t y p u A$, A y a problémem 
jejich splývání v t ransformaci t y p u A$.f. Všechny v ě t y i všechna l e m m a t a , 
k teré byly odvozeny v 1. části, lze bez větších obtíží formulovat i p ro transfor­
mace t y p u Aa, A() a Aad. Vzhledem k jejich dalš ímu použit í se jeví účelné, 
a b y c h o m je v přehledu uvedli (důkazy jsou analogické jako v 1. části a proto je 
v y n e c h á v á m e ) . 

Věta 2,1. Jestliže transformace A je typu Aaů, pak platí: 
a) /3(ř) =- (/i =)konst. ^ 0, y(ř) = (y =) konst. -£ 0; 
b) funkce Z(t) splňuje vztahy 

(54) 

B[Z(t)]Z'(t)=^c(t); 

c) funkce Z(t) vyhovuje rovnici (4); 
d) Z(t) je nulovým bodem funkce B(T) [G(T)\ tehdy a jen tehdy, je-li t nulovým 
bodem funkce c(t) [b(t)]; 
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e) prob(t) 9̂  Oplatí 
B[Z(t)] _ p e_) 
C[Z(t)] y* b(t) 

aproc(t) ^ Oplatí 
C[Z(t)] _ y* b(t) 

(55) 

B[Z(t)] ' p c(t) • ( 6 6 ) 

Věta 2,2. Nechť funkce b(t) není identicky rovna nule na žádném podintervalu 
intervalu i a nechť existuje konstanta k # O taková, že při transformaci typu An 

hoví funkce Z(t) rovnici 
C[Z(t)]Z'(t) = kb(t). (57) 

Pak je tato transformace rovněž typu A(). 
Veta 2,3. Nechť funkce c(t) není identicky rovna nule na žádném podintervalu 

intervalu i a nechť existuje konstanta k ^ O laková, ze při transformaci typu AA 

hoví funkce Z(f) rovnici 

B[Z(t)]Z'(t)=~c(l). (58) 

Pak je tato transformace současně typu Aa. 
Poznámka 2,1. Za předpokladu věty 2,2 nebo věty 2,3 platí vždy všechna 

zbývající tvrzení věty 2,1. 
Nazveme M'z množinu všech funkcí Z(t) té vlastnosti, že pro každou funkci 

Z(t) existuje transformace typu Aa i transformace typu At). 
Věta 2,4. Nechť funkce b(l), c(t) nejsou identicky rovny nule na žádném pod­

intervalu intervalu i a nechť ke každé funkci Z(l) e M'z existuje konstanta k ^ 0 
tak, že funkce Z(t) vyhovuje rovnici (57) i rovnici (58). Pak pro každé Z(t) E M'z 

transformace typu Aa, Aó splývají. 
Věta 2,5. Nechť funkce b(t), c(t) nejsou identicky rovny nule na žádném pod­

intervalu intervalu i a 'nechť fi(t) = (/? = ) konst. ^ 0. Pak pro každé Z(t) e M'z 

transformace typu Aa, Ad splývají. 
Věta 2,6. Nechť existuje číslo k ~^ 0 takové, že funkce Z(t) vyhovuje rovnicím 

(57), (58). Pak transformace A daná, počátečními podmínkami 

oc(t0) - 0, /i(t0) - p0, y(t0) = kp0, d(t0) - 0, 

kde fí0 =č 0 je libovolné číslo, je typu Aad. 
Lemma 2,1. Jestliže funkce b(t), C(T) mají spojitou derivaci 1. řádu a platí 

b(t) C(T) =č Opro všechna t ej, T e J, a funkce Z(t) má derivace do 2. řádu včetně. 
pak funkce Z(t) vyhovuje rovnici 

zm~-Mtr\omň!zlt)' ("9) 

kterou lze psát též ve tvaru 
b'(t) Ó[Z(t)] Z'(t) Z"(t) 
6(0 C[Z(l)] Z'(t) 

tehdy a jen tehdy, existuje~li konstanta k / 0 tak, že platí (57). 

(60) 
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L e m m a 2,2. Jestliže funkce c(t), B(T) mají spojitou derivaci 1. řádu a platí 
c(t) B(T) ^ O pro všechna t ej, T e J. a funkce Z(t) má derivace do 2. řádu včetně, 
pak funkce Z(t) vyhovuje rovnici 

7.m mm i c(ť) y 

kterou lze psát též ve tvaru 

c'(t) B[Z(t)\ Z'(t) Z"(t) 
c(t) B[Z(t)] Z'(t) 

= 0 (62) 

tehdy a jen tehdy, exisťuje-li .konstanta k # O tak, ze platí (58). 
Poznámka 2.2. Ve větě 2,2 [2.3] lze pod le l e m m a t u 2,1 [2,2J n a h r a d i t před­

poklad, že funkce vyhovuje rovnici (57) [(58)] předpok ladem, že vyhovuje 
rovnici (59) nebo (60) [(61) nebo (62)]. 

Poznámka 2,3. V [4] se dokázalo, že za předpokladů (Ar!) [(A7)J m á soustava 
(2) řešení (21) [(22)], kde Z(t) je řešením rovnice (Qi,qx) [(Qz,qz)\- Jestl iže 
v předpokladech n a h r a d í m e nerovnost 6(0 B(T) > 0 [c(t) C(T) > 0] nerovnost í 
6(0 B(T) i=- 0 [c(0 C(T) ^ 0], dos taneme vzorce, které se od (21) [(22)] liší 
jen t í m . že v nich vystupuj í výrazy 

y\B[Z(t)]\ [y\o[Z(t)]\] 

a v rovnici pro ó(t) v (21) [pro oc(t) v (22)] př ibývá koeficient sgn bB [sgn cC\ 
(ve výrazech se symbolem sgn v y n e c h á v á m e a r g u m e n t y t resp. T, k teré t u 
nehrají žádnou úlohu, ježto jde vesměs o k o n s t a n t n í činitele). Rovnice (Q1, qx) 
[(Q2, <Jz)] se nemění . Ve t ře t í části t é t o práce provedeme specialisaci T = t. 
B(T) = 6(t). C(T) = c(l). t a k ž e v obou př ípadech dos taneme nerovnost 
6(0 T^ 0 [c(t) / 0]. V př ípadě t ransformací t y p u Aa, Aň by n á m setrvání na 
předpokladech z [4] zužova lo platnost výsledků při uvedené specialisaci, a proto 
zavedeme předpoklady obecnější. Označme je t a k t o : 
(Aa): Funkce 6(0 [C(T)\ m á v intervalu j [J] spojité derivace do 2. řádu 
včetně a plat í 6(0 C(T) # 0 pro všechna t ej, T eJ. 
(Ad): F u n k c e c(t) [B(T)\ m á v intervalu j [J\ spojité derivace do 2. řádu včetně 
a p l a t í c(t) B(T) ^ 0 pro všechna tej, T e J . 

O funkci Z(l) nadále předpokládáme, že m á spojité derivace do 3. řádu 
včetně . N a základě [4] lehce ověříme, že za předpokladu (Aa). <x(t) = 0, má 
sous tava (2) řešení 

a(0 = 0, ß(t) 
V \ C[Z(t)] { yywW\ 

7(0 = i ř | / | ( ; ^ | ) ] j 1/| Z'Jt) í sgn (Z'bC). 

"(i) \ i / | 3 
: '(0 ) V I C[_5(i 

(63) 

26(0 \ 6(0 C[Z(t)\ Z'(t)J ¥ | C[Z(0]l ]/| Z'(0 
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н u . 

kde Z(t) je řešením rovnice 

—{Z, t} + Q2(Z) Z ' 2 = qt(t). (Q2,(h) 

Podobně za předpokladů (Aó), d(t) == 0. má soustava (2) řešení 

aa)= - íď(f) Ě[Z{t)] z'{t) zy)\]/rw~l l 

w 2c(t) \ c(t) B[Z(t)] Z'(i) J Y I B[Z(t)] I y[z'(tj~\ 

kde Z(í) je řešením rovnice 

- { Z , í} + & ( Z ) Z ' 2 = q2(t). (Qx,q2) 

a kde v obou případech je ilř libovolná k o n s t a n t a , M ^ 0. 
Poznámka 2,4. Řešení rovnice (Q2, qx) [(Qx, q2)] budeme dále zpravidla ozna­

čovat Z 3(t) [Z4(t)\ a b u d e m e opět uvažovat , že je pro libovolné počáteční hodnoty 
t0ej, Z0eJ, Z'Q =£- 0, Z"0 definováno počátečními podmínkami (Z*) v j istém 
intervalu i a j . 

L e m m a 2,3. Nechť platí předpoklady (Aa) a funkce Z(t) vyhovuje rovnici (57). 
Pak rovněž vyhovuje rovnici 

- { Z . t} + [Q2(Z) — B(Z) C(Z)] Z'* =-. qx(t) b(t) c(t). (65) 

L e m m a 2,4. Nechť platí předpoklady (Ad) a funkce Z(t) vyhovuje rovnici (58). 
Pak rovněž vyhovuje rovnici 

~{Z, t} + [QAZ) - B(Z) G(Z)] Z'* -= g2(í) 6(0 c(t). (66) 

Věta 2,7. Nechť platí předpoklady (Aa), (Aň). Jestliže existuje číslo k -£ 0 tak, 
že funkce Z3(t) [Z4(t)] vyhovuje rovnici (57) [(58)], pak je tato funkce rovněž 
řešením, rovnice (Qx, q2) [(Q2. qx)]. 

Věta 2,8. Nechť platí předpoklady (Aa). (Aň) a nechť existuje číslo k + 0 tak, 
ze funkce Z(t) vyhovuje oběma rovnicím (57), (58). Pak funkce Z(t) je řešením 
současně obou rovnic (Qx. q2), (Q2, qx). 

Řekneme, že řešení rovnic (Q2. qx), (Qx, q2) jsou zaměnitelná, jestliže každá 
funkce Z3(l) je řešením rovnice (Qx, q2) a naopak, každá funkce Z4(l) je současně 
řešením rovnic (Q2, qx). 

Věta 2,9. Nechť platí předpoklady (Aa), (Aó). Nutnou a postačující podmínkou 
zaměnitelnosti řešení rovnic (Q2. qx), (Q1, q2) je, aby rovnice 

Q2(Z) Z'* - q,(t) = QX(Z) Z'* - q2(t) (67) 

byla splněna pro všechna řešení rovnice (Q2, qx) i pro všechna řešení rovnice 
(Q,,q*)-

L e m m a 2V5. Nechť platí předpoklady (Aa). Pak k řešení Z(t) rovnice (Q2, qx) da­
nému počátečními podmínkami (Z*), kde t0 ej, Z 0 e J, Z0 T 0, Z"0jsou libovolně 



zvolené počáteční hodnoty, je počátečními podmínkami (M -£ O je libovolná 
konstanta) 

.<-.) = o, ^ ^ j f j / f W l ^ , 

y(í0) - M j / | ^ 11/|X! sgn (£'6C), [••-! 

AíM = -L /j^íío) C(-3Q)-?Ó ___ zi\]/YF^i\ i 
1 *' ~ 26(í0)" \ 6(ř0) • • C(Z0) žj \ I ď(Ž0) I y f l j , 

definována transformace typu Aa. 
L e m m a 2.6. Nechť platí předpoklady (Aó). Pak k řešení Z(t) rovnice (Qx, q2) 

danému počátečními podmínkami (Z*), kde t0 ej, Z0 e J, Z'0 =/- 0, Z0 jsou libo­
volně zvolené počáteční hodnoty, je počátečními podmínkami (M •=£ i) je libovolná, 
konstanta) 

«(У 
м ic'(t0) B(Z0)7Ą ^ ь / R g i i 

2c(t0) \c(t0) B(Z0) Zj r \B(Z0)\ ]/\Z'0 ÍM 
/?((„) = •W]/ |^ ) | l!iX lagn (Z'cB), (69) 

definována t ransformace t y p u Ad. 
Věta 2,10. Nechť platí předpoklady (Aa), (Aň). Pak M'zje množinou všech funkcí 

Z (i), které vyhovují současně rovnicím (Q2, qx), (Q±, q2). 
Věta 2,11. Nechť platí předpoklady (Aa), (Aó) a nechť pro t0 ej v případě, ze 

platí (I) (viz větu 1 Ji), existuje Z0jako kořen rovnice (33) a v případě, že ( II) , 
existuje Z0 jako kořen rovnice (34). Pak transformace A je typu Aa() tehdy a jen 
tehdy, jsou-li počáteční podmínky pro funkce <x(t), /?(/). y(t). ó(t) (M 7- 0 je libo­
volná konstanta) tvaru 

a(ŕ0) = 0. 

V I C(Z0) m ^ ^ ^ <««)\V\zí\ 

y ( í o ) = = i ř ť Í w | VT^ íagn (Z'6c), 
<H-o) = 0 

a je-li funkce Z (i) Těšením rovnice (Q2, q^) a současně i rovnice (Q1: q2) (tj. Z(t)eM'z) 
daným počáleen i mi podmínkami 

Z(t0) =-= Z f ; 

Z ( í o ) " ( Z í , - ) e | / B ( ^ ) r ; ( Z 0 ) 



Zřít ) = (7" -= \;*M l / &(*o)c(-») g(go) 6go) c(*o) 
U ' * ° ' 6(í0)" F -8(Z0) C(Z0) C(Z0) B(Z0) C(Z0)' 

přičemž v případě (I) je Z 0 kořenem rovnice (33) d . = —_ 2 (37) a t> případě (II) 
je JZ0 kořenem rovnice (34) a ě je libovolné z čišel + 1 . 

Lemma 2,7. Nec/ái' přaři předpoklady (Aa) a jsou dány počáteční hodnoty 
t0 e j , a0 = 0 , /90 + 0, y0 + 0, <50, Z0e J transformace A. Pa& k nim existuje 
řešení Zz(t) rovnice (Q2, qx) dané počátečními podmínkami 

^ з ( ř o ) — ^ 0 > 

җ 
0(Z 

b(t0) Уo(b'Џ0) C(Z0) Ď(м ľ o 26(M( 

7 7 M - - ( * o ) ľ o 
Z з ( У ~ C 7 ( Ž 0 ) 7 0 

y , , , ggo) 7o /j_go) 
Z , ( ř o ,-"C7(Z0) /?0U(ío) " GҢZ0) ß0 

(70) 

takové, že transformace A je typu Aa. 
Lemma 2,8. Nechť platí předpoklady (Ad) a jsou dány počáteční hodnoty t0 e j , 

a0 5 fí0 ^ 0, y0 =£ 0, d0 = 0, ZQ e J transformace A. Pa& & nrá existuje řešení 
Zt(t) rovnice (Qx, g2) dťmé počátečními podmínkami 

Z ^ - B ( Z 0 ) 7 o ' 
r , M _ c(g fi0 (c'{t0) B(Z0)c(t0) gg 2c(y ac /WoJ 5 ( Z o j 7 o ^ c ( g ^ 2 ( Z o ) 7 o - - ~ o 

takové, ze transformace A je í_/p% A(í. 
3. Necht nyní soustava (̂ 4) je totožná se soustavou (a). Pak rovnice (1) má 

tvar 
Ait =- y(_) = K(ř) «[Z(í)] (!') 

a značí tedy jistou transformaci A řešení u(t) soustavy (a) na řešení y(t) téže 
soustavy. Všechny výsledky 1. a 2. části zůstávají ovšem v platnosti (po úpravě 
formulací, t j . klademe J = j , f s t, B(_T) = b(t), C(T) -= c(t), atd.) a pro tento 
speciální případ je už nebudeme znovu formulovat. 

O funkci Z(t) budeme dále předpokládat, že má spojité derivace do 3. řádu 
včetně, zobrazuje jistý interval i ~ j na jistý interval I <~ j . přičemž daný bod, 
t0 e j zobrazuje na daný bod Z0 e j . 

O funkci b(t) [c(t)] budeme v otázkách, které se týkají transformací typu Aa, 
Ag, Aó [Aa, A,,, Aň] předpokládat, že má v .intervalu j spojité derivace do 2. řádu 
a že je b(t) 4- 0 (c(t) -£ 0]. 

Uvažujme nyní rovnice 

-\Z,t} + qx(Z)Z'* = qx(t), (qx,qx) 

-{Z,t} + q2(Z)Z'* = q2(t), (?_ ,«__) 

-{Z,t} + q2(Z)Z'* = qi(t), (q2,qx) 

-{Z,t} + qi(Z)Z'z=-q2(t), (<__,<__) 
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Podle [2] jsou t o rovnice v lastních dispersí (dále jen „dispersí") po řadě 
prvního, druhého, t ře t ího a č tv r tého d r u h u ; b u d e m e je označovat zpravid la 
Zx(t), Z2(t), Z3(t) a ZS). 

L e m m a 3.1. Je-li A transformace typu Ad (A,„ Aa. A*,), pak funkce Z(t) v pří­
slušném vzorci (l') je dispersí 1. (2., 3., 4.) druhu. 

D ů k a z plyne ihned ze [4]; je-li tot iž A např . t y p u Aň, hoví funkce Z(t) 
n u t n ě rovnici (qx. qx) a je t e d y dispersí 1. d r u h u . P o d o b n ě dos táváme i os tatní 
př ípady. 

L e m m a 3,2. Ke každé dispersi Z(t) 1. [2., 3., 4.] druhu (dané počátečními pod­
mínkami (Z*)) je počátečními podmínkami (31) [(32), (68), (69)] definována trans­
formace typu A3 [A.,, Aa, Aó]. 

D ů k a z plyne ihned z l e m m a t 1,5; 1,6; 2,5; 2,6. 
Poznámka 3,1. Výsledky těchto dvou l e m m a t lze shrnout t a k t o : F u n k c e Z(t) 

je dispersí 1. (2., 3., 4.] d r u h u t e h d y a jen tehdy, existuje-li k ní t ransformace 
t y p u AH [A7, Aa. AAl 

Lemma 3.3. Jsou-li dány počáteční hodnoty t0 e j , Z0 ej. 

L a 0 - - 0 , /j0 = 0. 7 o . d0 ^ 0 
2° a 0 ^ 0 , (30,y0=0, d0^0 
3 C a 0 - 0. ft0 J- 0, y0 # 0 . c50 

4° a a . / ? 0 - é 0 , y0 # 0 , d0 = 0 

' Í'IÍ>.(UÍ A. pak k >iim (.vis ,!/( ',-• 

ad V l. druhu vyhovující podmínkám (50) taková, že transformace A je typu A.-t. 
ad 2° 2. druhu, (51), A.,. 
ad 3° 3. druhu, (70). Aa. 
ad 4C 4. druhu. (71), Aó. 

D ů k a z : Toto lemma je bezprost ředním důsledkem l e m m a t 1,7; 1,8; 2,7; 2,8. 
/'•• 'imka 3.2. L e m m a 3,1 nelze obrát i t (jak už naznačuje formulace lem­

m a t u 3,3). Ověřme si to na příkladě disperse 1. d r u h u . Nechť t e d y při transfor­
maci A je Zx(t) dispersí 1. d r u h u ; označme Zx(t0) = Z0, Z[(t0) = Z'0 (t0 je pevně 
zvolený bod). P a k t ransformace A, v níž Z(t) E= Zx(t) ještě nemusí b ý t t y p u A,:l 

a t o ani tehdy, když (30 = 0. Jestl iže tot iž zvolíme počáteční h o d n o t y transfor­
mace t ř e b a t a k . že 

a - Ml/M _.' s _ „ 
a° ~ M lb(Z0) yf^j • P » - 0 ' 

y0 je libovolně dané, d0 = 2 J í 1/ ^ ^ |/| Z 0 | sgn Z'. 
f t)(t0) \ 

(71/ / 0), pak funkce cc(t), fj(t), y(t), Ó(t) vyhovující počátečním p o d m í n k á m 

a ( Q = a0, P(t0) = Po, y(t0) = y0, d(t0) = d0 (K*) 

zřejmě v bodě t0 nesplňují (31). Podle [4] však mají při t ransformaci t y p u A$ 
prvky matice K(ť) n u t n ě t v a r (21), t e d y v bodě t0 t v a r (31). J e ž t o vzorce (31) 
pro danou funkci Zx(t) sp lněny nejsou, je fi(t) i=á 0. Ana logické l ívahy lze ovšem 
provést i pro disperse 2., 3. a 4. d r u h u . 



Ve shodě s poznámkou před větou 1,9 [2,9] a s prací [2] b u d e m e ř íkat , že 
disperse 1. a 2. [3. a 4.] d r u h u jsou zaměnitelné, jestliže k a ž d á disperse 1. [3.] 
d r u h u je zároveň dispersí 2. [4.] d r u h u a naopak. N u t n á a postačující podmínka 
zaměnitelnost i dispersí je formulována ve větách 1,9 a 2,9. 

Věta 3,1. Je-li transformace A typu A*., [Aaí)], je funkce Z(t) současné dispersi 
1. i 2. [3. i 4.] druhu. 

D ů k a z plyne ihned z poznámky 3,1. 
Porovnáme-li v ě t u 3,1 s větami 1,1 a 2.1 vidíme, že vznikají prob lémy 

v z t a h ů mezi zaměnite lností dispersí a tvrzeními vět 1,1 a 2,1. Některé t y t o 
prob lémy byly do jisté míry řešeny už ve [2], ale právě s hlediska transformací 
soustav a sp lývání speciálních transformací, o nichž bylo pojednáno v 1. a 2. 
části t é t o práce, lze dos ta t některé další výsledky. 

Poznámka 3,3. Množina M2 [M'z], k t e r á byla definována v 1. [2.] části, je 
množinou všech zaměnite lných dispersí 1. a 2. [3. a 4.] druhu, t j . každá funkce 
Z(t) G Mz [Z(t) e M'z] je současně dispersí 1. i 2. [3. i 4.J druhu. 

Věta 3,2. Jestliže existuje konstanta k -^ 0 tak, ze disperse 1. [2., 3., 4.] druhu 
vyhovuje rovnici (7) [(15), (57), (58)]. pak je rovněž dispersi 2. (/., 4., 3.] druhu. 

D ů k a z plyne z vět 1,7 a 2,7. 
T a t o v ě t a byla už ve [2] dokázána. Vzorce (53), (54), (64). (65) z [2] jsou zřej­

m ě zvláštním př ípadem vzorců (16), (19), (59), (61) z t é t o práce. 
Věta 3,3. Jestliže existuje konstanta k =£ 0 tak, ze funkce '/. , <<-,<• rovni­

cím (7), (15) [(57), (58)], pak funkce Z(t) patři do M7 [M'z]. 
D ů k a z plyne z vět 1,8 a 2,8. 
Poznámka 3,4. V následujícím příkladě si ukážeme, že v množině M„ mohou 

b ý t i funkce, k teré nesplňují p o d m í n k y (7), (15) (podobně to lze provést i pro 
M'z), t e d y že vě ty 3,2, 3,3 nelze obrát i t . Př i tom místo rovnic (7), (15) použi­
jeme ekvivalentních rovnic (16), (19). 

Přiklad, 3.1. Uvažujme soustavu 

x\ =• x2 

, ' , - - - 1 , , (73) 

a nechť, 0 6 j ; t e d y b(t) = 1, c(t) =•• - . Lehce zjistíme, že qx(t) — qz(t) = — --. 
t t2 

Rovnice (qt. qt) a (q2. q2) mají obě t v a r 
Z'2 I 

&> *} + % = >- í74) 

a t e d y zcela jistě disperse 1. d r u h u a 2. d r u h u jsou zaměnitelné. Rovnice (74) 
m á n a p ř . řešení 

Z(t) =- SL (75) 

(a je l ibovolná k o n s t a n t a ) . P o d m í n k y (16), (19) mají t v a r 

Z"(t) = 0, (76) 

^ - ^ ( W - T ) ' (77) 
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ale funkce Z(t) d a n á (75), jak lehce zjistíme, nevyhovuje žádné z rovnic (76) 
(77). 

Poznámka 3,5. Pode jme ještě vysvětlení k poznámce 3,4 a k př íkladu 3,1. 
Nechť 

(x) - £ ) • -(:;;)• 

značí dvě báze soustavy (a). Z [2] víme, že funkce Z(t) je dispersí 1. d r u h u t e h d y 
a jen t e h d y , hoví-li rovnici . t v a r u 

Xu{t) x12[Z(t)} - Xu{t) xn[Z(t)] = 0 (78) 

a p o d o b n ě funkce Zit) je dispersí 2. d r u h u t e h d y a jen tehdy, hoví-li rovnici 
t v a r u 

X21(t) x22[Z(t)} - X22(t) x21[Z(t)} = 0. (79) 

P r i n c i p t é skutečnost i , že p o d m í n k y (16), (19) nejsou pro zaměnitelnost dis­
persí 1. a 2. d r u h u n u t n é , spočívá v t o m , že může n a s t a t př ípad, že funkce Z(t) 
vyhovuje rovnic i (78) vzhledem k jisté dvojici bází (x), (X), ale rovnici (79) 
vyhovuje vzhledem k jiné dvojici bází 

Í , - [b1]. x2 -= (Xi2\. (x) 
\X21f \X22f 

*-(£)• rH!;;)-
V nás ledujících lemmatech a větě popíšeme ještě jeden zaj ímavý př ípad. 
L e m m a 3,4. Mějme dvě dvojice bázi: (x), (X); (x), (X). Jestliže mezi nimi 

existuji vztahy 
xlx = k1x2^, X X1 = k2X 2 1 , 

T - e k r X - e k X ( ' 
d,1% — t1K,1JL22, J\12 — ttH2J\.22, 

kde l\ # 0, k2 =£ Ojsou konstanty a e1je jedno z čísel ± 1 (stejné v obou případech), 
pak funkce Z(t), která vyhovuje rovnici (78) vzhledem k bázím (x), (X) a je tedy 
dispersí 1. druhu, hoví současně rovnicí (79) pro báze (x), (X) a je tedy současně 
dispersí 2. druhu. 

D ů k a z plyne z dosazení vz tahů (80) do rovnice (78) vzaté pro báze (x), (X). 
L e m m a 3,5. Mějme dvě dvojice bází (x), (X): (x), (X). Jestliže mezi nimi existuje 

vztah 

X2X = fc3.Cn, -^21 = = k$Xlx. 

/ v 1 v ( 8 l ) 
x22 — e2kzx12, A 2 2 — e2/c4A12, 

kdek3 7= 0, k4 -£ 0 jsou konstanty a e2 je jedno z čísel ± 1 (stejné v obou případech), 
pak funkce Z(t), která hoví rovnici (79) probáze (x), (X) a je ledy dispersí 2. druhu, 
vyhovuje současně rovnici (78) pro báze (x), (X) a je tedy současně dispersí 1. druhu. 
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D ů k a z plyne z dosazení vz tahů (81) do rovnice (79) vzaté pro báze (x), (X). 
Věta 3,4. Mějme dvě dvojice bází (x), (X); (x), (X). Jestliže mezi nimi existují 

vztahy (80), (81), kde k; -L 0 (i = 1. 2, 3, 4) jsou konstanty a E{ = ± 1 (i = I, 2), 
pak funkce Z(t), Z(t), které hoví po řadě rovnicím, (78), (79) pro báze (x), (X) 
(a jsou podle lemma1 3.J. 3 í -...•• .-'mi I. i 2. dráhu), vyhovující rovnicím 
(78), (79) vzhledem, k bázím- (x). (X) v opačném pořadí. 

D ů k a z plyne ihned z l e m m a t 3.4 a 3,5. 
Poznámka 3,6. J e zřejmé, že podmínky (80), (81) lze formulovat i j inak; 

lze např . zaměnit pořadí bází (x), (X) a věta 3.4 přitom zůstane v p la tnos t i . 
V následujícím přík ladě si ukážeme, že případ popsaný větou 3.4 skutečně 

může n a s t a t . 
id 3,2. Uvažujme soustavu 

(82) 
ih = y% 

!h = —;Vv 

Pro t u t o soustavu mají rovnice (qx, Í/J) i (r/2. g2) t v a r 

{Z, č] + Z'2 = 1; (83) 
viz [3]. 
Uvažujme následující, báze soustavy (82): 

_ / c o s i \ _ / 2 s i n í \ _ / c o s l \ / sin ! \ 
•ri ~ \ - s i n t) ' "'2 ~ \2 cos í) ' ' ~ \ - s i n t J ' A 2 ~ \ cos ř / ; 

- / S Í n l \ r = ( 2 0 O S M "V i ' " ' '*\ X / COS / \ 
X l \ c o s ř / ' " 2 " \ — 2 s i n í / ' ' * \ c o s ř / ' '- \ _ s i n í / " 

Vidíme, že podmínky (80), (81) jsou splněny, přičemž kx = k2 = — I , k0 = k4 = 
= 1, £x = e2 = — 1 . 

Rovnice (78) má pro báze (x), (X) t va r 

cos t[2 sin Z(ř)] — sin t cos Z(f) = 0 (84) 

a definuje dispersi 1. druhu, k t e r á je n a I — —-I r o v n a 

Z(t) = are tg (~ tg t) , (85) 

ale jako řešení rovnice (83) je to současně disperse 2. druhu. P r o ty též báze 
m á rovnice (79) t v a r 

—sin í[2 cos Z(t)] — cos /[—sin Z(t)] = 0 (80) 

a definuje dispersi 2. druhu, k t e r á je n a 
71 7T \ 

Z(í) = are tg (2 tg í). (87) 

k t e r á je ovšem rovněž dispersí 1. druhu. 
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Jestl iže nyní sestavíme rovnici (78) pro báze (x), (X), vidíme, že je t o rovnice 
(86), jíž tedy hoví funkce (87), a podobně rovnice (79) pro báze (x), (X) m á 
t v a r (84) a vyhovují jí t e d y funkce (85). 

Podobné ú v a h y (jejich formulaci neuvádíme) lze provést i pro disperse 3. 
a 4. d r u h u . Vystupují při tom rovnice 

Xn(t) xn[Z(t)\ - X12(t) xn[Z(t)] - 0 (88) 

pro disperse 3. d r u h u a 

X21(t) xlt[Z(t)] - Xn(t) x11[Z(t)] = 0 (89) 

p r o disperse 4. d r u h u . 
Věta 3,5. Nutnou a, postačující podmínkou k tomu, aby disperse 1. [2., 3., 4.] 

druhu Z(t) byla současně dispersí 2. [/., 4., 3.] druhu a aby přitom splňovala 
rovnice (78),'(79) [(78), (79); (88), (89); (88), (89)] vztaé pro tutéž dvojici bází 
(x), (X)je, aby Z(t) hověla vztahu (16) [(19), (59), (61)]. 

D ů k a z provedeme např . pro disperse 1. druhu, další části důkazu jsou ana­
logické. Nechť t e d y Z(t) je dispersí 1. d r u h u . P a k existuje dvojice bází (x), (X) 
tak, že plat í (78). odkud po derivování a po ú p r a v ě m á m e 

b(t) (X21(t) x12[Z(t)] - X22(t) xn[Z(t)]) 

b[Z(t)] (X12(t) xn[Z(t)] - Xtl(t) xn[Z(t)]) 

a z t o h o 

7,m_\b[Z(l)] ( 6(Q \ ' X21(t) x22[Z(l)] - X22(l) xn[Z(t)]\ 
() L 6(0 " \b[Z(t)]J ť " ° U X12(t) x21[Z(t)] - Zn(0"iM[Z(0]J " K ]' 

(91) 
Jest l iže nyní disperse Z(ť) vyhovuje rovnici (16), p a k z (91) plyne, že pro ni 
plat í (79) a je t e d y dispersí 2. d r u h u , přičemž vz tah (79) je sp lněn pro t u t é ž 
dvojici bází jako (78). Nechť nyní naopak je Z(t) dispersí 2. druhu, k t e r á spl­
ňuje rovnici (79) pro t u t é ž dvojici bází jako v (78). P a k z (91) plyne (16). 

V předchozích ú v a h á c h se vyskyt la samozřejmá postačující p o d m í n k a zamě­
nitelnosti dispersí 1. a 2. druhu, a t o qx(t) == q2(t). J e zřejmé, že je t o současně 
postačující p o d m í n k a pro zaměnitelnost dispersí 3. a 4. d r u h u . 

Poznámka 3,7. Vzhledem k poznámce 3,4 není k zaměnitelnosti dispersí 
1. a 2. [3. a 4.] d r u h u n u t n á ani p la tnost v z t a h u (4), ani p la tnost vz tahu 

b[Z(t)\ ' 6(0 \c[Z(t)] 6 ( 0 ] , 9 2 ) 

c[Z(t)] ~ c(t) [b[Z(t)) ' c(t)\ K ] 

(viz (5) a (56)). 
Vidíme tedy, že cesta přes speciální t ransformace umožňuje hlubší pohled 

n a problémy zaměnitelnosti dispersí, a ovšem i naopak. 
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С О В П А Д Е Н И Е С П Е Ц И А Л Ь Н Ы Х П Р Е О Б Р А З О В А Н И Й И Е Г О С В Я З Ь 

С Т Е О Р И Е Й Д И С П Е Р С И И 

Станислав Трас;I.ич.с;, 

Н а с т о я щ а я работа я в л я е т с я п р о д о л ж е н и е м [4]. Здесь рассматривается проблема 
совпадения специальных л и т и 1см (А), (а) и его связи с соб­
ственными дисперсиями определенными на основе [1] д л я систем вида (а) в работе [2]. 

В 1-ой части изучается линейное преобразование А решений системы (А) на решения 
системы (а) в виде (1). Из |4 ] мы знаем, что это преобразование определено тогда и т о л ь к о 
тогда, когда элем' • > • гетворяют вместе с ф у н к ц и е й 2(1) системе (2). 
Если в матрице К(1) имеется /3(1) == 0, то преобразование А н а з ы в а е м преобразование 
типа Ар; а н а л о г и ч е с к и мы определяем п р е о б р а з о в а н и я типов А7, Аа, Ас и тоже пре­
образование типа Ар7 (для р(Ь) =. 0-= у(() и преобразование типа Л„<з (для а(^) = 0 == 6(1)). 
Если п р и данных у с л о в и я х каждое преобразование типа Л Д / 1 а ] я в л я е т с я т а к ж е пре­
образованием типа А7 [А,)] и наоборот, то мы говорим, что при д а н н ы х у с л о в и я х прои­
зошло совпадение преобразований тина Ар[Аа] и типа А-> [Ад] в преобразование тина 
Ару [Аао1 

В теореме 1,1 привечены некоторые необходимые условия для существования преобра­
з о в а н и я типа Ац-. Теорема 1,2 [1,3] показывает, что (7) [(15)], я в л я е т с я дотеаточным 
условием для того, чтобы преобразование типа Ар [А7] было однон| 
нием типа А7 [АД. Определяется множество М, к а к множество ф у н к ц и й 2(1) имеющих 
свойство, что д л я в с я к о й 2,(1) е Мг существует преобразование типа Ац и т а к ж е преобра­
зование типа А7. В теоремах 1,4, 1,5 и 1,6 разбирается вопрос об у с л о в и я х совпадения 
этих специальны • ; ч имеет решение 
системы (2) вид (21) [(22)], где ф у н к ц и я 2(1) я в л я е т с я решением циального 
у р а в н е н и я (()г, дл) [ 0 2 , ^г)\ и мы т а к и м образом получаем формулы д л я п р е о б р а з о в а н и я 
типа Ар [А7]. В теоремах 1,7; 1,8 и 1,9 р а з б и р а е т с я воиро, • ги решений этих 
уравнений. Теорема 1,10 описывает множество М,. В теореме 1,11 п р и в о д я т с я необходи­
мые и достаточные у с л о в и я д л я того, чтобы преобразование А было преобразованием 
типа Ару. 

Во 2-ой части этой статьи фо- . .;„ ре. л п.таты первой части д л я преобразо­
ваний типа Ла, Ль и д л я их совпадение в преобразование типа !«()• 

В 3-ей части совершается с п е ц и а л и з а ц и и (А) (а) и использованы собственные 
дисперсии по определению из работы [2]. С начала описываются отношения между 
с п е н и а л ы ! юзованиями и дн< ю теоремы 3.1 включительно) . Д а л ь ш е 
изучается связь между у с л о в и я м и (7), (15), (57), (58) и проблемой заменимости дисперсий 
(см. [2]). Показывается, что при этом надо отличить случай, когда дисперсии удовле­
т в о р я ю т у р а в н е н и я м (78), (79) или (88), (89) д л я той ж е самой п а р ы базисов (х), (X). 

Т а к и м образом специальные п р е о б р а з о в а н и я и их совпадение дают возможность 
лучшего п о с т и ж е н и я проблемы заменимости дисперсий и наоборот. 
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