Acta Universitatis Palackianae Olomucensis. Facultas Rerum
Naturalium. Mathematica-Physica-Chemica

Ladislav Sedlacek
Zum Problem des Isomorphismus der direkten Produkte von Gruppoiden

Acta Universitatis Palackianae Olomucensis. Facultas Rerum Naturalium. Mathematica-Physica-Chemica, Vol.
9 (1968), No. 1, 111--134

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/119898

Terms of use:

© Palacky University Olomouc, Faculty of Science, 1968

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/119898
http://project.dml.cz

1968 — ACTA UNTVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
FACULTAS RERUM NATURALIUM. TOM 27

Katedra algebry a geometrie piirodovédecké fakulty
Vedouci katedry: Doc. RNDr. Josef Simek

ZUM PROBLEM DES ISOMORPHISMUS DER DIREKTEN
PRODUKTE VON GRUPPOIDEN

LADISLAV SEDLACEK
(Eingegangen am 6. Juli 1967 )

Gewidmet H. Prof. Dr. 0. Boriwka zum 70. Geburtstay.

In der vorliegenden Arbeit werden hinreichende Bedingungen fiir die
Existenz einer isomorphen Verfeinerung direkter Produkte eines Guppoides
studiert. Weiter beschiftigen wir uns mit der Frage tiber die Existenz eines
Isomorphismus direkter Zerlegungen des gegebenen Gruppoides.

Die Theorie der direkten Produkte und Zerlegungen von Gruppoiden wird
auf mengentheoretischem Grunde so aufgebaut, dafl sie im gewissen Sinne eine
Fortsetzung von [1] und [2] (welche die obenerwihnte Problematik nicht be-
handeln) darstellt. Die Arbeit ist dabei so aufgefalt, daf die Begriffe und
Resultate des ersten Teils, welche Mengen betreffen, leicht in dem zweiten
Teil auf die Gruppoide iibertragen werden kénnen.

Obzwar in anderen Arbeiten (z. B. [7]) die Theorie der direkten Produkte
von Gruppoiden auch mittels des Isomorphismus gebaut wird, in dieser Arbeit
bildet den Ausgangspunkt dic Arbeit [5], woraus auch der Begriff des konvexen
Gruppoides tibernommen wurde.

Die Sitze werden mit S und die Definitionen mit 1) bezeichnet.

I. MENGEN
LDIREKTE PRODUKTE VON MENGEN

Verabredung 1/1: In vorliegender Arbeit werden nur nicht leere Mengen
betrachtet. Die Tatsache, dai die Mengen A, B dquivalent sind, wird mit
A < B bezcichnet.

D 1/1: Es sei o eine natiirliche Zahl. Eine Menge ¢ heilt direkies Produkt
von Mengen A,. ..., A,, wenn es eine schlichte (eineindeutige) Abbildung
d der Menge @ auf das kartesische Produkt 4,X ... x4, = Al gibt, was
durch

G A% ... xA, (L.1)
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bezeichnet wird. Wenn da = (ay.....a,....,a,). a€@, (a,....a)e A"
gilt. so schreiben wir auch
@ (A, oo @y o, Ag). (2.1)

Die Menge A, heiBt die t-te Komponente des direkten Produkts und das Element
a, aus (2.1) heifit die «-te Komponente des Elements a oder die Projektion von
ain A,.

Dic Richtigkeit des folgenden Satzes ist bekannt.

8§ 1/1: Far das kartesische Produkt von Mengen gilt:
a) assoziatives Gesetz, dh. A, < (A, x Ag) > (A; X A,) x Ay,
b) kommutatives Gesetz, dh. 4; x4, & Ay, xA4,.

S 2/1: Bs sei > A;x ... xA4,. Dann gilt

a) G o (A oo XAp) X (Apiyx oo X A) X e X (At o 0 dy), 1 S
Sf<y<...<x<a

b) G A, XAy X ... XAyy, WO %y, #y. .... %, die Zahlen 1. 2. ... o in ciner
beliebigen Anordnung sind,

) e A, xV4A, wo 1 St <o und WA o Ay x ... xA, 3 xA, % ... xA,
ist.

Der Beweis folgt leicht aus S 1/1.

S 3/1: Es sei G A;x ... xA, = A und e ein beliebiges, festgewihltes
Element aus G, d die schlichte Abbildung von @ auf A" und de = (e,,".., e,).
Es sei weiter a; ein solches Element aus @, fiir welches a; == d-1 (e;..... e, 4.
@, €y; ..., €) gilt. Dann ist

a) die Menge A; aller Elemente a; aus @ mit der Komponente 4, dquivalent,
dh. 4} < 4, fir 1= 1,..., a,

b) der Durchschnitt (| 4° — e.

=1
Beweis: a) Es sei 4, = {e;}x ... x{e,} x4, x{e, 1} x ... <{e,} und d
die schlichte Abbildung von @ auf 4, x ... xA4,. Dann ist d auch die schlichte
Abbildung von A4; auf A4,. Eine Abbildung g, die jedem Element (e,, ...,
a,,...,e;)e A, das Element a, e A, zuordnet, ist sichtbar eine schlichte
Abbildung der Menge 4, auf 4,. Darum ist f = gd eine schlichte Abbildung der
Menge 4; auf 4, fir ¢=1...., o

b) Weil ﬁ A = (err e und dIA] = A7, d ey, ... ) — ¢ ist. gilt

auch n A7

Ver abrf‘d ung 2/1: Weiter soll e immer cin beliebiges, festgewihltes Element
aus G bezeichnen. Mit 4, resp. a; wird immer die Untermenge resp. das Ele-
ment aus G im Sinne des Satzes S 3/1 bezeichnet.

S 4/1 Es sei d eine schhnhtc Abblldung der Menge G/ auf 4, x ... x4, =

L de = {e;. ..., eq), Mo X X AX L X)), 1) eine Unter-
menge in ¢ und dB = Ii’ < (” Es sei weiter f die schlichte Ahhl]dung, von 4,
auf A,. P/ =A,n B £0, fP; =P, < A4, und P = P, x ... < P,. Dann
gilt die Bezlehung P B <@

Beweis: Es sei f = gd die schlichte Abbxldung von A; auf A, aus dem
Beweis von S 3/1. Die Untermenge B < enthilt eben alle Elemente
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(by, ..., by) € &, fir die (b, ...,b,) = db, b e B. in der schlichten Abbildung
d von G auf G' gilt. So wird das Element a, e P, = A7 n B in d auf das
Element (a,. ..., a,) € A, n B’ abgebildet. Daraus folgt, daBl @, in P, fir
c=1,...,a lieg‘t, so daBl P' < B’ < (' gilt.

S 5/1: Es sei d eine schlichte Abbildung von Gauf 4, x ... x4,. Wird jedem
Element a € ¢ seine Projektion «, € A, zugeordnet, so bekommt man eine,
von der Abbildung d induzicrie Abbildung d, der Menge G auf A,, dic man
Projektion oder P-Abbildung von (' auf A, nennt.

Beweis: Es ist leicht zu sehen. dafl d, wirklich eine Abbildung von ¢/ auf
A, ist.

Um eventuelle MiBverstindnisse zu verhindern. werden wir immer die
Abbildung d, aus S 5/1 als P-Abbildung bezeichnem.

D2[1: Bs sei e A, % ... xA,, B eine Untermenge in ¢ und B} die
Menge aller Projcktionen der Elemente b e B in 4,. Dann heifit B die Pro-
jektion der Ubtermenge B in A,.

S6/1: Es sei d cine schlichte Abbildung von ¢ auf 4,x...x4,= 6",
B eine Untermenge in G, dB == B’, de = (¢, ....¢,), A, = d-({e;} x... %
XA, x...x{e,}). P, =A;n B #0, dP = ({ey} «..,><I’,><‘...<(eﬂ}). Es sei
B die Pr()]ektlon von B in A,. Dann gllt
d)P < Bf CA, v=1, ...,

b) fir P' = P;x...xP,, B* = B} x...x B}, gilt
P’ < B' < B*, (3.1)

Beweis: a) Es gilt P, < B < (¢, weil P; = A; n B ist. Da die Projektion
jedes Llemente aus P; in A, fir ¢ # x das Element e, ist. gilt P, < B} < 4,
fire=1.....

b) Infolge dee S 4/1 ist die Beziehung P’ < B’ richtig. Es sci nun (b,. ....
b,,...,b,) ein Element aus B’ und b = d-'(by, ..., b,, ..., b,). Dann gilt fir
die Projektion b, des Elements b in 4,, b, € Bf, also (b,,....b,) € B* dh.
B’ < B*.Somit ist (3.1) bewiesen.

8§ 7/1: Es seien die Voraussetzungen des S 6/1 erfiillt. Wenn wir die Bezeich-
nungen aus diesem Satze behalten, so sind folgende Gleichheiten dquivalent:

P,=B =10 (4.1)
Pyx..xP,=P =B, (5.1)
B} x...xBf = B* = B', (6.1)

dh. die Giiltigkeit einer von ihnen hat als Folgerung die Giltigkeit der zwei
ubrigen.

Beweis: a) Es gelte die Gleichheit (4.1). Dann haben wir P = P x... >
X P, = B X...xB% = B*und (3.1) gibt " = B’ = B*_ dh. dic Gultlgkmi von
(5.1) und (6.1).

b) Es sei nun (5.1) giltig. Dann ist P, = 4, n B, dh. P, = d-Y({e,} x ... <
XA, x...x{eg}) n B, wo B di3 ist. Wenn'f die schlichte Abbildung von
A; auf 4, aus dem Beweis von ‘a 3/1 bedeutet. so gilt fP; = P, = A,. Infolge
der Voraussetzung ist Py x... <P, = B, dh. dB = P, x...xP,. Nun liegt
aber jede Projektion b, des Elements b e B in 4, in der Menge P,. dh. b, e P,
und jedes Element aus P, ist eine Projektion wenigstens eines Elements aus
B. Fir ¢ = 1, ..., « gilt also B = P, und nach a) auch die Gleichheit (6.1).
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¢) Es soll nun (6.1) ge]teu, dh. By x...xB, = B' = dB. Dann mit Riick-

sicht auf die Bezichung B} < A, aus S 6/1 gilt immer ({e;} x...x B x...

<{Pa}) < (e} X XA XL x{e, }) n B =d(4; n B) =dP; = ({e,}x X P,
. x{ey}), was Bf < P, erglht Nach S 6/1 a) gilt aber P < BY, was mit-

emander die Bezmlmng (4.1) und nach a) auch die Gleichheit (‘3 1) ergibt.

D3|1: Bs sei G Ayx...x A, = A%, II + ¢ eine Untermenge in ¢ und
A’ jhr Bild in der sehlichton Abblldung d der Menge @ auf Alel. Es sei weiter
da = (ay,....a,), db = (b;.....b,). @, be H und xz, ein beliebiges der Ele-
m(*nte a,, b, fir ¢ = 1, ..., . Gehirt auch das Element z = d-Y(xy, ..., 2,)
in I fiir je zwei Elemente a, b € H, so heil3t H die konvexe Unlermenge in bezug
auf A oder relativ konvex. Ist H relativ konvex auf jede Menge B, fir
dic ¢ & By x...x By = B gilt, dann sagt man, dal H die konvexe Unler-
menge in G ist. .

88/1: Es sei G A;x...xA, = AW, H eine Untermenge in ¢, H' ihr
Bild in der schlichten Abbildung d der Menge ¢ auf Al und H} die Projektion
von Hin 4,, 1= 1, ..., o. Die Menge H ist in bezug auf A'“ dann und nur
dann konvex, wenn

*H = H}x...xH%=H* - H (7.1)
gilt.

Beweis: a) Es sei H in bezug auf 4™ konvex, (a,, ..., a,) ein beliebiges
Floment aus H*, Ist s nun a, € HY, so existieren nach D 2/1 Elemente a,,,

Uiy ey Oguy @y = @, v 0= 1, ..., o derart, daBl (ay, ..., xu) in H'

hogt chl 'Hin bezug auf Al konvex. 1st gehort das Element (@, -.., @gq) =

= (ty a,) zu H', und darum ist H* < H'. Das gibt zusammen mit (3.1)
H' H* dle Gleichheit H' = H*, dh. die Beziehung (7.1).

b) Es gelte nun die Beziehung (7.1), a, be H, da = (a,, ..., a,), db =
= (by, ..., b,). a., b, € H}. Es sei a, ein belicbiges Element vona,. b, t =1, ...,
..., . Dann gehért x, in HY, und darum liegt (x,, ..,, @,) in H'. Weil dH = H"
in der schlichten Abbildung d gilt, gehort das Element x = d (2, ..., %,)
in[ H. Das bedeutet aber, daB H die konvexe Untermenge in & in bezug auf
Al jst,

8 9/1: Bs sei H eine Untermenge in G «» A, ... x A, = Al*l, [I" ihr Bild
in der schlichten Abbildung d der Menge (/ auf Alal, Weiter sci e ein beliebiges,
festge\\(\hltos Element aus ¢ und de = (e,, e,). Wenn aulerdem noch
d-({e} ... x A, <o xdel}). Py _A n][ ;0 dP; = {e} X ... X P, x
x{e =P, P, < A P =P, x .<I’,H’r I[*c X Hy (HY be-
dful(t die Projektion von Hin4 ) 511!;, d:mu sind die Bezielmngr n

P, = Y fir =1 a (8.1)
P s (9.1)

H* = H ]I (10.1)

i ist in bezug auf A'el konvex, (11.1)

miteinander dquivalent.

Beweis: Dieser Satz ist die Zusammenfassung von S 7/1 und 8 8/1.

S 10/1: Bs seien H. K Untermengen in ('« A;x...xA, = A4, P =
=Hn K #¢und P, HY, K¥ die Projektionen von P, H. K in 4,. Dann gilt

(Hn K)f=PFrcH*n K*) fir =1, 0 (12.1)
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Beweis: Es sei e € P und da = (4, ..., a,, ..., ;) in der schlichten Abbil-
dung der Menge G auf A“). Dann ist @, die Projektion von a in 4, und gehort
auch in P}. Weil a gleichzeitig in H sowie in K liegt, ist @, € H¥ und gleichzeitig
a, e K¥. Es gilt also (12.1).

8 11/1: Es seien H, K Untermengen in ¢ o 4;%... x4, = Al die in
bezug auf A'“ konvex sind, und P = /I n K +# 0. Weiter seien P¥, HY, K}
ihre Projektionen in A4,. Dann gilt
a) P = H n K ist in bezug auf A’ konvex,
b)y(Hn K)f =P =Hn Kf fir e =1,...,a

Beweis: a) Es ist leicht zu sehen, daf diese Behauptung richtig ist.

b) Es seien H', K', P’ die Bilder der Untermengen H, K, P in der schlichten
Abbildung d der Menge ' auf 4. Nach a) ist P = H n K eine in bezug auf
Alel konvexe Untermenge in (. Nach S 8/1 gelten folgende Gleichheiten

dP = P’ = P* = Pfx...xP:,
dH = 0’ = H* = Hix...x H*,
dK = K’ = K* = K} x...xKj.

Daraus folgt dP = d(H n K) = H' n K’ = H* n K* und gleichzeitig dP =
= P*, und darum ist P* = H* n K*. Der Durchschnitt H* n K* = (H} x...
X HE) N (KYx...xKY) ist eben durch alle und nur solche Elemente
(@, -.., a,) gebildet, fir die das Element a, gleichzcitig in H¥ und K} gehort,
dh. fiir welches die Bezichung a, € Hy n K fir « = 1, ..., « giiltig ist. Darum
ist 1I* 0 K* = (Hyn K})x...x(Hy n KY). Nach (12.1) gilt P* < H*n K
und weil H*n K* = P* = P{x ... xP;, mu auch P} = H*n K} fir
¢ =1, ..., agelten.

S 12/1: s sei e ein beliebiges, festgewiihltes Element aus @, d eine schlichte
Abbildung von ¢ auf A = 4,x...x4,, f eine schlichte Abbildung von @
auf BY = B, x...x By, de = (e, ..., ¢,), fe = (ef, ..., e;). Woiter seien A; =
= d Y {e)) x...x A X x{eg}), By = f1({e;} x...x B, x... x{ez}), A7, die Pro-
jektion von A5 in B,, B}, dic Projektion von Bjin A,. Ist fir e = 1, ..., « A° in
bezug auf B und fir » = 1, ..., f B, in bezug auf 4 konvex, dann sind
A}, A7 n BY und B}, iquivalente Mengen. '

Beweis: a) Es sei 4, n B, = P;,. Nach S 31 ist ee P),. Dic Teilmenge
A; ist nach Voraussetzung in bezug auf B% konvex. Es ist leicht zu sehen,
daB B, auch konvex in bezug auf BY ist. Also nach S 11/1 a) ist P, in bezug
auf BY konvex. Aus der Bezichung fG! = By x... x B, folgt, daB fP:, = {e]} x
X X P o). Darum gilt P, = (PR)%, wo (P)* die Projektion
von I, in B, bedeutet. Also mull P, o P, = (P;)* gelten. Sei (A)f = Ar,
die Projektion von 4; in B, und (B;)} die Projekton von B; in B,. Man sieht
leicht, daf (B)); = B,. Nach S11/1 gilt nun (P))* = (47)* n (B)* =

A%, 0 B, = A}, Darum gilt (47 n B)) = P;, « (P)* = A, und die
Mengen (4, n B;), A}, sind fir e = 1,..., 0, % = 1, ..., § iiquivalent.

b) Es sei nan 4; n B, = B, n A; = P;,. Benutzen wir jotzt die Bezichung
dtf = Ay x... xAq, so bekommen wir analog wie in a), daB8 P), in bezug auf
Al«l konvex ist. Bezeichnen wir (P,)f, BY die Projektionen von P, B, in
A,, so crhalten wir durch #hnliche Betrachtungen wie in a), da88 (P;,)f mit
BY und mit P, fir «=1,...,a, %=1,...,8 dquivalent ist. Weil aber
P;, = P;, ist, muB auch A7}, mit B}, iquivalent secin.
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S 13/1: Es seien die Voraussetzungen des S 6/1 erfiillt. Wenn wir die Be-
zeichnungen aus diesem Satze behalten, dann gilt: Es gibt Mengen O, die
mit A, n By fir ¢ = 1....,a, » = 1,..., f dquivalent sind und fiir welche
die Beziehungen

A, o Cyx...x Cip fiir c=1,.... a (13.1)
BKHCMX...,\C‘,,‘ fir x=1.....8 (14.1)
gelten.

Beweis: Es sei G« Byx...xB,;. Weil 4, in bezug auf B'7 konvex ist.
gilt nach S 8/1 fur die Pm]okhonon A¥, der Menge A in B,

Al e Al < ox ATy fir o= 1 e (a)
Ist nun G o 4, %...xA4,, dann ist B} in bezug auf AlY konvex und nach
S 8/1 ist fitr die Projektionen B}, der Menge B; in A, die Beziehung
fir x=1,....8 (b)
giiltig. Nach 8 12/1ist A% < 4/ n BB fire=1,..,a,2=1,.... 8 Istnun
(', eine Menge, fur die C,x - A,z A n B gilt, so bekommt, man infolge (a)

die Beziehung (13.1) und infolge (b) die Beziehung (14.1).
D 4]1: Es sei

Geo A 3. . xA, (a)
und 4, & C,; xCyx... xCy, wo y, fir ¢ = 1, ..., « eine natiirliche Zahl ist.
Dann heift

G Oy % X Cryy X Oy X X Oy X X Oy (b)

Ierfeinerung des direkten Produlkls (a).

Bemerkung 1/1: Jedes direkte Produkt ist zugleich seine Verfeinerung.

D51 Bs sei e Ay x...x A, und H By x...xB,. Es existiere eine
schlichte Abbildung i der Komponenten 4, des direkten Produkts G auf die
Komponenten B, des direkten Produkts H der Eigenschaft. dafB3 die Mengen A
und B, aqulvalent sind, wenn nur i{4,} = {B,} fure=1..... 0. x=1....,
ist. Dann heiBt i stmkz’ Abbildung A, ... x A, auf B, By und die di-
rekten Produkte G, H heifien dquimlent.

Bemerkung 2/1: Zwei dirckte dquivalente Produkte besitzen die gleiche
Anzahl von Komponenten, dh. « = # und es gilt ¢ «» /1. Man nimmt sehr oft
den Fall in Betracht, dafl ¢ = H ist.

D 6[1: Es sei Card4, die Kardinalzahl der Menge 4, und ¢ > 4, <... x 4,.
Die Komponente A, des direkten Produkts heiflt wesentlich, wenn Card4, = 2.
Anderenfalls heilit A, wnwesentlich. Das direkte Produkt. in dem jede Kompo-
nente wesentlich ist. heif8t reduziert.

S 14]1: Bs sei G Ay x...xA, nud A{, ..., A seien die wesentlichen
Komponenten des direkton Produkts. Dann ist fiir das reduzierte direkte

Produkt G« Ajx...« A, dic Relation o' £ « richtig.
Beweis ist klar.
S 15]1: Es scien € — Ay n...xA,, He Byx...xB, zwei idquivalente

direkte Produkte. Dann sind ihre reduzierten direkten Produkte auch dquiva-
lent.

Beweis: Wenn i die starke Abbildung von A, x...x A4, auf By x...xB,
ist, folgt nach D 5/1 aus der Beziehung i{4,} = {B,}. daB Card4, = CardB,
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ist. Ist also 4, wesentlich resp. unwesentlich, so ist anch B, wesentlich resp.
unwesentlich und umgekehrt. Lifit man jetzt in beiden direkten Produkten
alle unwesentlichen Komponenten weg, so bekommt man die reduzierten
direkten Produkte, welche aqulvalent sind.

S16/1: Es sei G A x...xA, =AY, (o B xX...xBy= BY. Es sei
weiter ¢ ein beliebiges, fcst gewahltes Element in G e (). ....0)€ A"A‘]
e (o). ....e5) e B 47 e{ef X x4, x. . x{eq}, B, «—»’e,}x .x B, x.

X {cﬂ} Ist dle Menge A} in bezug auf B und dio Mengc B, in bezug auf A“‘]
fiir ¢ 1,....0, 2= 1,.... f konvex, dann besitzen die betrachtuen direkten
Produkte dqmvalento \/elfemeruno‘en Die Menge G ist dann das direkte
Produkt der mit (4; n B;) .Lqmvulenten MengenC,, (¢ =1,...,0.2=1,..., B)-

Beweis: Wir benutzen die Bezeichnungen aus 8 13/1. Nach diesem Satz
existieren Mengen C,, «> (4; n B;) mit der Eigenschaft, dafl die Beziehungen
(13.1) und (14.1) gelten. Ersetzt man jede Komponente A, durch (C,;x...x
O x...x0,) und jede Komponente B, durch (U, x...xC, x...xC,)
bekommt man die Verfeinerungen der gegeben direktenen Produkte. In beiden
direkten Produkten der Komponenten 4,, B, erscheinen immer die Kompo-
nenten C,, (¢=1.....,a, 2% =1...., ) und eben nur diese. Bilden wir jede
Komponente C,, der Verfeinerung des direkten Produkts

G 00 X O X Cyy x5Oy X X Oy X X Cyy (a)

auf die Komponente (', in der Verfeinerung

G Cy x...x(?aGC,Qx...><Cu2><.:.><(,‘,dx...><C‘,d (b)

ab. dh. auf sie selbst, so bekommen wir eine schlichte Abbildung i der Kompo-
nenten eines direkten Produkts auf die Komponenten des anderen. Die iden-
tische Abbildung C,, auf sich ist schlicht, und i ist also eine starke Abbildung
von (Cp; x Oy x...xCy) auf (0 xXCy X... xCh). Deshalb sind diese Ver-
feinerungen (a), (b) dquivalente direkte Produkte.

S17/I: Es sei G Ay x...xA, = A9, B Byx...xBy = B? und es
gelte fir ein belicbiges, festgewa,hltes Elemcnt eel, e (e, ...,e) e A
e o (e, ..., ep) € B Bs sei weiter A; o {e} X... x4, x...x{c}, B, e {e} x
X... X B, x... x{eg}. Wenn noch 47, die Pro_]ektmnen von A‘: in B, und B, die
Prolektlonen von B; in A, sind, dann
1. A° dann und nur dann in bezug auf B konvex und gleichzeitig B, dann
und nur dann in bezug auf Al konvex (¢ =1, ..., 2. 2= 1...., %) ist. wenn
9

A, o Bix...xBj}, (15.1)
und gleichzeitig
B, A}, x... x A}, (16.1)

fure=1,..,a % =1, ... fgilt.
Beweis: a) Es gelten die Bedingungen 1. Nach dem Beweis des Satzes
S 13/1 gilt auch
Al o AT x Al x . x AT, t=1 ..., (a)
B« B < B¥y ... X B}, x=1,...,p. (b)
Aus (b) bekommt man, wenn man noch die Bezichung G e Byx...x B,
benutzt, daf
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o (B} x Bl x ... xBy) % (l),l><]>,z»-. xb,a)x x(I,,,xB,,o co X B,
Nél(‘h 92/1 kann man G« (b x B3 x.. )X(bmxliux ybzg)x
X ..o (B /b X. ><b,,) qchre,'h(-n wo b, dle Proltktmn von B in A,
ist. Weil aber B in bezug auf A« konvex ist, sind nach S 12/1 die Mongen
BY, mit A% aquw*ﬂent dh. fur v=1 . e x=1, ﬂ gilt B}, < AF.
Infulge (a) b(kommt man (b}, XB,‘)H (A,l>< xA )<—»A“ und weil

A7 A, ist, gilt (15.1). Ahnh(h lmun man beweisen dle Beziehung (16.1),
da A; in bezug auf b konvex ist.

b) s gelten die Bedingungen (15.1) und (16.1). Weil ¢ « A1>( ..xd, ist,
bekommt man aus (15.1) und S z/l die Bez.u,hungon (: o (Bf x...xEf) x
x(blz> X BR) Xk (BY, X x Bh) o (DY X...xb )><(b“>< X E3) x

X (Bjyx...xb}). Bs sclen B das Bild von b in der sch]lchten Abbl]dung
von ¢/ 'mf Al (dh. B, < B;) und b' die Prol(ktlon von B in 4,. Nach S 3/1
bekemmt man B, & B, < (BX x...xB5Y), weil B, HB: gilt. Nach der
Voraussetzung gilt die ]:-cylohung_, (,r < By x B, und darum mull netwendig
auch

B B, bY <. xE}, firx x=1..B (a)

gelten. Nach S 9/1 ist also B; in bezug auf A konvex. Nehmen wir jetzt (16.1)
und G A, x... x4, in Betracht, so bckommen wir durch analogische
Uberlegungen, dal} die Beziehung

Al o> A o> AT xAY fir o=1,..« (b)

richtig ist. 47 ist also in bezug auf B nach S 9/1 konvex und dic Behauptung
1. ist bewiescn.

S 18/1: Es sei (f > Ayx...xA, = A9, (& B, x...xB, = E" und es
gelten die Bezeichnungen aus § 17/1. Sind die Bedingungen (15.1) und (16.1)
erfiillt, dann besitzen die betrachteten direkten Produkte dquivalente Verfei-
nerungen.

Beweis: Nach S 17/1 folgt aus (15.1) und (16.1) die Giltigkeit der Bedin-
gungen 1. dicses Satzes, dh. die Bedingungen von S 16/1 sind erfilllt und damit
ist S 18/1 bewiesen.

2. DIREKTE ZERLEGUNGEN VON MENGEN

D 1/2: a) Es sei A ein nicht lecres System von nicht lecren, paarweise disjunk-
ten Teilmengen in G Dann sagen wir, daB A4 eine 7erlequng in G ist.

b) Wenn die Zerlegung 4 in G so bwcha.ﬂm\ ist, daB jedes Element von ¢
in einem Element von 4 vorkommt, so sagen wir, dall A eine Zerlegung auf
7 ist.

¢) Die trivialen Zerlegungen auf der Menge ¢ sind die sogenannte grgfite und
kleinste Zerlegung. Unter der grofiten Zerlegung G, verstehen wir die aus dem
einzigen Element G bestehende Zerlegung der Menge G. Unter der kleinsten
Zerlegung @y, verstehen wir das System von je einem Element von ¢ gebil-
deten Mengen.

V1/2: Es sei d eine Abbildung der Menge  auf dic Menge G*. Dann gilt:
Die zu der Abbildung d gehorige Zerlegung G der Menge G ist mit der Menge G*
dquivalent. Dabei sind die Elemente des Systems G die Teilmengen a, wo @
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die Menge eben aller Urbilder eines gewiscen Elementes a* € (* bedeutet, dh.
fiir jedes a € @ ist die Relation da = a* richtig.

Beweis: [1], 34.

D 2/2: Bs scien 4. B Zerlegungen auf G.

a) Die Zerlegung A(B) heifit Uberdeckung (Verfeinerung) von B(A), wenn
jedes Element von A die Vereinigung einiger Elemente von B ist. Diese Be-
ziehung driicken wir durch 4 = B oder B < A4 aus.

b) Uner einer gemeinsamen Uberdeckunr/ ( Verfeinerung) der Zerlegungen A,
B verstehen wir eine Zerlegung C(D) auf G, fir die ¢ 2 4.C =2 B(D £ 4,D <
< B) gilt.

c) Unter der kleinsten gemeinsamen Uberdcckunq (grofiten gemeinsamen Ver-
feinerung)_der Zerlegungen A, B_verstehen wir eine solche gemeinsame Uber-
deckung [4, B] (Verfeinerung (4, B)) dieser Zerlegungen, daB fir jede ihre
Uberdeckung C (Verfeinerung D) die Beziehung [4, B] < C(D < (4, B)) gilt.

d) Wir nennen die Zerlegung A komplementdr zu B, wenn ]edeq Element
i€ A mit allen Elementen b € B, die in demselben Element % e [4, B] wie
@ als Teilmengen enthalten sind, ‘inzident ist.

Bemerkung 1/2: Wenn 4 zu B komplementir ist, so ist auch B zu 4
komplementér ([1], 26).

S2/2: Essei oA, X... XA, =0, 94 =4, %X...xA4,_; xA,,,X... XA,
d cine schlichte Abbildung von ¢ auf G' und d, dic von d induzierte P-Abbil-
dung von G auf 4,. Ist weiter &, die zu d, gehorige Zerlegung auf @, dann ist
G, mit 4, aquwa]ent und die Elemente @, € @, sind mit “A4 dquivalente Mengen,
=1 ... a

Beweis: Ks sei a, die Menge eben aller Urbilder von ¢, in der P-Abbildung
d,, dh. die Menge aller Elemente a € ¢, fir die d.2 = a, eben dann ist, wenn
da = (ay, ..., a, ..., a,) gilt. In der erweiterten Abbl]dung d ist die Zerlegung
q, emvmdeutlg auf die 7erlegung @, abgebildet; dabei bedeutet G, die, aus
der Elemente @, der Form a, = (4, x...xA4, ;x{a} XA, X...xA,) beste-
hende Zerlegung. Fs ist leicht zu sehen, daf} jedes Element a, cine mit ©A
dquivalente Menge ist, und so ist auch @ mit “4 édquivalent. Nach S 1/2 ist
le Zelegung (7, mit der ) \Icngo A, dquivalent.

D 3/2: Es sei G« A;x. , d, die P-Abbildung von G auf 4, und @,
die zu der P- Abbx]dung d, gohonge Zerlegung auf @. Das System {G, ..., ,“}
von allen Zerlegungen @, heilt das vollstindige, zu dem System {A4,, ..., 4.}
gehirige System von Zerlegungen. Wir sagen auch, dafl dieses vollstindige S yslem
von Zerlegungen zu dem System {d,,...,d,} der P-Abbildungen gehort. Die
Menge {d,, ..., d,} von allen . Abbildungen d, heit das vollstindige, zu dem
System {4,, ..., A} gehorige System von P-Abbildungen.

83/2: Bs sei G = A, x...xA, = G und {G,, ..., G} das vollstindige, zu
dem System {4, ... a} gohorlge System von Z erlegungen Dann gilt folgendos

a) Die klemstp gemems‘tme Uberdeckung [G, G,] = G fir ¢ 5 250, % =
=1,

b) Jede zwei Zcrleglmgen G,, G, sind fir ¢, 2 = 1,..., « komplementir.

¢) Die groBite gememsame chfemelung der Zerlegungen des vollstindigen
Systems (G, ..., G) = G-

Beweis: a) Man kann ¢ < » voraussetzen. Es seien @, = 4, X... x{a} x
X x{@} X ... X A4,, b = A, X...x{b} x... x4, beliebige Elemente der Zer-
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legung @, und 2, = A, x...xA, x...x{x}x...xA, ein belichiges Element
der Zerlegung /7. Da a, b, Llemente aus 4, und , oin Element aus 4, sind,
haben wir auch rz Nz, #0,0 n z, #0. Jedes Element a, € G, ist also mlt je-
dem lulemont 7, €@, “inzident. So ergibt sich eine Bmdunq ([1], 12) jedes
Elementes @, mit ]odLm Element &, in der Zerlegung ¢, in bezug auf die Zerle-
gung G Wenn wir also die Definition und Ko wm‘uktlor. der kleinsten ge-
meinsamen Uberdeckung von @, @, beriicksichtigen ([1], 14), bekommen wir
[G.. G.] = @,,.. Nach der Voraussetzung (‘Xlstlcl‘t die schlichte Abbildung
d der Mengo G auf ¢, und es gilt dann @, = 47, G, = d-'G,, und darum ist
G, & G fr ¢, =1, ... 0, @ # .

b) Wie wir cben in a) gezei haben, sind je zwei Elemente 4, G, », e &,
inzident und gleichzeitig [7,. &,] = @,..... Nach D 2/2 sind also die Zerlegungen
@, G, komplementéar.

¢) Nach [3], 44 gibt es eben eine gemeinsame grofite Verfeinerung ¢ =

(Gy.....G,) der Zerlegungen G, ..., G,. Es sei nun @ # ¢,;,. Dann muf
in G wenigstens ein Element a existieren, welches wenigstens zwei verschiedenc
Elemente 2, y enthélt. Es sei da = (x4, ..., x,), dy = (1, -- ., ¥q). Dann miissen
die Elemente (xy, ..., @,), (#1 ... 4,) wenigstens in einer Kompon:nte ver-
schieden sein. Sei also z. B. z, 7£ ¥,. Nach der Definition der Zerlrgung @
gehéren dann aber die Elemente (2, ..., %4), (%, ..., ¥4) in zwei ver schledene
Elemente z, und y, aus G,. Dann sind aber auch die Elemente x, = d-'z;,
y. = d 1y, der Zerlegung G, voneinander verschieden und w, y gehoren dann in
zwei verschiedene Elemente der Zerlegung ¢, was im Widerspruch mit der
\oramset/ung steht. 13s ist also (). ..., @,) = 0

S4/2:Essei @ Ay x Ay, (o> Apx Ajund A, nut Aj dquivalent. Dann sind
auch die Mengen 4,, A ¢qu|v&lent

Beweis: Hs sei d die suhlichte Abbildung von G auf 4, x 4,, g die schlichte
Abbildung von G auf A;x4;, f die schlichte Abbildung von 4, auf 4; und
da = (a,, a,) € A, x 4,. lts ist leicht zu boweisan, dafd es cine schlichte Abbil-
dung h der Mongc @ auf A >/Az gint mit der Elgensc V6. daB ha = (a). a3)
nur eben dann ist, wenn fa_, = a} gilt. Nun wollen wir eine neue Abbildung k
der Menge 4, in A7 so definieren, ‘daB ka, == a; ist, wonn da = (a,, a,), ha =
= (ay, az) und fa, = a; gilt. Dann ist jedes Element a, € A4, Urbild fir wenig-
stens ein Element a; € 4. Anderse s ist jedes Element aus A das Bild von
einem Element aus 4,. Ist nunea, 7 b, € 4, unda = d-Y(a.,a,),b = d (b, u,),
vldnu gilt a # b. \uq den Beﬂchunfmn ha == (ay, ay). hb = (b, a3) folgt, dal%
ay # by, wul h eine sehlichte ‘\b‘)lldu"l y ist. Darum ist auch ka, + kby. k is
also eine schlichte Abbildung von 4 auf Aj.

D 4/2: Die Menge G nennen wir direkt zerlegbar, wenn es ein solches System
von Mengen 4,, ..., 4, gibt. dafl
1. ¢ direktes Produkt dieser Mengen, dh. (< A, ... x4, ist,

2. jede Zerlegung (7, aus dem vollstindigen, zu {4,, ..., u} geh(nm(\n System
{@,, ..., G} von Gy, verschieden ist, dh. G, # ¢/, fir ¢ =1, ..., a.

In diesem Falle spricht man auch uber die direkte Zerlegung der Menge (7 und 4,
heilt der direkte Faktor. Gibt es keine direkte Zerlegung von (7, sagen wir,
daf die Menge G direlkt wnzerlegbar ist.

S /2 Die Menge ¢ ist dann und nur dann direkt zerlegbar, wenn Mengen
Ay oo, A, der B lgenh.(lmft existicren, daf}
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a) G e A, x... x4, ist,
b) keine von P-Abbildungen d, aus dem vollstindigen. zu {4,..... 4,} ge-
horigen System {d,, ..., d,} schlicht ist.

Beweis: a) Es sei d, fir ¢ = 1, ..., a keine schlichte Abbildung der Meng~
G auf A,. Dann gilt firr die zu der P- -Abbildung d, gPhorlge Zerlgeung (7,
die BeZlehung G 2 Gois G0 # Gy Das System A, ..., 4, hat also die
Eigenschaf] 2) aus D 4/2.

b) Es se 4nun fur ein ¢ die P- Abblldung d, eine schlichte Abbildung von ¢
auf A,, 1 £ ¢ £ . Dann gilt @, = G, und die Eigenschaft 2) aus D 4/2 ist
nicht erfillt.

8 6/2: Es sei @ eine direkt zerleghare Menge. Dann ist ¢ — A, ... x4, wo
a)a = 2,

b) fur Kardinalzahlen von wenigstens zwei Mengen 4,. 4, (¢ # x) Cardd4, > 1.
Card4, > 1 gilt.

Beweis: a) Wenn a = 1 wire, hiitte man ¢ < A4, und die P-Abbildung d,
wiire eine schlichte Abbildung, was im Widerspruch mit S 5/2 steht.

b) Es sei G direkt zelegbar und G < A, x...x4,. Setzen wir voraus, daf}
fir alle ¢ # %, x =1, ..., a Card 4, = 1 gilt. Dann ist 4, x...x4,x... x4,
mit 4, dquivalent. In diesem Falle ist aber die P-Abbildung d, von ¢ auf 4,
eine schlichte Abbildung, was im Widerspruch mit S 5/2 steht.

D 5[2: Bs seien 4,, ..., A, Zerlegungen auf G, von denen jede zwei kompie-
mentir sind, und es gclto noch:

a)[A, 4] = Gy for ¢ # % 2= 1. ...«
D) (A, ey A) = Gy B
Dann heillen die Z mlequngen Ay, ..., 4, stark komplementdr.

S 7/2: Die Menge G ist dann und nur dann dirckt _zerlegbar, wenn auf
G nichttriviale, stark komplementire Zerlegungen A4,, A, existieren. Gibt es
solche Zerlegungen, dann gilt ¢« 4, x4,.

Beweis: a) Es sei ¢ direkt zerlegbare Menge. Nach S 6/2 ist « = 2 und
G < By x...xB,. Nach 8 6/2 und S 2/1 gibt es solche Mengen A,, 4,, dall
Ay o Byx...XB,, Ay By x...xB,, 1 £t £ « wobei Card 4, > 1,
Card 4, > 1. Es gilt : 1lso G A, >’A Dann muB die zu der P- Abhlldung d,
gehonge Zerlegung *G/, auf & mchttuvml sein. Nach D 4/2 ist &, 2 G, es
gilt aber auch ¢, # G, fir ¢ = 1, 2. Wire nimlich z. B. ¢, = G’wx s0 miif te
die Mcngo A, notwendig nur ein einziges Element enthalten, dh. Card 4, = 1,
was im Widerspruch mit S 6/2 stiinde. Nach S 3/2 und D 5/2 sind die Zerlegun-
gen stark komplementir. Nach S 2/2 ist G, mit A, dquivalent. KEs ist also
(rHG’lXGZ dh. G 4, x4y, woG, =4, t=1,2

b) Es sejen A4, 4, nichttrivmlc stark kompleme tiire Zerlegungen auf G
Dann ist 4, # 4,, denn im cntgogengesetlen Falle miite fir ihre gemcinsame
meun(lung (4, Ay) = 4, # @, gelten, was im Widerspruch mit D 5/2
wire. Um zu zeigen, daB G eine direkt zerlegbarc Menge ist, geniigt nun, die
Gilltigkeit der Relation G «> 4, x4, zu beweisen. Durch @, bezeichnen wir
das Element der Zerlegung 4,, ¢ = 1, 2, welches das Element @ € G enthiilt.
Wir definieren jetzt eine Abbildund d der Menge G in 4, x 4, folgendermaBen:
da = (@, a,) tira € G, @, € 4,, d, € 4,. Wir werden beweisen, daB d die Abbil-
dung von G auf 4, x 4, ist. Scien a, e 4,, @, € A, beliebige Elemente und a ¢ @, .
bea,. Weil AJL,A2 st.ark komplemenfm( 7erlegungen sind, ist [4;, 4y] = Gy
und es existiert also zu jeden zwei Elementen a. b ein Element « € (@ derart, daf}
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a..w einem und demselben Element «, € 4, und b, & einem und demselben Ele-
ment @, € 4, gehéren. Dann gilt nach der Definition der Abbildung d, daB
du = (ay, @y). Jedes Element (d,. @,) € 4, x 4, ist also das Bild wenigstens eines
Elements v € G. .

Weiter ist d die schlichte Abbildung von G auf 4, x 4,. Es sein a. b beliebige
Elemente aus G. aed, € d,, beb,e€ A, und es sei @, = b, fir ¢ = 1,2, Das
bedeutet aber. dall a, b € d,. a, b € d, gilt. Dann liegen a. b in einem und demsel-
ben Elemen® a der grofiten gemeinsamen Verfeinerung (A,, 4,) der Zerle-
gungen 4,, 4,. Da aber 4,, 4, stark komplementiir sind, ist (4,, 4,) = G,
und also auch a = b. Daraus folgt daBl jedes Klement (a,.d,) € 4, x4, das
Bild meistens eines Elements @ e (Z in der Abbildung d ist.

Es sei nun d, die durch d induzierte P-Abbildung von ¢ auf A, und G, die
zu der d, gehorige Zorlegung auf (. Tst da = (@ , 4y), a € @, € 4, dann gilt nach
D 2/1 fir die P-Abbildungen dya = a,, dya = a@,. Weil jcdes Element a ¢ ¢/
in einem Element 4, € 4, liegt, bilden dl(‘ Mengen G, = 4,. G, = 4, ein voll-
stindiges, zu {4,, 2} gehdriges System von Zerlegungen auf G. Nach der
Voraussetzung gilt @, = A4, # G, fir ¢ = 1, 2. Somit ist der Satz bewiesen.

D 6]2: Eine Menge G heif}t direkt vollstindig zerlegbar, wenn sie direkt zer-
legbar ist und wenn fiir jeden Faktor 4, der direkten Zerlegung ¢ «» 4, x ... x
< A4 noch folgende Bedingungen fiir ¢ = 1, ..., o gelten:

a) A, ist eine direkt unzerlegbare Menge.

b) die Kardinalzahl Card4, > 1.

In diesem Falle spricht man auch von einer vollstindigen direkten Zerlegung.
Andernfalls sagt man, dal G nicht direkt vollstindig zerlegbar ist.

D7/2: Es seien G o Ay x ... x Ay. H e By x x By die direkten Zerle-
gungen von ( und H. Wenn es eine starke Abblldung i der Menge A4, x...x 4,
auf die Menge B, x...x B, gibt, sagen wir, daB deie belrachleten Zwlequnjtn
dquivalent sind.

8 8/2: Es seien (¢ > Ay x...x A, = AW, G < B, x...x B, = B? vollstin-
dige direkte /erlegungon von G. e ein beheblgeﬁs iestgewahlteq Klement aus

G ooy ....e)ed™ e (ef.....e)e B, G > A7 o ({ep 5o x A
Kook iegy), G2 By e ({eg) ... ,xB %o dept). Wenn noch eine der folgend(-n
Be dmgungen gilt, dann st
1. 4] in buug auf B und B in bezug auf A fir e -1 .. 0w 2= 1. ... 8
k()nw-xA

2.4, o By x By x.. . xBp,.  fir =1, .. 0

B, AT, x A5, x ... xAY,  fir  x=1...., 8

wo A%, die Pr0]ektmn von A; in B, und B}, die Projektion von B, in 4,
hodoutet so sind die betrachteten % er]egungux dquivalent.

Beweis: Nach S17/1 sind die Bedingungen 1. und 2. dquivalent. Der
Beweis wird fiir 1. durchgefithrt. Nach (13.1) ist 4, & C,; x ... xC\,. Weil
G Ayx...x4,. Qo B x...xB, die direkten vollstindigen Zerlegungen
sind. sind auch die direkten Faktoren 4,, B, direkt unzerlegbare Mengen und
fux ihre Kardinalzahlen gilt Card4, = 2, CardB, 2 2, ¢=1.....a x =
= ,B. Da A, eine direkt un7er]cgbare Menge ist, mufl es ein Ind(-x %,
1 g * g B der Eigenschaft geben, daf3 Cardﬂx = Cardd4, z 2und CardC,,
= 1 firu #x,0=1,..., 0,0, u=1,. ﬁgllt und darum auch 4, & (,,,c Ht
Nach (14.1) gilt B, « Oy, » ... xCy,, =1, ..., . Weil auch B, eine direkt
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unzerlegbare Menge ist, gibt es ein Index d, 1 £ § < «, der Eigenschaft,
daf CardC,, = CardB, = 2 und CardC,, =1 fir »=0: 0. v=1.....
»x =1, ..., p gilt. und darum auch B, & C;, ist. Mit Riicksicht auf S 2/1 b)
darf man voraussetzen, daB3 6 = ¢, dh. B, «» C,, ist. Nach S 16/1 gibt es dqui-
valente Verfeinerungen

G e Cyy X Oy Oy x oy X .Cy.
. xCyy

der gegebenen direkten Produkten. Die starke Abbildung i ist durch die Be-
ziehung i {C,} = {C,,} gegeben. Dabei entsprechen den wesentlichen Kompo-
nenten der einen Verfeinerung die wesentlichen Komponenten der anderen
und den unwesentlichen Komponenten entsprechen wieder die unwesentlichen
der anderen Verfeinerung. Nach D 6/2 sind in der vollstindigen direkten Zerle-
gungen die unwesentlichen Komponenten ausgeschlossen. Weil C,, > 4, eine
wesentliche Komponente ist, muf} sie auch in der direkten Zerlegung &' « B, x
X...Xx By auftreten. Hier ist aber fiir jeden wesentlichen ¥aktor (', « B, .
Dieses bedeutet, dal} es zu jedem ¢ eben nur ein x so gibt, dal 4, « C,, & B,
ist. Dann existiert eine schlichte Abbildung h der Eigenschaft, daBl wenn
h{d} ={B,} fire=1,... 0 %= 1,..., §ist, so sind die Mengen 4, und B,
aquivalent. Somit ist der Satz bewiesen.

G Oy xCyy X X Oy xCy ..

1I. GRUPPOIDE

3. DIREKTE PRODUKTE VON GRUPPOIDEN

S 1/3: Es sei a cine natiirliche Zahl, 2, ..., 9, Gruppoide. 4,..... 4, ihre
Felder, (" = A, > ... <A, = A"l und (a,, ..., a,), (b,.....hy) beliehige Ele-
mente aus (. Definieren wir eine Multiplikation in G’ durch

(@ys oeoi@q) (bys o by) = (ayby, ..., agb,). [1.3)

50 ist " das Feld eines Gruppoides 6, was wir mit 6’ = 2, x ... x A, = Alel
bezeichnen.

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition des Gruppoides und der
Bedingung (1.3).

D 1/3: Es seien ®, A, . ..., A, Gruppoide. Gibt es eine isomorphe Abbildung
d des Gruppoides ® auf das Gruppoid el = 9, x... x A, sagen wir, daB
das Gruppoid & das direkte Produkt von Gruppoiden 2, ist und wir schreiben

6o A x... XA (2.3)
oder kiirzer 6 «> ', 9, nennen wir die t-te Komponente des direkten Produktes.
Wenn fir ¢ € 6. (a,.....a,) € A, da = (a,. ....a,) ist, schreiben wir auch

a e (ay, ....a,) (3.3)

und das Element a, hei3t die -te Komponente des Elementes a.

Bemerkung 1/3: Weil der Isomorphismus von Gruppoiden eine Aquiva-
lenzrelation ist, schreiben wir: Wenn 6 « lal 9idl Bl — B, % ... X By
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ist, dann ist auch G < ¥ Wenna « (ay. ..., tg) =a',a’ > (b,. ..., by) e B,
wobei @ € 6, a’ € W ist. dann ist auch @ « (by, ..., b/g) Die letzte Beziehung
besagt, dafl in der isomorphen Abbildung von  auf 8% dem Element « des
Gruppoides & das Element (b,. ..., b;) des Gruppoides B8 zugeordnet ist.

S 2/3: Bs sei 6 « A, »... x Ay Dann gilt

a) G > (Ay XX W) X (W X X W) X X (W X X A), wo 1T 2B <
< ... <X g o ist; '

b) ® > AWy, XAy, XX W, ), WO %y, %y, ..., %, die Zahlen 1. 2. ..., « in einer

beliebigen Anordnung sind;

O AN, wol £0= aund WA o Wy W, W, 00 x A st

Der Beweis folgt leicht aus S 2/1, S 1/3 und D 1/3.

S 3/3: Es sei © < A x... x A, = A, Dann existiert in 6 cin idempotentes
Element ¢ dann und nur dann wenn es in jedem Gruppoid 2, ein idempotentes
Element e, (¢ = 1, ..., ) der Eigenschaft gibt, daB e & (e, ..., ;).

Der Beweis ist klar.

S 4/3: Es sei G o A x...x A, = A, ¢ das idempotente Element in &, d
die isomorphe Abbildung von & auf A4, de == (e, .... e,). Es sei @] ein solches
Flement aus 6, dal ¢ = d-Ye¢;. .... €., @, € yy. ..., €,) gilt. Dann
a) die Menge A; aller Elemente a; € & ist das Feld des Untergruppoides 2,
welohes mit 2, isomorph ist,

b)n91~p

Be“ eis: a) Nach S 3/1 a) existiert die schlichte Abb]ldun,g d des Feldes 47
auf das Feld 4, des Gruppoides U,, und darum ist 4; das Ield des mit 2,
isomorphen Gruppoides A, .

b) Nach S3/1 b, ist fur die Felder der Gruppoiden 9 die Bezichung

n A7 = e giiltig, womit unser Satz bewiesen ist.

Verabredung 1/3: Weiter werden wir mit e ein beliebiges, festgewiihltes
idempotentes Element ans & und mit 2] das Untergruppoid aus S 4/5 hezeich-
nen.

S 5/3: Es sei d die isomorphe Abbildung von 6 auf U, x...x A, = &,
e. ¢, idempotente Elemente und de = (¢,, ..., ¢,). Es sei noch U] = d-1({e,} x

XA XL x{ey)), B ein Untergruppoid in ¢ und 8’ = d9 sin Bild in dem
Isomorphismus d. Es sei weiter f die isomorphe Abbildung von A7 auf 9A,,

=A;n B # 0. fR =B, < A,. Dann ist P’ = VB, ... xP, ein Unter-
gruppoid in 6" und es gilt B < B’ < G".

Beweis: By = A n B, als ein nichtleerer Durchsehnitt von zwei Gruppoi-
den, ist wicder ein Gruppoid. Darum ist sein isomorphes Bild P, auch ein
Untergruppoid in A,. Nach S 1/3 ist ' ein Gruppoid. Die letzte Behauptung
des Satzes berithrt nur die Felder der betrachteten Gruppoiden und ist nach
S 4/1 giiltig.

D 2[3: Es sei d die isomorphe Al)blldm)g des Gruppoides ¢ auf ;3 x...x

<Ay = A und da = (a. ..., a,, a,) e A, ae®.

a) Dann heilit a, die Plo]elctmn (les Elementes a in N, ¢ = 1,

b) Ist B 5  einc Teilmenge in ® und B} die Menge von allen Prm(‘khoncu
b, der ElomentPn b, e B in A, vennen wir B die Projektion von B in ¥,
=1, 0
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S 6/3: Bs sei d die isomorphe Abbildung von ® auf 2, x... x %, und d, die
Projektion des Feldes ¢ von ¢ auf das Geld 4, von 2, aus S 5/1. Dann ist d,
eine Deformation von & auf A,, die von dem Isomorphismus d induziert ist.
(Sie wird als Projektion oder P-Deformation von ® auf U, bezcichnet.)

Beweis: Nach S5/1 ist d,@ = @, eben nur dann, wenn da = (a,, ..., a,,
..., a,) ist und in diesem Falle ist d, die Abbildung von ¢ anf 4,. Wenn nun
noch db = (by, ..., b, ..., b,), dh. d,b = b, ist, dann gilt (da) (db) = d(ah),
und also (d,a) (d,b) = d,(ab).

S 7/3: s sei d die isomorphe Abbildung des Gruppoides © auf 9, x ... x
XA, = ', B cin Untergruppoid in 6, dB = B’, e das idempotente Klement
in & und de= (¢f,...,¢,). Bs gelte Ay = d-{e,}x... x U x... x{e,}).
Pr= A n B #£0, dB; = ({ey) ... X P, x... X{e}) o B, < A Hs sei weiter
V¥ die Projektion von B in A,. Dann gilt
a)P, < BF <A, e=1,...
b) wenn P’ = B, x...>

5 0
Vo, BF = VI ... x B ist, so ist die Bezichung

¥ ey B (4.3)

richtig.

Beweis: a) Nach dem Beweis von S 5/3 ist B, ein Untergruppoid in ,.
Weil nach S 6/3 d eine Deformation von & auf U, ist, ist dic Projektion B}
des Gruppoides B in 9, wieder cin Gruppoid. Fir ihre Felder gilt die Bezie-
hung a) aus S 6/1 und somit ist die Behauptung bewiesen.

b) P’ und B* sind Gruppoide nach S 1/3 und fiir ihre Felder ist (3.1) und
somit auch (4.3) giiltig.

S 8/3: Behalten wir die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus S 7/3.
Wenn nun mindestens eine der Gleichheiten

P, = B, t=1,...,a (5.3)
Py X P = P =B, (6.3)
BIx...x Bt = B* = B’ (7.3)

richtig ist, sind gleichzeitig alle richtig.

Beweis: Fir die Felder der betrachteten Gruppoide ist der Satz nach S 7/1
richtig. Weil die direkten Produkte Untergruppoide in &, sind, ist der Satz
bewiesen.

D 3[3: Ts sei © o A, x... XA, = A und § ein Untergruppoid in 6. Ist
sein Feld H eine konvexe Teilmenge in bezug auf AWl = 4, x...x4,, dh.
in bezug auf des Fold des Gruppoides ', sagen wir, daB § ein in bezug auf
W konvexes Gruppoid oder daB § ein relativ konvexes Gruppoid ist. Ist das
Feld H des Gruppoides $ eine konvexe Untermenge. dann sagen wir, dall §
ein konvexes Unlergruppoid in & ist.

§9/3: Es sei © ein Untergruppoid in ® « A, x,.. x A, = AW, §* die
Projektion von $ in 9, (¢ = 1,...,a) und §’ sein Bild in der isomorphen
Abbildung d des Gruppoides 6 auf 2,. Dann ist § in bezug auf A dann
und nur dann konvex, wenn

it 9= 9IX. XS = 9% 9 (8.3)
gilt.
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Beweis: 9. §' und also auch $* sind Gruppoide. Die iibrige Behauptungen,
die nur die Felder der betrachteten Gruppoide betreffen, sind nach S 8/1
richtig.

S 10/3: Es sei § ein Untergruppoid in & « %, «... <A, = A §" sein
Bild in dem Isomorphismus d des Gruppoides ¢ auf '*, ¢ “das idempotente
Element in & und de = (e,....,¢,). Ks seien weiter ‘Ilf‘ = d1({e,} x... %

Uk oxfegd) = 47U, P =AW 0 H A0, dP; = (e} X ... XPxX .. X

deg)) = B o P, < A, HF die Projektion von § in A, P = P, ¥ .. <P,

H* = 9} .o x 9. Dann sind folgende Aussagen
Po= O =1, (9.3)
P = H e H. (10.3)
H=9 05 (11.3)
$ ist in bezug auf A konvex, (12.3)

untereinander dquivalent.

Beweis: Der Satz ist dic Zusammenfassung von S 8/3 und S 9/3.

S 11/3: Es seien $, & Untergruppoide in 6 « A x ... x A, = AW P =
= 9Hn K £0und By, 9. K Projektionen in A,. Dann gllt fir c— 1. ...
(Hn K =BT = (97 n KD). (13.3)

Beweis: Es ist bekannt, daB jeder nichtleere Durchschnitt von zwei Grup-
poiden wieder ein Gruppoid ist. Die zweite Behauptung betrifft nur die Felder
der betrachteten Gruppoiden und (13.3) gilt also infolge (12.1).

8§ 12/3: Es seien $, & Untergruppoide in 6 « A, x... x A, = A, die in
hezug auf AW konvex sind, und R = H n K # ¢. Sind P}, $F, K die Pro-
jektionen von B. . K& in A,. dann gilt: a) P ist ein in bezug auf A'e) konvexes
Untergruppoid, b) (9 n K)f = P = 6 n KF fir e = 1. ...,

Beweis: Nach S 11/1 ist der Satz fur die Felder der betrachteten Gruppoiden
richtig und weil ein nichtleerer Durchschnitt von Gruppoiden wieder ein Grup-
poid ist, ist der Satz bewiesen.

S 13/3: Es sei e das idempotente Element in 6, d die isomorphe Abbildung

von & auf A;x ...« A, = W, f die isomorphe Abbildung von & auf B, x
< ..X%g: ‘B""‘, de — (€15 -0 ), fe= (e].....e;). Weiter es seien Ay =
ey} o x W x.xfey)). B, = ‘({nl}x KB, eg)), AL, dio

l’m](ktl(m von A, in % und B, die Pm]oktxon von Tr in 9A,. Ist nun das
Untergruppoid 2 in beLug auf B4 und B, in bezug auf A konvex (=
=1, ..., 00 %= 1 ... f). sind die (;uuppmde A%, (A n By) und B, iso-
mmph

Beweis: Dieser Satz kann man analog wie der Satz S 121 beweisen, nur
hrauchen wir anstatt der Mengen die Gruppoide und anstatt der schlichten die
isomorphe Abbildung zu betrachten. Die Sitze S 3/1. S 11/1 sind durch S 4/3,
S 12/3 zu ersetzen.
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S 14/3: Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus S 13/3.
Dann existieren die Gruppoide €,,, die mit. (2; n B;) isomorph sind, und zwar
der Eigenschaft. dall die Beziehungen

WU, o €y xEuyx...xE,,. c=1,...,a (14.3)
2= 1.....p. (15.3)

gelten,

Den Beweis kann man analog zu dem Beweise des Satzes S 13/1 fuhren,
indem man dic Begriffe der Menge und der schlichten Abbildung durch die des
Gruppoides und des [somorphismus ersetzt, ebenso wie S 8/1. S 12/1 durch
S 9/3und S 13/3.

D 4/3: Es sei

G Ay 2N, (a)

und A, > A,y > ... %Ay, . wo p, eine natiirliche Zahl fir ¢ = 1. ..., o ist. Dann

heilit

© > Wyy X KWy X Wy X oo X Wy, %o Wy X X Wy, (b)

die Verfeinerung des direkten Produltes (a).

Bemerkung 2/3: Jedes direkte Produkt ist zugleich seine Verfeinerung.

D5)3: Bs sei 6 o Ayx...xA, und H o B; x...xB,. Es existiere einc
schlichte Abbildung i der Komponenten ¥, des direkten Produktes & auf die
Komponenten B, des direkten Produktes $ der Eigenschaft, daB die Grup-
poide A, und B, isomorph sind, wenn nur {A} = {B,} fir ¢ =1,...
= 1..... f ist. Dann heillt i starke Abbildung von (A, x...xA,) auf (B, ~
X...x By) und die direkten Produklte ©, © heiflen isomorph.

Bemerkung 3/3: Zwei isomorphe direkte Produkte besitzen natirlich eine
gleiche Anzahl der Komponenten (« = f) und es gilt & — $. Sehr oft betrach-
ten wir den Fall, dafl ®& = § ist.

D 6]3: Es sei 6 o Ay x...xA,. Das Gruppoid U, heildt wesentlicke oder
unwesentliche Komponente des direkten Produktes. wenn dieses von seinem
Felde A, (¢ =1,....a) gilt. Das direkte Produkt, dessen jede Komponente
wesentlich ist. dh. Card %, > 1, heifit reduziert.

S 15/3: Es seien A;, ..., A, die wesentlichen Komponenten des direkten
Produktes G« A, x...xA,. Dann gilt fiir das reduzierte direkte Produkt
6 > A, x Ay die Beziehung o’ < a.

Der Beweis ist evident.

S 16/3: Es seien G o Ay x...xA,, Ho By x...xB, direkte isomorphe
Produkte. Dann sind ihre reduzierten direkten Produkte auch isomorph.

Der Beweis folgt unmittelbar aus S 15/1, D 5/3 und D 6/3.

8 17]3: Bs seien G > Ay x ... x A, = A G« B, x...x By = B ¢ das
idempotente Element aus 6, ¢ o (¢;. ....¢,) € AW e (e, ..., ef) e B,
A o (feg) X XU XX {eg)), By o ({ef X X B, x ... x{eg)). Ist A7 in
bezug auf B und B; in bezug auf A fir c =1, ..., 2, x = 1, ..., f konvex,
besitzen die betrachteten direkten Produkte isomorphe Verfeinerungen und das
Gruppoid & ist dann das direkte Produkt von Gruppoiden €, die mit
(A; n B;) isomorph sind.

Beweis: Benutzen wir die Bezeichnungen aus S 14/3, so ist der Beweis
analog dem Beweise des Satzes S 16/1, nur brauchen wir die Begriffe ..Menge,
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schlichte Abbildung, dquivalent” und die Beziehungen (13.1), (14.1) durch
Begriffe ,.Gruppoid, isomorphe Abbildung, isomorph* und die Beziehungen
(14.3) und (15.3) zu ersetzen.

S 18/3: Es seien Ges U, x... X Wy = WA, G B, % ... X B, = B, ¢ das
idempotente  Element in G, e« [eg,...,e,) e A, e (e, ..., ep) € B,
A o (e} X XA X xfeq)), B o ({e) X x B, x... x{ep}), AL, die Pro-
jektion von A; in B, und B, die Projektion von B; in A,, dann
1. 9 ist in bezug auf B und gleichzeitig B, ist in bezug auf A dann und
nur dann 1(01\\"(‘}{. wenn
9 .
A, o B}, x... x B, (16.3)
und gleichzeitig -
B AL, %A, (17.3)

far e =1,...,a %= 1,..., fist.

Beweis: Nach S 17/1 gilt der Satz fiir die Felder der betrachteten Gruppoide
Gleichzeitig sind 47, B2, A%, B}, nach S 4/3 und 8 7/3 die Felder der Grup-
poide A;, B2, Ak, VX . Nehmen wir noch den Umstand in Betracht, dafl in
dem Satz und Beweis betrachtete schlichte Abbildung eine Deformation ist,
dann ist unser Satz bewiesen.

8§ 19/3: Es sei G «» Ay ... x Wy = W, § > By x... x B, = B Hs gelten
weiter die Bezeichnungen aus S 18/3 und die Bedingungen (16.3), (17.3).
Dann besitzen die angefithrten direkten Produkte isomorphe Verfeinerungen.

Beweis: Nach S 18/3 sind die Bedingungen (16.3) und (17.3) mit der Be-
dingung 1. dieses Satzes équivalent. Nach S 17/3, deren Bedingungen er-
fallt sind, gilt also die Behauptung unseres Satzes.

D 7|3: Eine Menge Z aller Elemente z des Gruppoides ® der Eigenschaft,
daB fir jedes Element a € ® die Beziehung za = az gilt, heifst Zentrum dieses
Gruppoides; das Elemenl z € Z heifst zentral.

Bemerkung 4/3: Die Menge Z kann leer sein. Wenn Z = (J ist, dann braucht
sie nicht notwendig das Feld eir »s Untergruppoides in & zu sein. Wir werden
zwar weiter vorausselzen, daf8 Z eine gruppoidale Untermenge in & ist, aber alle
Uberlegungen, welche wir unter dieser Bedingung machen werden, behallen ihre
Giltigkeil auch ohne diese Bedingung. Dann geniigt es, statt der Untergruppoide
und Faktoroide die nichtleeren Mengen und Zerlegungen zu betrachten.

Verabredung 1/3: Unter cinem Zentrum 3 des Gruppoides & verstehen
wir die nichtlere Teilmenge Z aus D 7/3, die in bezug auf die Multiplikation in
© gruppoidal ist.

S 20/3: Das Zentrum 3 des Gruppoides & « 2, ... x U, ist das konvexe
Untergruppoid in 6.

Beweis: Es sei 2 e (v, ....ag), ¥ (U1, -0 Ya)s @ (A, ..., @), @€ G,
x,ye3. Dann gilt einerscits ax o (A, ..., agr,), @ > (B0, ..., 2,
0y > (Ayly, o ony Qglly), YU (Yally, ..., Yotty) und anderseits ax == wa, ay
Darum haben wir auch (ayx,, ..., @&,) = @1, .., Tla), (Y15 ovs QYs) =
= (yty, ..., Yu). Die Elemente @, , 3, gehoren in das Zentrum 3, des Geuppoi-
des 2, weil fiir jedes a, € ¥, die Bezichungen a2, = xva,, ay. = ya,, =
=1, ..., o, gelten.

s sei nun z, ein beliebiges Element von a,, %, und z ein solches Element
aus 6. fir welches z < (2, ..., 2,) ist. Dann ist offenbar (#y2,, ..., azz,) =
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= (2484, -++» Z48,). Darum gilt auch fir das Element a < (a,, ..., a,) die
Gleichheit az = za und z gehort in das Zentrum 3, was die Konvexitit des
Zentrums 3 beziiglich ! bestitigt.

Ist nun 6 B, x...x B, = B, dann kann nan analog beweisen, daB
das Zentrum 3 in bezug auf B ein konvexes Untergruppoid in ® ist.

8 21/3: Das Gruppoid 6 « 9, x...x A, besitzt ein Zentrum 3 dann und
nur dann. wenn jedes Gruppoid A, das Zentrum 3J3,, ¢==1,..., o, besitzt.

Beweis: a) Besitzt & das Zentrum 3, dann ist aus dem ersten Teil des
Beweises von 8 20/3 klar, dal auch A, das Zentrum besitzt.

b) Es sei nun 3, das Zentrum von A,, ¢t = 1, ..., e und z € ® so ein Element,
fiir welches z o (25, ...,2,), 2z, €3, gilt. Fir jedes aec 6. a o (ay,...,a,),
folgt aus den Beziehungen az & (@2, ..., a2,) = (2,0, ..., 2,,) © za die
Cleichheit za = az. Das Element z gehort also in das Zentrum 3 des Gruppoides
Gundesist 3 23 > 31 %... X3y

S 22/3: Es sei 3 das Lentrum des Gruppoides © « A, x ... <A, und 3,
das Zentrum des (uuppmdoe A,e=1,...,0 Dannist 3 d(ms dlrokte Produkt
von 3,, dh. 3 x

Beweis: a) Hssei 3F dlePro jektionvon 3inW,,x € 3,a€ 6,2 < (v, ...,2,),
a e (A, ..., a,). x,, a, die PmJoktlon von x, a mQI Nach dem ersten Teil deses
Beweises von S 20/3 ist 2.0, = ax,. Es sind also die Tlemente x, € 37 in A,
zentral, woraus 37 < 3, fiir ¢ = 1, ..., « folgt.

b) Es sei nun z, € 3,. Dann gehort das Element z € 6, fir dasz «> (25, ..., z,)
gilt, in das Zentrum 3 des Gruppoides ®, was aus dem Punkte b) des Beweis
S 2i/3 folgt. Aus dieser Eigenschaft und aus der Definition der Projektion
folgt, daB 3, < 3¥ ist, und darum mufl infolge a) des Beweises S 22/3 3, =
¢ =, ..., gelten. Da 3 ein konvexes Gruppoid ist, gilt nach S 9/3 3 < 37 x
X...xX 3% woraus sich infolge 3F < 3, dic Beziechung 3o 3;%...X3,
ergibt.

S 23/3: Es sei 3 das Zentrum des Gruppoides &, 3, das Zentrum in A,,
t=1,...,0. Dann verursacht jede Verfeinerung des dirckten Produktes
® > A, ... x A, eine Verfeinerung des Zen'ums 3 < 3, X... X 3q-

Beweis: Es sei ® o Wy X X Wy, X Wgy X X Wy, X oo X Wy X oo X Wy
die Verfeinerung des Produktes ® < A, x... x A, dh. es sei A, & A,y X... X

‘JIA, ,t=1,..., 00, wo y, eine naturliche Zahl ist. Nach S 22/3 ist 3 & 3, x
X 34s WO ‘} das Zentrum in 91, ist. Nach § 21/% und S 22/3 gllt dann
3, > 3y XX Bupy s WO B, das Zentrum in W, ¢ == 1, .., 6, =1, ..., y,, ist.

Es gilt also
3 Ju Koo X By X 3o X oo X 32y X e X Bar X oo X Biays

womit unser Satz bewiesen ist.

4. DIREKTE ZERLEGUNGEN VON GRUPPOIDEN

D 1]4: a) Eine /ellegung A in (auf) einem beliehigen Gruppoid & nennen
wir (’newp’ndr) Zerleguny in (auf) 6, wenn es zu jeder zweigliedrigen Folge von
Elementen @, b e A ein Element ¢ € 4 gibt, fiir das die Beuehung ab < ¢ gilt.

b) Essci 4 eine erzeugende Zerlegung in (auf) dem Gruppoid ®. Definieren
wir die Multiplikation der Elemente @, b € 4 so, daB @ O b = ¢ dann und nur
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dann, wenn @b < ¢ ist. In diesem Falle sagen wir, dal} 4 das Feld des Grup-
poides 2 ist. Das Gruppoid A nennen wir Faktoroid in (auf) dem Gruppoid 6.

c) Die trivialen Faktoroide auf dem Gruppoid ¢ sind das grofite und das
kleinste Faktoroid auf ®. Das grofte (kleinste) Falloroid Tﬁ,m.‘ (Gyy) ist ein
solches, dessen Feld die groBite (kleinste) Zerlegung Gac (Gin) auf © ist.

S 1/14: Es sei d eine Deformation des Gruppoides 6 auf das Gruppoid G*.
Die Zerlegung D auf ®, die zu d gehért, ist erzeugend und sie ist das Feld des
zu d gehorigen Faktoroides D. D ist mit G* isomorph.

Beweis: [1]. 103.

D 2/4: Bs seien 9, B Faktoroide auf dem Gruppoid 6.

a) Wir sagen. daB das Faktoroid W(B) eine Uberdeckung (Verfeinerung) des
Faktoroides B (A) ist, wenn fir ihre Felder 4 = B gilt und wir schreiben
A 2 Boder B < N, ‘

b) Unter einer gemeinsamen U'berdeckung der Faktoroide 9, B verstehen

wir jedes Faktoroid € auf 6, fir welches € = U, € = B gilt. Eine gemeinsame
Verfeinerung von A. B ist jedes Faktoroid D auf @, fir welches D < 9,
D < Bgilt.

¢) Die kleinste gemeinsame Uberdeckuny von Faktoroiden 9. % ist ein solches
Faktoroid [2. B] auf 6. daB fir jede gemeinsame Uberdeckung € von A, B
die Beziehung [, B8] £ € gilt. Unter der grofien gemeinsamen Verfeinerung von
A, B verstehen wir ein solches Faktoroid (. B) auf @, fiir welches (A, B) = D
ist, wo D eine beliebige gemeinsame Verfeinerung von U, 8 bedeutet.

d) Wir sagen, daB das Faktoroid ¥ zu dem Faktoroid B komplementir ist.
wenn dasselbe fir ihre Felder 4, B gilt.

Bemerkung 1/4: Ist 9 zu B komplementiir, so ist auch B zu U komplemen-
tir. Das folgt aus der Bemerkung 1/2 und aus D 1/4 d).

S 2/4: Bssei &« Wy WAy = 6, OW > Wy X W,y WU,y X U
d, die Deformation von & auaf ,. welche durch den Isomorphismus d des
sruppoides & auf & induziert ist und ®, das zu dieser P-Deformation d,
gehorige Faktoroid auf 6. Die Elemente @, € 6, sind dann mit, @9 éiquivalente
Mengen und das Faktoroid G, ist mit A, c=1...., a isomorph.

Beweis: Nach S 2/2 ist jedes Element d, € ®,, fir welches d, = d-ld/ =
= d Ay X X Wy ) XAy X o<W gilt, eine mit “A dquivalente
Menge. Das Element d, ist dabei die Menge aller Elemente von . dic in der
P-Deformation d, als Urbilder des Elements a, € %, vorkommen, dh. d, ist
ein Element des zu d, gehérigen Faktoroides ®,. Nach S 1/4 ist ®, mit A,
isomorph.

D 3/4: Es sei ® « A, x<...xU, = & und d, die, durch den Isomorphismus
d von 6 auf &, induzierte P-Deformation von & auf 2,. Dann heillt das
System {(_S';l, ..., G4} von allen Faktoroiden aus S 2/4 das vollstindige, zu dem
System {A,, ..., Wy} (oder zu dem System {d,, ..., d,}) gehorige System von Fakto-
roiden. Die Menge {d,, ..., d,} heit dann das vollstindige, zu dem System
{9y, ... A} gehorige System von P-Deformationen.
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8 3/4: Es sei 6 Ayx... <A, = & und {G,..... G,} das vollstindige.

zu dem System {2;. .... A,} gehorige System von Faktoroiden. Dann gilt
folgendes:

a)[6,, 6,] = O, firt#x . x=1..... 0.

b) Jf zZwel Eaktorﬁiden G,. 6, (1. x = 1.....«) sind komplementér.

Q) (G, ...0,) = 6,

Beweis: a), ¢) Nach S 3/2 ist unser Satz fiir die Felder der betrachteten

Faktoroiden richtig. Weil G, die erzeugenden Zerlegungen ([1], 89) sind, sind
auch die Zerlegungen [, . G.) bzw. (Gys .- GY) erzeugend ([1]. 91 bzw. [3],
51). Sie sind also Felder der Faktoroiden [6,. 6,] bzw. (®,..... 6,). Nach
D 2/4d) und S 3/2 gilt auch b).

S 4[4: Bs sei G > Ay x WAy, G > AL xA; und A, mit A isomorph. s sei 3
das Zentrum in 6. 3,. 3,. 31, 3 dic Zentren in ;. A,, A7, Ay Dann gilt:

a) 2, und U] sind isomorph,

b) 3; und 3{. 3. und 3 sind isomorph.

Beweis: Die Behauptung a) wird analog wie der Satz S 4/2 bewiesen,
nur anstatt der schlichten Abbildung von Mengen mull man die isomorphe
Abbildung von Gruppoiden in Betracht nehmen.

b) Aus dem Isomorphismus von 2, und 9 folgt der Isomorphismus der
Zentren 3, und 3;. Nach S 22/3 ist einerseits 3« 3, x3,, andererseits
3 < 31 ¥ 35. Nach a) unseres Satzes ist also 3, mit 3; isomorph.

D 4|4: Das Gruppoid 6 heilit direkt zerlegbar. wenn es solche Gruppoide
A, ... U, gibt, dal
1. ® das direkte Produkt dieser Gruppoide ist, dh. & « U ... xA,.

2. jedes Faktoroid &, aus dem vollstindigen, zu {2, . ..., 2U,} gehdrigen System
{®,. .... 64, von 6, verschieden ist, dh. 6, # 6, fur ¢ = 1,.... o gilt.

In dicsem Falle spricht man auch iiber die direkle Zerlegung des Gruppoides ®
und A, heiit der direkle Fakior dieser direkten Zerlegung. Sonst sagt man. dal
das Gruppoid & direkt unzerlegbar ist.

& 5/4: Das Gruppoid ® ist dann und nur dann direkt zerlegbar. wenn Grup-

poide ;. ..., A, der Higenschaft existicren, dafl
a) G o Ny A, ist,
b) keine der P-Deformationen d, aus dem vollstindigen. zu {,. .... A}

gehdrigen System {d,, .... d,}, eine isomorphe Abbildung ist.

Der Beweis folgt unmittelbar aus S 5/2 und D 4/4.

S 6/4: Es sei 6 ein direkt zerlegbares Gruppoid. Dann ist 6 « 2, x... <,
wo
a)o = 2,
b) fir Kardinalzahlen wenigstens zweier Gruppoide A, U, (¢ # x) gilt die
Ungleichkeit Card 9, > 1, Card 9, > 1.

Der Beweis folgt leicht mit Benutzung von S 6/2.

D 5[4: Es seien U, . ..., A, je zwei komplementire Faktoroide auf dem Grup-
poid G und es gelte noch:
a) [U,. W] = G, fiir ¢ = 2 0= 1..... 2
b) (U Ag) = Gy
Dann heiBen die Falktoroide W, . .... A, stark komplementir.
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S 7/2: Das Gruppoid © ist dann und nur dann direkt zerlegbar, wenn auf
ihm nichttriviale. stark komplementiive Faktoroide 2, U, existieren.
Gibt es solche Faktoroide, dann gilt 6 « A, X A,.

Beweis: Der Satz ist nach S 7/2 fur die Felder der betrachteten Gruppoide
und Faktoroide giiltig. Sind nun ;. U,, die Faktoroide auf 6, kann man nach
dem Beweis von S 7/2 die schlichte Abbildung d des Feldes ¢ auf 4, x4,
so definieren. daf} da = (d,. d@,) dann und nur dann, wenn e ed, € 4,, aca, €
€ d, ist. s sei weiter db = (b, b,). Die Zerlegungen 4,, 4, sind erzeugend,
und darum gilt abedab, < @ O b, ed,. ¢ = 1,2 Dann gilt d(ab) = (@, O b,,
@y O by) = (@, d5) O (by. hy) = (da) O (db). Bs ist also d ein Isomorphismus
von 6 auf 9, <%, und der Satz ist bewiesen.

D 6[4: Das Gruppoid & heiffl einfach, wenn die einzigen Faktoroide auf ihm
G0 ind G, sind.

8 8/4: Kin cinfaches Gruppoid ist direkt unzerlegbar.

Beweis: 6,,,, und 6, ;, sind die einzigen moglichen Faktoroide auf & und
also nach S 7/4 ist ® dirckt unzerlegbar.

D 7|4: Ein Gruppoid & heifit direkt vollstindig zerlegbar, wenn es direkt zer-
leghbar ist und wenn fir jeden Faktor U, der direkten Zerlegung 6 « U, x
x... %A, die Bedingungen
a) U, ist ein direkt unzerlegbares Gruppoid,

b) Card 9, > 1
fiir ¢ 1, o gelten. In diesem Falle spricht man auch iiber die vollsiindige
direlle Zerlegung.

Andererfalls sagt man, daf & nickt direkt vollstindiy zerleghar ist.

S 9/4: Bs sei 6 o A, ... x A, die direkte Zerlegung von 6 und es gelte
fir jeden Faktor 2,. daB
a) A, einfach ist,

b) Card A, > 1 fir ¢ = 1, ..., « ist.
Dann ist 6 « 2, x... x A, die vollstindige direkte Zerlegung.

Beweis: Nach S 8/4 ist 9, ein direkt unzerlegbares Gruppoid und somit
ist der Satz bewiesen.

D 8[4: Bs seien G Ay x...x Ay, H e B, x...xB, die direkten Zerle-
gungen von 6 und $. Wenn es eine starke Abbildung i des Gruppoides (20, x
X...xAy) auf das Gruppoid (B, x ... x B,) gibt, dann sagen wir, dal die be-
trachteten Zerlegungen isomorph sind.

S 10/4: a) Es seien & o Uy x... x A=A, 6 o By x... X By = B
vollstindige direkten Zerlegungen des Gruppoides &, e das idempotente
Element in 6, ¢  (e;, ..., ¢,) e Wel, e > (e, ..., ¢5) € B, & 2 AT o ({e,} X

Ko XWX x{ey)), 6 2 B] ({ef} <. x B, %... x{ej}). Wenn noch eine der
folgenden Bedingungen gilt
1. 9] ist in bezug auf B und B} ist in bezug auf Wl fir ¢ =1, ... «, x =

= 1, ..., f konvex,
2. W, o BBy, far o= 1, ., a,
B, o Aqr KX AE, fir x=1, 8
wo U} die Projektion von Q1) in 8, und B die Projektion von 8] in A, ist,

so sind die betrachteten Zerlegungen isomorph.
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b) Es gelten die Voraussetzungen aus a) und es sei 3 das Zentrum in 6,
3. das Zentrum in A, (¢ = 1.....«), 3, das Zentrum in B, (x =1,...,f).
(Ii):mn sind 3 3100 3o 3 31 <... » 3 die dirckten isomorphen Pro-

ukte.

Beweis: a) Nach S 18/3 sind die Bedingungen 1. und 2. dquivalent. Ks
geniigt also den Beweis nur fir die Bedingung 1. durchzufithren. Da 6 « 2, x
Mo X Uy 6 > By X... x B, vollstiindige direkte Zerlegungen sind, sind die
Gruppoide ., B, direkt unzerlegbar. Dann ist der Beweis unseres Satzes dem
des Satzes S 8/2 dhnlich, nur anstatt Mengen und Aquivalenz miissen wir
Gruppoide und Isomorphismus betrachten und anstatt (13.1). (14.1), S 2/1b),
D 7/2 mussen wir (14.3), (15.3). S 2/3 b), D 7/4 benutzen.

b) Nach §22/3 gilt 3 3;%...x3e. 3 31%x...x3;. Ist nun {B,} =
= {9} in der starken Abbildung i (e, x = 1. ..., «), so existiert der Isomorphis-
mus i, des Gruppoides 9, auf das Gruppoid B,, in dem das Zentrum 3, auf
das Zentrum 3, abgebildet wird und die Gruppoiden 3,. 3, sind isomorph.
Es existiert also eine starke Abbildung i des direkten Produktes 3 < 3, x
X... X3, auf das direkte Produkt 3« 3;x...%x 3.

S 11/4: Es seien 6 « Wy x...xW,. G o B, x...xB, die direkten Zerle-
gungen und es gelte fir die direkten Faktoren:

a) A,, B, sind einfache Gruppoide.

b) Card A, > I, Card B, > 1

fure=1,...,0, x=1,..,8

Es gelten weiter die Bedingungen des Satzes S 10/4 auller der Bedingung,
dafl die angegebenen direkten Zerlegungen vollstindige Zerlegungen sind
Dann sind die betrachteten Zerlegungen isomorph.

Beweis: Nach S 8/4 ist jeder Faktor ,, B, direkt unzerlegbares Gruppoid.
Die betrachteten direkten Zerlegungen sind also vollstindige direkte Zerle-
gungen und in bezug auf S 10/4 a) ist der Satz bewiesen.

Zum Schluf konnen wir noch folgendes sagen: Nehmen wir die direkten
Produkte und Zerlegungen der Gruppen im gewdhnlichen Sinne (z. B. [6]),
so ist leicht zu zeigen, daB jede Kommutatorgruppe einer Gruppe konvexe
Untergruppe ist ([8]). Wenn die Gruppe 6 kein nichttriviales Zentram hat und
wenn sie das direkte Produkt seiner Untergruppen R,,..., R,, &,,..., 8,
ist, dh. wenn 6 = R, ... xXR,, 6 = &, x...x S; ist. 80 ist R, in bezug auf
S, %...x S5 und S, in bezug auf R, x...x R, konvex. Darum haben diese
direkten Produkte ([8]) isomorphe Verfeinerungen und es gilt 6 « €, x... %
XCps, wo €, =R N &, (te=1,..., a2 =1,..., ) ist.

Weiter ist es noch zu bemerken, daf die ganze Theorie schon von Anfang
an fiir Mengen und Gruppoiden mit Operatoren aufgebaut werden kann, wie
es z. B. in [8] bzw. [9] angefiihrt ist. Eine andere Betrachtungsweise zu dieser
Problematik kinnen wir in [8] bzw. [9] finden, und zwar das Problem der iso-
morphen Zerlegungen wird auf Grund der Kettentheorie von Zerlegungen in
Mengen ([1]) gelost.

133



LITERATUR

1] Boréwka O.: Grundlagen der Gruppoid — und Gruppentheorie, Berlin, 1960.

2] Bortwka O.: Zdklady teorie grupoida a grup, Praha, 1962.

(3] Boriwka O.: Uber Ketten von Faktoroiden, Math. Ann. 118 (1941—43), 41-—64.

[4] Dubreil P.—Dubreil-Jacotin M. L.: Legons d’algébre moderne, Paris, 1961.

[5] Jakubik J.: Direktné sudiny svizov, Dissertation (nicht pub.), J. A. Komensky —
Universitiit, Bratislava, 1950.

[6] Kurosch A. G.: Gruppenthcorie, Berlin, 1953.

|7] Rédei L.: Algebra I., Leipzig, 1959.

[8] Sedldéek L.: Direktni soudiny grupoidi s operdtory, Habilitierungschrift (nicht pub.),
Palacky — Universitit, Olomouc, 1964.

[9] Sedlaéek L.: Uziti zobecnéné véty Jordan-Holderovy v teorii direktnich soucina
mnozin s operdtory, Acta Univ. Pal. Olomucensis, fac. rerum nat., T 21 (1966),
45—517.

110] Szdsz G.: Einfithrung in die Verbandsthceorie, Leipzig, 1962.

Shrnuti
K PROBLEMU IZOMORFISMU DIREKTNICH SOUCINU GRUPOIDU
Ladislay Sedlidek

V predlozoné préci jsou zkoumédny nékteré postacujici podminky pro to,aby dva direkni
soudiny daného grupoidu mély izomorfni zjemnéni, piipadné aby dva direktni rozklady’
byly izomorfni.

Teorie direktnich soudint a rozkladu grupoidi je budovéna na mnozinovém zdkladé
a je v urtitém slova smyslu pokratovénim praci [1] a [2], které tuto teorii neobsahuji.
V prvni &isti prdco je vybudovan mnozinové teoreticky zaklad tak, Ze pojmy a vysledky
zde uvedené se daji v druhé ¢dsti ihned prenést na teorii grupoidii. I kdyz i v jinych pra-
cich (napf. [7]) je teorie direktnich sou¢ini grupoidit budovéna pomoci izomorfismu, prece
vychozim bodem této prace je prdace [5]. Odtud byl také piejat pojem konvexniho podgru-
poidu a rozsifen na pojem relativné konvexniho podgrupoidu resp. konvexni ¢ relativng
konvexni podmnoziny.

Studium izomorfniho zjemnéni direktnich souéini je provadéno pomoci relativné kon-
vexniho podgrupoidu a podminek s nim ekvivalentnich (véty S 10/3, S 17/3 a S 19/3). Po-
stadujici podminky pro to, aby dva direktni rozklady daného grupoidu byly izomorfni,
jsou uvedeny ve vétdch S 10/4 a S 11/4. Opravnénost zavedeni pojmu konvexniho pod-
grupoidu plyne z véty S 20/3 a pozndmek na koncei posledniho paragrafu.

Jiny piistup k fefeni uvedenych otdzek pomoei teorie rozklada a faktoroidu, ffipadud
jejich fetézett najdeme v préci [8] a [9].
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