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1968 ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALIUM. TOM 27 

Katedra algebry a geometrie přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: Doc. RNDr. Josef Šimek 

ZUM P R O B L E M DES I S O M O R P H I S M U S D E R D I R E K T E N 
P R O D U K T E VON G R U P P O I D E N 

LADISLAV SEDLÄÖEK 
(Eingegangen am 6. Juli 1967) 

Oewidmet H. Prof. Dr. O. Borüvka zum 70. Geburtstag. 

In der vorliegenden Arbeit werden hinreichende Bedingungen für die 
Existenz einer isomorphen Verfeinerung direkter Produkte eines Guppoides 
studiert. Weiter beschäftigen wir uns mit der Frage über die Existenz eines 
Isomorphismus direkter Zerlegungen des gegebenen Gruppoides. 

Die Theorie der direkten Produkte und Zerlegungen von Gruppoiden wird 
auf mengentheoretischem Grunde so aufgebaut, daß sie im gewissen Sinne eine 
Fortsetzung von [1] und [2] (welche die obenerwähnte Problematik nicht be
handeln) darstellt. Die Arbeit ist dabei so aufgefaßt, daß die Begriffe und 
Resultate des ersten Teils, welche Mengen betreffen, leicht in dem zweiten 
Teil auf die Gruppoide übertragen werden können. 

Obzwar in anderen Arbeiten (z. B. [7]) die Theorie der direkten Produkte 
von Gruppoiden auch mittels des Isomorphismus gebaut wird, in dieser Arbeit 
bildet den Ausgangspunkt die Arbeit [5], woraus auch der Begriff des konvexen 
Gruppoides übernommen wurde. 

Die Sätze werden mit # und die Definitionen mit D bezeichnet. 

1. M E N G E N 

1. DIR E KT E P K O D IT K T EVONMENGEN 

Verabredung 1/1: In vorliegender Arbeit werden nur nicht leere Mengen 
betrachtet. Die Tatsache, daß die Mengen A, B äquivalent sind, wird mit 
A <-> B bezeichnet. 

D 1\1: Es sei a eine natürliche Zahl. Eine Menge G heißt direktes Produkt 
von Mengen Ax, ..., Aa, wenn es eine schlichte (eineindeutige) Abbildung 
d der Menge G auf das kartesische Produkt Axx ... xAa — A[a] gibt, was 
durch 

G++Axx . . . xAa (l.l) 
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bezeichnet wird. Wenn 6a — (ax, ..., at, . . . , aa), a e 67, (ax, ..., aa) e A]a] 
gilt, so schreiben wir auch 

a *-* (ax, ..., at, ..., aa). (2.1) 

Die Menge At heißt die i-te Komponente des direkten Produkts und das Element 
at aus (2.1) heißt die i-te Komponente des Elements a oder die Projektion von 
a in A,. 

Die R ichtigkeit des folgenden Satzes ist bekannt . 

S 1\1: F ü r das kartesische P r o d u k t von Mengen gilt: 
a) assoziatives Gesetz, dh . Ax x (A2 x A3) <-> (AxxAz) xAz, 
b) kommuta t ives Gesetz, dh. AxxA2*~* AzxAx. 

S 2\1: Es sei 67 *-+ Ax x ... xAa. Dann gilt 
a )67*->(A a x . . . x i ^ ) x ( ^ + 1 x . . . x A.) x . . . x (A.A+Xx ... xAa), I __ 
__ ß' < y < ... < x < oc, 

b) 67 *-* Ayt X Ay.% X . . . x A * a , wo xx, x2. . . . , xa die Zahlen 1. 2. — a in einer 
beliebigen Anordnung sind, 
c) 67 <-> At x{l)A, wo l _ « _ a und <'>A<-+A_x . . . x A £ _ 1 x J , ! 1 x . . . xAa 

ist. 
Der Beweis folgt leicht aus S 1/1. 
S 3\1: Es sei 67 <-• Ax X . . . x i a = A'1*3 u n d e ein beliebiges, festgewäh l tes 

E lement aus 67, d die schlichte Abbi ldung von 67 auf Ala] u n d de = (e_,'-..., ea). 
E s sei weiter a° ein solches Element aus 67, für welches a° — d x (ex. ..., et_x, 
at, et+x, ..., ea) gilt. D a n n ist 

a) die Menge A° aller E lemente a°t aus 67 mi t der Komponen te At äquivalent , 
dh . A° *-* At für i = 1, . . . , a, 

b) der Durchschni t t f] A° = e. 
1=1 

B e w e i s : a) E s sei A\ = {e_} x . . . x{e,__} x i , x{e l + 1} X . . . <{ea} u n d d 
die schlichte Abbi ldung von 67 auf Ax x ... xAa. D a n n ist d auch die schlichte 
Abbi ldung von .4° auf A't. E ine Abbi ldung g, die jedem E lement (e_, . . . , 
at, .... ea) e A[ das Element ateAc zuordnet , ist s ichtbar eine schlichte 
Abbi ldung der Menge A\ auf A , . D a r u m ist f = gd eine schlichte Abbildung der 
Menge A°t auf A, für t = 1, . . . . a. 

b) Weil O At' = (Ci, •-•• ea) und d JA,' = A° , d " 1 ^ , . . . . ea) = e ist. gilt 

auch H A° = ß-
( = i 

V e r a b r e d u n g 2 /1 : Weiter soll e immer ein beliebiges, festgewähltes Element 
aus G bezeichnen. Mit __" resp. a* wird immer die Untermenge resp. das Ele
men t aus G im Sinne des Satzes S 3/1 bezeichnet. 

S 4\1: Es sei d eine schlichte Abbildung der Menge 67 auf Axx ... xAa — 
= G', de = (e_, . . . , e a ) , A° = d ^ f t e j x . . . xAtx ... x{ea}), Li eine Unter
menge in 67 u n d di> = B' er 67'. E s sei weiter f die schlichte Abbi ldung von A° 
auf At, P\' = __° n B ^ 0 , fP; = Pi <= A, und P ' = P x X . . . x P a . Dann 
gilt die Beziehung P' <=• B' <= 67'. 

B e w e i s : Es sei f = gd die schlichte Abbi ldung von A] auf A, aus dem 
Beweis von S 3/1. Die Untermenge B' c 67' en thä l t eben alle E lemente 
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(61 ; . . . , 6a) e G', für die (bx, ...,ba) = d6, 6 e B. in der schlichten Abbildung 
d von G auf 67' gilt. So wird das Element a° e P° = A° n B in d auf das 
Element ( f l 1 , . . . ) ß a ) e i 1 ' fl B'abgebildet. Daraus folgt, daß a£ in P, für 
t == 1, . . . , OL liegt, so daß P' c B' c= 67' gilt. 

$ 5 /1 : Es sei d eine schlichte Abbildung von G auf Ax X . . . X Aa. Wird jedem 
E lement aaG seine Projekt ion a, e At zugeordnet, so bekommt man eine, 
von der Abbildung d induzierte Abbildung d, der Menge G auf At, die man 
Projektion oder P-Abbildung von 67 auf .4, nennt . 

B e w e i s : Es ist leicht zu sehen, daß d, wirklich eine Abbildung von G auf 
A t ist. 

U m eventuelle Mißverständnisse zu verhindern, werden wir immer die 
Abbildung d( aus S 5/1 als P-Abbi ldung bezeichnem. 

D 2jl: E s sei 67 «-> Ax X . . . X A a , B eine Untermenge in G und B* die 
Menge aller Projekt ionen der Elemente 6 e B in At. Dann heißt Bf die Pro
jektion der Ubtermenge B in At. 

8 6jl: E s sei d eine schlichte Abbildung von 67 auf Ax x... xAa = G', 
B eine Untermenge in 67. d B = B', de = (ex, — en), A° = d-1({e1} x . . . x 
xAtx...x {««}), P ; = A° n B # 0, d B ; = ({ex} x . . . x P , X . . . x ( e j ) . E s sei 

Bf die Projekt ion von B in ^4,. Dann gilt 
a ) P , c £ f c i ( , ( = l ) . . . J a ; 
b) für P ' = P i X . - . x P « , B* = B*X...XB* gilt 

P' c B' c B*. (3.1) 

B e w e i s : a) Es gilt P° c B c G, weil P ° = i ° fi £ ist. Da die Projektion 
jedes Elements aus P° in Ax für i =£ x das E lement ey ist. gilt P , c £ * c i , 
für t = 1, . . . . a. 

b) Infolge des S 4/1 ist die Beziehung P' c B' r ichtig. Es sei nun (bx  

bt, . . . , 6a) ein Element aus B' u n d 6 = d _ 1 (6 j , . . . , 6 t , . . . , 6a). D a n n gilt für 
die Projekt ion 6. des E lements 6 in A ( , bteB*, also (6 l 5 . . . . 6 a ) e B * , dh. 
B' c B*. Somit ist (3.1) bewiesen. 

S 7J1: Es seien die Voraussetzungen des S 6/1 erfüllt. Wenn wir die Bezeich
nungen aus diesem Satze behalten, so sind folgende Gleichheiten äquivalent : 

Pt = B*, i = 1 a, (4.1) 

P 1 X . . . x P „ = P' = B', (5.1) 

B ] * x . . . x B * = B* = B\ (0.1) 

dh . die Gültigkeit einer von ihnen ha t als Folgerung die Gültigkeit der zwei 
übrigen. 

B e w e i s : a) Es gelte die Gleichheit (4.1). Dann haben wir P ' = P 1 x . . . x 
xPa = BT X . . . XB* = B* und (3.1) gibt P' = B' = B*, dh. die Gültigkeit von 
(5.1) und (6.1). 

b) Es sei nun (5.1) gültig. Dann ist P] = A° n B, dh. P° = d-1({e1}x . . . x 
xAt X . . . x{ea}) n B', wo B' = dB ist. Wenn f die schlichte Abbi ldung von 

A° auf At aus dem Beweis von S 3/1 bedeutet , so gilt fP° = Pt a A,. Infolge 
der Voraussetzung ist P x x . . . xPa = B', dh. d B = P ± x . . . x P a . N u n liegt 
aber jede Projekt ion bt des Elements 6 e I? in ^4, in der Menge P ( , dh. 6, e P, 
und jedes E lement aus P , ist eine Projektion wenigstens eines Elements aus 
B. Fü r t = 1, . . . , a gilt also Bf = P , und nach a) auch die Gleichheit (6.1), 
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e) Es soll nun (6.1) gelten, dh . Bx x... xBa = B' = dB . D a n n mi t Rück
sicht auf die Beziehung B* «= At aus S 6/1 gilt immer ({ex} X . . . xB* x . . . X 
x{ej) <= ( { e 1 } x . . . x i 1 x . . . x K } ) f l B' = d(A°t n 5) = dP; = ({ex}x... x P, 
x . . . x { e j ) , wras P f c P , ergibt. Nach S 6/1 a) gilt aber P t c jg*, was mi t 

einander die Beziehung (4.1) u n d nach a) auch die Gleichheit (5.1) ergibt. 
D 3\1: Es sei G <-+ Ax x... xAa = A[ct], II 7̂  0 eine Untermenge in O u n d 

LI' ihr Bild in der sch l ichten Abbi ldung d der Menge G auf A[a]. E s sei weiter 
da == (a l 5 . . . . «u), dö = (61? . . . , ba), a, beH u n d x, ein beliebiges der Ele
mente at, b, für 1 = 1, . . . , a. Gehört auch das Element x = d - 1 ^ , . . . , : r a ) 
in II für je zwei Elemente a, b e II, so heißt II die konvexe Untermenge in bezug 
auf A[a] oder relativ konvex. I s t II re lat iv konvex auf jede Menge B[3], für 
die G *-+ Bxy ...xBä = B[$] gilt, d a n n sagt man , daß LI die konvexe Unter
menge in G ist. 

S 811: Es sei 6? «-> A2 x . . . xAa = Ala], II eine Untermenge in O, II' ihr 
Bild in der schlichten Abbi ldung d der Menge G auf A[a] und II* die Projekt ion 
von J 3 f i n 4 „ ( = l «. Die Menge II ist in bezug auf A[a] d a n n u n d nur 
dann konvex, wenn 

* II' = H*xx...xH*a = H*^H (7.1) 
gilt. 

B e w e i s : a) Es sei II in bezug auf A[a] konvex, (ax, ...,aa) ein beliebiges 
E lement aus II*. I s t es n u n at GH*, SO existieren nach D 2/1 E lemente axi, 
a2l, . . . , alt, . . . , aal, aH = at für t = 1, . . . , a derar t , daß (axt, ..., aal) in LI' 
liegt. Weil II in bezug auf A[a] konvex ist, gehört das E lement (axx, ..., aaa) = 
= (ax, aa) zu II', u n d da rum ist II* c II'. Das gibt zusammen mi t (3.1) 
II' c LI* die Gleichheit LI' = II*, dh . die Beziehung (7.1). 

b) Es gelte nun die Beziehung (7.1), a, beH, da = (ax, ..., aa), db = 
= (bx, .... ba), a,, bt G LI*. Es sei xt ein beliebiges Element von a(, bt, 1 = 1, . . . , 
. . . , a. Dann gehört x, in II*, u n d d a r u m liegt (xx, . . , , xa) in LI'.Weil dLI = LI' 
in der schlichten Abbildung d gilt, gehört das Element x = d~1(x1, . . . , xa) 
in II. Das bedeute t aber, daß II die konvexe Untermenge in G in bezug auf 
A[a]\st. 

S 911: Es sei II eine Untermenge in G«-» Axx*... xAa = A[a], II' ihr Bild 
in der schlichten Abbi ldung d der Menge G auf Ala]. Wei ter sei e ein beliebiges, 
festgewähltes E lement aus G und de = (ex, ..., ea). W e n n außerdem noch 
A: = d- 1 ({e 1}x. . .xA tx. . . x{ej), Pt° = A\ n II -£ 0, dP; = {ß l}x.. . x P t x 
x . . . x { e j = I;>; <-» P t c At, P' = P! x . . . x P a , II* - LI* X . . . X II* (H* be

deu te t die Projekt ion von II in At) gilt, d a n n sind die Beziehungen 

P, = H* für fc=l, . . . , a , (8.1) 

P ' = LI'«-*iL (9.1) 

LI* = LI'<-> II, (10.1) 

II ist in bezug auf A[ct] konvex, (11.1) 

mite inander äquivalent . 

B e w e i s : Dieser Satz ist die Zusammenfassung von S 7/1 und S 8/1. 
S 10\ 1: l^s s e i e n II- K Unte rmengen in G ^ Axx ...xAa = A[a]. P = 

= II n Ii ^ 0 und P*, II*, K* die Projekt ionen von P , II, K in ^ . . D a n n gilt 

(LI n K)* = P f c (LI* n IC) für t = l , . . . , a . (12.1) 
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B e w e i s : Es sei a e P u n d da = (ax, ...,at, ..., aa) in der sch l ichten Abbil
dung der Menge 67 auf A[a]. D a n n ist at die Projekt ion von a in At und gehört 
auch in P*. Weil a gleichzeitig in IL sowie in K liegt, ist at e H* und gleichzeitig 
ate K*. E s gilt also (12.1). 

81111: Es seien H, K Untermengen in 67 «-> Ax x . . . xAa = Ala], die in 
bezug auf Ala] konvex sind, u n d P = II n K ^ 0- Weiter seien Pf, H*, Kf 
ihre Projekt ionen in At. D a n n gilt 
a) P = H o K ist in bezug auf Ala] konvex, 
b) (H n K)f = P* = IIf n Kf für * = 1, . . . , a. 

B e w e i s : a) E s ist leicht zu sehen, daß diese Behaup tung richtig ist. 
b) Es seien LP, K, P' die Bilder der Untermengen H, K, P in der schlichten 

Abbi ldung d der Menge G auf Atotl. Nach a) ist P = H n K eine in bezug auf 
A [ a ] konvexe Untermenge in 67. Nach S 8/1 gelten folgende Gleichheiten 

d P = P' = P* = P*X...XP*, 

dB = LI' = H* = H\x...xHl, 
dK = Kf = K* = K*x...xK*. 

Daraus folgt d P = d(H n K) = II' n K' = II* n K* u n d gleichzeitig d P = 
= P * , u n d d a r u m ist P * = LI* n K*. Der Durchschni t t LI* n K* = (BT X . . . 
. . .X I I*) fl ( i t * X . . . X K * ) ist eben durch alle u n d nur solche Elemente 
(ax, ..., aa) gebildet, für die das Element at gleichzeitig in H* u n d Kf gehört , 
dh. für welches die Beziehung at e H* n Kf für i = l, ..., oc gültig ist. D a r u m 
ist LT* n K* =- (II! n K*)x...x(H* n IQ). Nach (12.1) gilt Pf cz H* n Kf 
u n d weil B* n K* = P* = P* X . . . X P J , m u ß auch Pf = LIf n Kf für 
i = 1, ..., a g e l t e n . 

$ 12jl: Es sei e ein beliebiges, festgewähltes E lement aus 67, d eine schlichte 
Abbildung von G auf A ' a ' = Axx...xAa, f eine schlichte Abbi ldung von G 
auf B['9] = Bxx...xB8, de = (ex, , . . , e j , fe = (e[, ..., e'ß). Weiter seien A° = 
= d - H l e J X . . . XA, X . . . x { e j ) , B° == V2(K} X . . . xBx x ... x{ef}), Afx die P ro 
jektion von A°t in B%, B* die Projekt ion von B° in A.,. I s t für i = 1, . . . , a A° in 
bezug auf B[?l und für * = 1, . . . , ß B° in bezug auf Ala] konvex, dann sind 
A* , A.° n B* und B* äquivalente Mengen. 

B e w e i s : a) Es sei A° n B° = PL- Nach S 3/1 ist e e.P°*. Die Teilmenge 
A° ist nach Voraussetzung in bezug auf B[^ konvex. Es ist leicht zu sehen, 
daß B° auch konvex in bezug auf B[*?i ist. Also nach $ 11/1 a) ist P°H in bezug 
auf B[?i konvex. Aus der Beziehung iG = Bxx... xBß folgt, daß fpf, = {ex} X 
X . . . xPtxx... X{e'ß}. D a r u m gilt P.x = (P^)J, wo (P°x)* die Projekt ion 
von P°x in H3£ bedeutet . Also m u ß P°„ <-> P(>c = (P°JJJ gölten. Sei (A.°)* --= A* 
die Projektion von A° in ß z und (B°J* die P ro jek ten von B° in By. Man sieht 
leicht, daß (%)* = /Lc. Nach S 11/1 gilt nun (P°J* = (4°)* n ( B T = 
= Af, n B, = Afx. D a r u m gilt (A° n B°) = P°M *-> (Pfj* =. ' i * u n d die 
Mengen (Ar,' n B°), A* sind für i = 1, . . . , a, x = 1, . . . , ß äquivalent . 

b) Es sei nun A° n Bx = B° n A° = P ° ( , Benutzen wir je tz t die Beziehung 
d67 =-= A j X . . . xAa, so bekommen wir analog wie in a), daß P°xt in bezug auf 
Ala] konvex ist. Bezeichnen wir, (PI,)*, B* die Projekt ionen von P ° f , BK in 
A», so erhal ten wir durch ähnliche Be t rach tungen wie in a), daß (P°,)f mi t 
23* u n d mi t P°, für t— 1, . . . , a , x = 1, ..., ß äquivalent ist. Weil aber 
PI = Px« *s*' m u ^ a u c h A* m i t B*f äquivalent sein. 

115 



S 13\1: Es seien die Voraussetzungen des S 6/1 erfüllt. W e n n wir die Be
zeichnungen aus diesem Satze behal ten, d a n n gilt: Es gibt Mengen Ct%, die 
mit A° n B° für i = 1, . . . , a, K = 1, ..., ß äquivalent sind und für welche 
die Beziehungen 

A,*-*CllX...xClß für i = 1, — a, (13.1) 

Bx++Clxx...xCax für * = 1 . . . . s t f (14.1) 
gelten. 

B e w e i s : Es sei G <-* Bx x... X.Bß. Weil A°t in bezug auf Bl'?1 konvex ist. 
gilt nach S 8/1 für die Projekt ionen A*x der Menge A° in By 

A; <-> 4 * x . . . X A5» f u r - = 1, . . . , a. (a) 

Ist nun ß « i , x . . . x i B , dann ist B^ in bezug auf 4 l a l konvex und nach 
S 8/1 ist für die Projekt ionen B*t der Menge B° in At die Beziehung 

BH++BHlx...xBftt für x=l,...,ß (b) 

gültig. Nach S 12/1 ist A* «-* A° n B^ <-+ BJ, für t = 1, . . , a, x = 1, . . . , /3. I s t nun 
CtJ£ eine Menge, für die Clx <-> A(Ä <-+ A° n B° gilt, so bekommt man infolge (a) 
die Beziehung (13.1) u n d infolge (b) die Beziehung (14.1). 

D4\l: E s sei 
G «-* A..X . . . x^4 a (a) 

und A, <-» C t l x C,2 X . . . x C t, / t, wo y, für t = 1, . . . , a eine natürl iche Zahl ist. 
Dann heißt 

G <-> C n x . . . x 6 \ n x C21 x . . . x C2y2 x . . . x C a .v . (b) 

Verfeinerung des direkten Produkts (a). 
B e m e r k u n g 1/1: Jedes direkte P r o d u k t ist zugleich seine Verfeinerung. 
D 5jl: Es sei G «-* Ax X . . . X A a u n d LT <-• Bx x . . . X Bß. E s existiere eine 

schlichte Abbi ldung i der Komponen ten At des direkten Produk t s G auf die 
Komponenten By des direkten P r o d u k t s H der Eigenschaft, daß die Mengen A, 
und By äquiva lent sind, wenn nur \{A,} = { B J für i = l. ..., oc, x = l, ..., ß 
ist. D a n n heißt i starke Abbildung Ax x . . . xAa auf Bx x . . . x H# und ri?'e rfi-
rekten Produkte G, H heißen äquivalent. 

B e m e r k u n g 2 / 1 : Zwei direkte äquivalente P roduk t e besitzen die gleiche 
Anzahl von Komponen ten , dh. a — ß und es gilt G <-» IL Man n i m m t sehr oft 
den Fall in Bet racht , daß G = H ist. 

D 6jl: E s sei Card.4, die Kardinalzahl der Menge A, und G <-» Ax x:.. xAa. 
Die Komponente A, des direkten P r o d u k t s heißt wesentlich, wenn C a r d 4 t ^ 2. 
Anderenfalls heißt A, unwesentlich. Das direkte Produkt, in dem jede Kompo
nente wesentlich ist. heißt reduziert. 

S 14f 1: Es sei G <-» Ax X ... xAa nud x4{, A'a> seien die wesentlichen 
Komponenten des direkten P roduk t s . D a n n ist für das reduzierte direkte 
Produkt G <-* A[x . . . x A^ die Relat ion a' < a richtig. 

B e w e i s ist klar. 
8 15jl: E s seien G <-» Aj X . . . X Aa, H <-» Bx x...xBa zwei äquivalente 

direkte Produkte . Dann sind ihre reduzierten direkten P r o d u k t e auch äquiva
lent. 

B e w e i s : Wenn t die s tarke Abbi ldung von Axx ...xAa auf B1x...xBa 

ist, folgt nach D 5/1 aus der Beziehung \{At) = {B.7}: daß CardA , = CardBK 
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ist. I s t also A, wesentlich resp. unwesentlich, so ist auch BK wesentlich resp. 
unwesent l ich und umgekehr t . L ä ß t m a n jetzt in beiden direkten Produk ten 
alle unwesentlichen Komponen ten weg, so bekommt m a n die reduzierten 
direkten P roduk te , welche äquivalent sind. 

8 16/1: Es sei 0 «-» Ax x... xAa = Ala]. G «-> Bx x... x Bß = B1^. Es sei 
weiter e ein beliebiges, fest gewähltes E lement in G, e <-> (ex ea) e A[a]. 
e «-» (e[, ..., e'ß) e B[ß], A° «-> {ex} x...x.Atx... x { e j , B° «-> {ex} X ... x By x . . . x 
x{e'ß}. I s t die Menge A° in bezug auf B[f]] und die Menge Bu

x in bezug auf A[a] 

für e: = 1, . . . , oc, x = 1, . . . , ß konvex, dann besitzen die be t rachte ten direkten 
P roduk te äquivalente Verfeinerungen. Die Menge G ist dann das direkte 
Produkt der mit (A° n B°) äquivalenten Mengen ClK (i = 1, . . . , a, x = 1 , . . . ,ß). 

B e w e i s : Wir benutzen die Bezeichnungen aus S 13/1. Nach diesem Satz 
existieren Mengen Clx <-» (A° n B°) mit der Eigenschaft, daß die Beziehungen 
(13.1) u n d (14.1) gelten. Erse tz t m a n jede Komponen te At durch (CtlX...X 
xClxx...x Clf)) und jede Komponen te Bx durch (ClK X...X CtK x . . . X Cax) 

bekommt m a n die Verfeinerungen der gegeben direktenen P roduk te . I n beiden 
direkten P roduk ten der K o m p o n e n t e n At, BK erscheinen immer die Kompo
nenten ClK (i = 1, . . . , oc, x = 1, . . . , ß) u n d eben nur diese. Bilden wir jede 
Komponen te Cl% der Verfeinerung des direkten P roduk t s 

^ O u x . . . x ^ x ( J 2 1 x . . . x ( 7 ^ x . . . x ( J a l x . . . x ^ (a) 

auf die Komponen te Cix in der Verfeinerung 

G <-» CX1 x... x C a l x C x 2 x . . . x C a 2 x . . . x C l ß x . . . x C a ß (b) 

ab . dh. auf sie selbst, so bekommen wir eine schlichte Abbi ldung i der Kompo
nenten eines direkten P r o d u k t s auf die Komponen ten des anderen. Die iden
tische Abbi ldung Clx auf sich ist schlicht, u n d i ist also eine s tarke Abbildung 
von (CxlxC12x...xCar]) auf (ClxxC2XX...xCaä). Deshalb sind diese Ver
feinerungen (a), (b) äquivalente direkte P roduk te . 

817/1'. Es sei G «-> Ax x ... xAa = A[a], B «-> Bxx...xBß = B[t] und es 
gelte für ein beliebiges, festgewähltes E lement e e 67, e «-»(ex, ..., ea) e A[a], 
e «-» (e'x, . . . , e'ß) e B[$]. E s sei weiter A° <-> { e j x...xA,x...x {ea}, B° «-> {e^} x 
X . . . x Bx x . . . x {e'ß}. W e n n noch A% die Projekt ionen von A° in By und B* die 

Projekt ionen von B° in At sind, d a n n 
1. A° d a n n und nur dann in bezug auf B[f3] konvex u n d gleichzeitig B° dann 
und nur d a n n in bezug auf A[a] konvex (t = 1, . . . , oc, x = 1, . . . , x) ist, wenn 

At^B*ltx...xB% (15.1) 
und gleichzeitig 

Bx«~>AJ,x...X-C l 1 6 - 1 ) 
für i = 1, ..., oc, x = l, ..., ß gilt. 

B e w e i s : a) Es gelten die Bedingungen 1. Nach dem Beweis des Satzes 
S 13/1 gilt auch 

A°t ^ A*\ xA%x... xA*ß, i=l,...,a, (a) 

B:^>B*iXB*2x...xB*a5 x= l,...,ß. (b) 

Aus (b) b e k o m m t man, wenn man noch die Beziehung G «-> Bxx..-. XB^ 
benutz t , daß 
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G <-» (B* xB* 2 x . . . x B*a) x (Bf, xB*2 >< • • • x B*a) x ... x (B*ßl x B*2 X ... XBJa). 
Nach S 2/1 kann m a n 67 ̂  (B*x XB2 1 X . . . XB* ;) X (B*2 XB2 2 x . . . x B*2) x 
X .. X ( B * a x B 2 a X . . . X B * J schreiben, wo B* die Projekt ion von B* in ^4, 

ist. Weil aber B° in beziig auf ^4>l konvex ist, sind nach S 12/1 die Mengen 
B* mi t J*H äquivalent , dh. für t = 1, . . . , a, * = 1, . . . , /i gilt B* <-> A* . 
Infolge (a) b e k o m m t m a n (L* x . . . X B*t) ++ (A*x x ... X A*ß) <-» A°, und weil 
A°L+^A, ist, gilt (15.1). Ähnlich k a n n m a n beweisen die Beziehung (16.1), 
d a A° in bezug auf Br'?l konvex ist. 

b) Es gelten die Bedingungen (15.1) und (16.1). Weil G+-*A1X... xAn ist, 
bekommt man aus (15.1) und S 2/1 die Beziehungen 67 <-> (B*x X ... xB*ßl) X 
x (B*2 x . . . x B*2) x . . . x (B*a x . . . xB*ßa) <-+ (Bu x . . . x B * J x (B*± x . . . x B * J x 
x . . . x (Bßl x . . . XB*a). E s seich B'M das Bild von B° in der schlichten Abbi ldung 
von 67 auf Ala] (dh. B; <-> B°) und B* die Projekt ion von B"x inAt. Nach S 3/1 
bekommt m a n Bx <->• B'x <= (B*T x . . . XB*a), weil BX*-+B°H gilt. Nach der 
Voraussetzung gilt die Beziehung G +-> B±x... xBfl, und da rum muß notwendig 
auch 

B* <-* B* «-* B*x X . . . XB*a für * =- 1, . . . , B (a) 

gel ten. Nach S 9/1 ist also B° in bezug auf A[a] konvex. Nehmen wir je tz t (16.1) 
u n d G+-* AxX...xAa in Bet racht , so bekommen wir durch analogische 
Überlegungen, daß die Beziehung 

A°+-* Al*-*A*lx...xA*ß für i— 1, . . . , « (b) 

r ichtig ist. A° ist also in bezug auf B'Xi nach S 9/1 konvex u n d die Behaup tung 
1. ist bewiesen. 

8 1811: E s sei G <-> A1 X ... XAa = Jj«], G+-+B1x...xBß = B^ u n d es 
gelten die Bezeichnungen aus S 17/1. Sind die Bedingungen (15.1) u n d (16.1) 
erfüllt, dann besitzen die be t rach te ten direkten P r o d u k t e äquiva lente Verfei
nerungen. 

B e w e i s : Nach S 17/1 folgt aus (15.1) u n d (16.1) die Gültigkeit der Bedin
gungen 1. dieses Satzes, dh. die Bedingungen von S 16/1 sind erfüllt und dami t 
ist S 18/1 bewiesen. 

2. D I R E K T E Z E R L E G U N G E N VON M E N G E N 

D 1/2: a) E s sei Ä ein n icht leeres System von nicht leeren, paarweise disjunk
t en Teilmengen in 67. D a n n sagen wir, daß Ä eine Zerlegung in 67 ist. 

b) Wenn elie Zer legung A in 67 so beschaffen ist, daß jedes Element von G 
in einem Element von A vorkommt , so sagen wir, daß A eine Zerlegung auf 
G ist, 

c) Die trivialen Zerlegungen auf der Menge G sind die sogenannte größte und 
kleinste Zerlegung. U n t e r der größten Zer legung 67max vers tehen wir die aus dem 
einzigen Element 67 bestehende Zerlegung der Menge 67. Un te r der k leinsten 
Zer legung 67mln verstehen wir das System von je einem E lement von 67 gebil
deten Mengen. 

VI 12: Es sei d eine Abbi ldung der Menge 67 auf die Menge 67*. D a n n gilt: 
Die zu der Abbildung d gehörige Zerlegung G der Menge 67 ist mi t der Menge 67* 
äquivalent . Dabei sind die Elemente des Systems 67 die Teilmengen ä, wo ä 
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die Menge eben aller Urbilder eines gewissem Elementes a* e G* bedeutet , dh . 
für jedes a E ä ist die Rela t ion da = a* richtig. 

B e w e i s : [1], 34. 
I) 2j2: Es seien AB Zerlegungen auf G. 
a) Die Zerlegung Ä(B) heißt Überdeckung (Verfeinerung) von B(Ä), wenn 

jedes E lement von A die Vereinigung einiger Elemente von B ist. Diese Be
ziehung drücken wir durch A ^ B oder B ^ A aus. 

b) Unter einer gemeinsamen Überdeckung (Verfeinerung) der Zerlegungen A, 
B verstehen wir eine Zerlegung C(D) auf 67, für die C _\ A.C _: B(D ^ A,T) < 
< B ) g i l t . 

c) Unter der kleinsten gemeinsamen Überdeckung (größten gemeinsamen Ver
feinerung) _der Zerlegungen A, B_yerstehen wir eine solche gemeinsame Über
deckung [A, B) (Verfeinerung (A, B)) dieser Zerlegungen, daß für_ jede ihre 
Überdeckung C (Verfeinerung D) die Beziehung [A, B] t_ C(D <, (A, B)) gilt. 

d)_Wir nennen die Zerlegung A komplementär zu B, wenn jedes_Element 
ä e A mi t allen Elementen b e B, die in demselben Element ü e[A, B] wie 
ä als Teilmengen entha l ten sind, inzident ist. 

B e m e r k u n g 1/2: W e n n A zu B komplementär ist, so ist auch B zu A 
komplementä r ([1], 26). 

£ 2 / 2 : Es sei G *-> Ax x . . . xAa = G', U)A = Ax x ... xA .__ X A t + i X ...xAa, 
d eine schlichte Abbi ldung von G auf 67' u n d d t die von d induzierte P-Abbil
dung von G auf A t . I s t weiter 67, die zu d£ gehörige Zerlegung auf G, dann ist 
G, mi t At äquivalent und die Elemente ät E 67, sind m i t U)A äquivalente Mengen, 
t = 1, . . . . a. 

B e w e i s : Es sei ät die Menge eben aller Urbilder von at in der P-Abbi ldung 
d ( , dh . die Menge aller E lemente a e G, für die dta = at eben dann ist, wenn 
da = (ax, ..., at, ..., aa) gil t . I n derjerwTeiterten Abbi ldung d ist die Zerlegung 
67, eineindeutig auf die Zerlegung 67,' abgebildet; dabei bedeute t G[ die, aus 
der E lemente ä[ der F o r m ä[ = (Ax x . . . X A t _ x x{at} xA,+lx... xAa) beste
hende Zerlegung. E s ist leicht zu sehen, daß jedes Element ä[ eine mi t U)A 
äquivalente Monge ist, u n d so ist auch ät mi t U)A äquivalent . Nach S 1/2 ist 
die Zerlegung 67t mi t der Menge At äquivalent . 

D 3j2: E s sei ß <->A, x . . . x A 0 , d. die P-Abbi ldung von 67 auf At u n d Gt 

die zu der P-Abbi ldung d, gehörige Zerlegung auf 67. Das System {67 j , . . . , 67a} 
von allen Zerlegungen 67, heißt das vollständige, zu dem System {Ax, ...,Aa} 
gehörige System von Zerlegungen. Wir sagen auch, daß dieses vollständige System, 
von Zerlegungen zu dem System {d _ , . . . , da} der P- Abbildungen gehört. Die 
Menge {d_, . . . , da} von allen P . Abbi ldungen d, heißt das vollständige, zu dem 
System {Ax, ..., Aa} gehörige System von P-Abbildungen. 

S 3j2: E s sei 67 = Ax X . . . x Aa = 67' u n d {67_, . . . , 67J das vollständige, zu 
dem System {Ax, . . . , Aa) gehörige System von Zerlegungen. D a n n gilt folgendes: 

a) Die kleinste gemeinsame Überdeckung [67,, 67J == 67max für i =£ «; i, x = 
= 1 , . . . , OL. 

b) J e d e zwei Zerlegungen 67,, 67x sind für i, x = 1, . . . , a komplementär . 
c) Die größte gemeinsame Verfeinerung der Zerlegungen des vollständigen 

Sys tems (67^ . . . , 67) — 67n,in. 
B e w e i s : a) Man k a n n i < x voraussetzen. E s seien ä[ = Axx...x{at} X 

X...X{at} x...xAa, Wt — Ax X . . . X{bt} x...xAa beliebige Elemente der Zer-
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legung G[ und ax̂  = J 4 1 X . . . X A . X . . . X {x,,} x . . . x Aa ein beliebiges E l e m e n t 
der Zerlegung Gx. Da at, bt E lemente aus A, und xx ein Element aus Ax s ind, 
haben wir auch ä[ (\_x'K ^ 0, b[ n x'x # 0- Jedes Element ä(' e 67t' ist also mit je
dem Element xxeG'x inzident. So ergibt sich eine Bindung ([1], 12) jedes 
Elementes ä[ mi t jedem Element b[ in der Zerlegung G[ in bezug auf die Zerle
gung G'y_. Wenn wir also die Definition und Kons t ruk t ion der kleinsten ge
meinsamen Überdeckung von G[, G'x berücksichtigen ([1], 14), bekommen wir 
[G[. G'x] — Gm.lK. Nach der Voraussetzung existiert die schlichte Abbi ldung 
d der Menge G auf G', und es gilt dann G, = d~lG[, Gy = d~lG'x, u n d darum, ist 
[Gt, Gx] = Gma, für i, K = 1, . . . . a, i ^ x. 

b) Wie wir eben in a) gezeigt haben, sind je zwei Elemente ät <= G,, xx e Gy 

inzident und gleichzeitig [G,, Gx]__= G__.__... Nach D 2/2 sind also die Zerlegungen 
Gt, Gx komplementär . 

c) Nach [3], 44 gibt es eben eine gemeinsame größte Verfeinerung G = 
= (Gx, Ga) der Zerlegungen Gx, ...,Ga. Es sei n u n G ^ Gmin. Dann m u ß 
in G wenigstens ein Element ä existieren, welches wenigstens zwei verschiedene 
Elemente x, y en thä l t . E s sei da; = (xx, ..., xa), dy = (yx, .... ya). D a n n müssen 
die Elemente (xx, . . . , xa), (yx, ...,ya) wenigstens in einer Komponen te ver
schieden sein. Sei also z. B . x, # y, • Nach der Definition der Zerlegung G't 
gehören d a n n aber die Elemente (xx, ..., xa), (yx, . . . . ya) in zwei verschiedene 
Elemente x[ und y[ aus G[. D a n n sind aber auch die Elemente x, = d~lx[. 
y, = d~xy[ der Zerlegung G, voneinander verschieden u n d x, y gehören d a n n in 
zwei verschiedene Elemente der Zerlegung G, was im Widerspruch mit der 
Voraussetzung s teht . Es ist also (Gx, . . . . 67a) = Gwin. 

S 4\2: E s sei G «-> Ax X A 2 , G <-+ A[ xA2 und A2 mit A', äquivalent . Dann sind 
auch die Mengen Ax, A\ äquivalent . 

B e w e i s : Es sei d die sehlichte Abbi ldung von G auf .4, x A 2 , g die schlichte 
Abbildung von G auf A'__xA2, f die schlichte Abbi ldung von A2 auf A'2 und 
da = (ax, a2) e Ax x A 2 . Es ist leicht zu beweisen, daß es eine schlichte Abbil
dung h der Menge G auf A[ > AI, gibt mit der Eigenschaft, daß ha = (a[, a2) 
nur eben dann ist, wenn f«2 = a'z gilt. Nun wollen wir eine neue Abbi ldung k 
der Menge Ax in A[ so definieren, daß kak = a[ ist, wenn da = (ax, a2), ha = 
= (ax, a',) und fa2 = a2 gilt. Dann ist jedes Element a t e Ax Urbi ld für wenig
stens ein Element a{ EA[. Anderseits ist jedes Element aus A\ das Bild von 
einem Element aus Ax. Is t n u n a . ~.^ bx e ^4X und «. = d~ l(a1 , a2), b = d x(&,, a2), 
d a n n gilt a =X= &• Aus den Beziehungen ha = (a'x, a2), h& = (b[, a'2) folgt, d a ß 
c/J # 6], weil h eine sehlichte Abbildung ist. Darum ist auch kax -/- kbx. k ist 
also eine schlichte Abbildung von A auf A[. 

D 4j2: Die 31 enge G nennen wir direkt zerlegbar, wenn es ein solches Sys tem 
von Mengen Ax, . . . , Aa gibt, daß 

1. G direktes P r o d u k t dieser Mengen, dh. G <-> Ax x ... xAa ist, 
2. jede Zerlegung Gt aus dem vollständigen, zu {Ax, ..., Aa) gehörigen System 
{Gx, . . . , Ga] von Oy

m,ri verschieden ist. dh. 67, ^ G7n:in für t = 1, . . . , a. 
In diesem Ealle spricht m a n auch über die direkte Zerlegung der Menge G und At 

heißt der direkte Faktor. Gibt es keine direkte Zerlegung von G, sagen wir, 
daß die Menge G direkt unzerlegbar ist. 

8 5\2: Die Menge G ist dann und nur dann direkt zerlegbar, wenn Mengen 
Al3 . . . , Aa der Eigenschaft existieren, daß 



a) G + - + A 1 x . . . X A a ist, 
b) keine von P-Abbildungen dt aus dem vollständigen, zu {Ax, .... Aa] ge
hörigen System {dx, ..., da} schlicht ist. 

B e w e i s : a) Es sei d, für i = 1, . . . , a keine schlichte Abbi ldung der Menge 
G auf At. D a n n gilt für die zu der P-Abbildung d, gehörige Zerlgeung 67, 
die Beziehung Gt *£ Gwin, Gt 7^Gmin. Das System Ax, ..., Aa ha t also die 
Eigenschaften 1), 2) aus D 4/2. 

b) E s sermun für ein i die P-Abbildung d, eine schlichte Abbi ldung von G 
auf At, 1 ^ t < OL. D a n n gilt 67, = 67Iril) und die Eigenschaft 2) aus D 4/2 ist 
nicht erfüllt. 

8 6/2: E s sei G eine direkt zerlegbare Menge. Dann ist G <-> Ax X ... X Aa, wo 
a) OL £ 2, 
b) für Kardinalzahlen von wenigstens zwei Mengen At, Ax (i •£ x) Ca rd / l i > 1, 
CardA,. > 1 gilt. 

B e w e i s : a) Wenn at = 1 wäre, h ä t t e man G <-> Ax und die P-Abbildung dT 

wäre eine schlichte Abbildung, was im Widerspruch mi t S 5/2 s teht . 
b) E s sei G direkt zelegbar und G <-> Ax x... xAa. Setzen wir voraus , daß 

für alle t -£ x, n — 1, . . . , a Card Ay= \ gilt. D a n n ist Ax X . . . x i , X . . . xAa 

mit ^4. äquivalent . I n diesem Falle ist aber die P-Abbi ldung d, von G auf A, 
eine schlichte Abbildung, was im Widerspruch mi t S 5/2 s teht . 

D 5/2: E s seien Ax, ..., Aa Zerlegungen auf G, von denen jede zwei komple
men tä r sind, und es gelte noch: 
a) [At, Ax] = 67max für t ^ x. t, x = 1, . . . , ot, 
b)(Äx,.:;,Aa) = Gmln. 
D a n n heißen die Zerlegungen Ax, ...,Aa stark komplementär. 

8 7J2: Die Menge 67 ist d a n n u n d nur dann direkt jzerlegbar, wenn auf 
G nichttr iviale, s tark komplementäre Zerlegungen Ax, A2 existieren. Gibt es 
solche Zerlegungen, dann gilt G +-* AxxA2. 

B e w e i s : a) E s sei G direkt zerlegbare Menge. Nach S 6/2 ist a ^ 2 und 
G <-*Bxx...xBa. Nach S 6/2 und S 2/1 gibt es solche Mengen Ax, A2, daß 
Ai «-* Bi X . . . X B , , A2 <-+ Bi+iX... X B a , 1 < t S ot, wobei Card A1 > 1, 
Card^4 2 > 1. Es gilt also G <-* AtxA2. D a n n m u ß die zu der P-Abbi ldung d, 
gehörige Zerlegung 'Gt auf G n icht t r ivial sein. Nach D 4/2 ist 67, ^ Gmin, es 
gilt aber auch 67, =£ 6? „,.>,, für t = 1,2. Wäre nämlich z. B . Gx = GIr?x, so m ü ß t e 
die Menge Ax notwendig nur ein einziges Element entha l ten , dh . Card Ax = l. 
was im Widerspruch mi t S 6/2 s tände . Nach S 3/2 und D 5/2 sind die Zerlegun
gen s ta rk komplementä r . Nach S 2/2 ist 67, mi t At äquivalent . Es ist also 
G <^ Gx x6?2 , dh. 67 *-* AxxÄ2, wo Gt — At, i = 1 , 2. 

b) Es seien Ax, Ä2 nichttr iviale, s ta rk komplementäre Zerlegungen auf 67. 
Dann ist Ax j - A2, denn im entgegengesetzen Falle m ü ß t e für ihre gemeinsame 
Verfeinerung (Äx, A2) = Ax i= Olvlitl gelten, was im Widerspruch mi t D o / 2 
wäre. U m zu zeigen, d a ß G eine direkt zerlegbare Menge ist, genügt nun, die 
Gültigkeit der Rela t ion 67 <̂> Ax X A2 zu beweisen. Durch ät bezeichnen wir 
das E lement der Zerlegung At, i = 1, 2, welches das C l e m e n t a e 67 enthäl t . 
Wrir definieren je tzt eine A b b i l d u n d d der Menge 67 in AxxA2 folgendermaßen: 
da = (äx, ä2) iura e G, äxe Ax, ä2 e A2.__ Wir worden beweisen, daß d die Abbil
dung von 67 auf 4 t xA2 ist. Seien äx e Ax, ä2 e Ä2 beliebige E l e m e n t e j m d a e äx, 
b eä2. Wleil Ax, Ä2 s t a rk komplementäre Zerlegungen sind, ist [Ax, A2] = Gmilx, 
und es existiert also zu jeden zwei Elementen a, b ein Element x e G derar t , daß 
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(i. x einem und demselben E lement xxeÄx und b, x einem und demselben Ele
ment ä2 e Ä2 gehören. Dann gilt nach der Definition der Abbildung d, daß 
dx = (ä l 5 ä2). Jedes Element (äx, ä2) e Äx x Ä2 ist also das Bild wenigstens eines 
Elements x eG. 

Weiter ist d die schl iehteAbbi ldung von G auf Äx xÄ2. Es sein a b beliebige 
Elemente aus G. a eäte At, b e b, e A, und es sei ä, = b, für t = 1, 2. Das 
bedeutet aber, daß a, b eäx,a,b e ä2 gilt. D a n n liegen a, b in einem und demsel
ben E l e m e n t « der größten gemeinsamen Verfeinerung (Ax, A2) der Zerle
gungen Ax, A2. Da aber Ax, A2 s tark komplementä r sind, ist (Ax, A2) = Gmin 

und also auch a = b. Daraus folgt, daß jedes Element (äx,ä2) e ,4. x ^ 2 d a s 
Bild meistens eines Elements a e G in der Abbi ldung d ist. 

Es sei nun d( die durch d induzierte P-Abbi ldung von G auf A, u n d Gt die 
zu der d, gehörige Zerlegung a u f ß . I s t da = (ä , ä2), a e ät e At dann gilt nach 
D 2/1 für die P-Abbi ldungen dxa = äx, d2a = ä2. Weil j e des Element aeG 
in einem Element äLe At liegt, bilden die Mengen Gx = Ax, G2 = A2 ein voll
ständiges, zu {Ax, A2j gehöriges Sys tem von Zer legungen auf G. Nach der 
Voraussetzung gilt Gt = A, ^-GwUx für i = 1, 2. Somit ist der Satz bewiesen. 

D 6/2: Eine Menge G heißt direkt vollständig zerlegbar, wenn sie di rekt zer
legbar ist und wenn für jeden F a k t o r A, der direkten Zerlegung G <-> Ax X... X 
X A a noch folgende Bedingungen für t = 1, . . . , a gelten: 

a) At ist eine direkt unzer legbare Menge. 
b) die Kardina lzahl Cardyl, > I. 

I n diesem Falle spr icht m a n auch von einer vollständigen direkten Zerlegung. 
Andernfalls sagt man , daß G nicht direkt vollständig zerlegbar ist. 

D 7\2: Es seien G <-> Ax x ... x Aa. H <-> Bx x ... x Bg die d i rekten Zerle
gungen von G und H. Wenn es eine s tarke Abbi ldung i der Menge Ax x ... X.Aa 

auf die Menge Bx x... x BH gibt, sagen wir, daß die betrachteten Zerlegungen 
äquivalent sind. 

8 8/2: E s seien G <-+Axx... x.Aa = Ala], G <-* Bx x... xBß = BW vollstän
dige direkte Zerlegungen von G. e ein beliebiges, festgewähltes Element aus 
G. e<^(ex. ...,ea)eA^\ e <-> (e{ e'ß)eB^n, G => A° <-> ({ex} x . . . xAt x 
X . . . x {ea}), G "-» B° <-> ({e{} x . . . x BH x ... x {e'ß}). Wenn noch eine der folgenden 
Bedingungen gilt, dann ist 
1. Ä] in bezug auf BW und Ba

y in bezug auf A[a> für i = 1 a, y = 1, ß 
konvex. 

2. At <-> B* X B*t x . . . x B*ßl. für t = 1, . . , a, 

Bx <-> A*x x A*x x. ...x A*y für x = 1, . . . , ß, 

wo A*x die Projektion von A° in By und B* die Projekt ion von By in At 

bedeutet , so sind die bet rachte ten Zerlegungen äquivalent . 
B e w e i s : Nach S 17/1 sind die Bedingungen 1. und 2. äquivalent . Der 

Beweis wird für 1. durchgeführt . Nach (13.1) ist At <-> C t l x . . . xCtH. Weil 
G *-> Aj X . . . x ^4a . G <-> Bx x . . . x B(o die di rekten vollständigen Zerlegungen 
sind, sind auch die direkten Fak to ren At, Bx d irekt unzerlegbare Mengen u n d 
für ihre Kardina lzahlen gilt Card^4( ^ 2, CardB^ ^ 2 , t = l, .... oc, x = 
= V ...,ß. Da ^4, eine direkt unzerlegbare Menge ist, m u ß es ein Index x, 
l <k x % ß der Eigenschaft geben, daß CardC(J t = Card^4( ^ 2 und CardO(,, = 
= 1 für JU ̂ z x, t = 1, . . . , a; ^, ,a = 1, . . . , ß gilt, und da rum auch A, <-• Cl% ist. 
Nach (14.1) gilt Bx <-> <7l3< x . . . X Ca%, x= 1, ...,ß. Weil auch By eine direkt 

122 



unzerlegbare Menge ist, gibt es ein Index <5, 1 < 6 <i a, der Eigenschaft, 
daß C a r d C ^ = CardB z ^ 2 und CardC,,* = 1 für v -j= ö; ö. v = l. . . . . 
x = 1, . . . , ß gilt, u n d d a r u m auch By <-> Ci)x ist. Mit Rücksicht auf S 2/1 b) 
darf man voraussetzen, daß d = i, dh. By «-> Cly ist. Nach S 16/1 gibt es äqui
valente Verfeinerungen 

G «-> Cxx x Cx% x . . . X G18 x C2X x .. .Cai!. 

G~ClxxC2xx...xCaXxCl2x...xCaf 

der gegebenen direkten Produkten . Die s tarke Abbi ldung i ist durch die Be
ziehung i {Clx} = {Clx} gegeben. Dabei entsprechen den wesentlichen K o m p o 
nenten der einen Verfeinerung die wesentlichen Komponen ten der anderen 
und den unwesentl ichen Komponen ten entsprechen wieder die unwesentl ichen 
der anderen Verfeinerung. Nach D 6/2 sind in der vollständigen d i rekten Zerle
gungen die unwesentl ichen Komponen ten ausgeschlossen. Weil C,x <-» At eine 
wesentliche Komponen te ist, muß sie auch in der direkten Zerlegung G *-> Bxx 
X.. .XB /7 auftreten. Hier ist aber für jeden wesentlichen F a k t o r Cly+-+Bx. 

Dieses bedeute t , daß es zu jedem t eben nur ein x so gibt, daß At <-> C,y <-• Bx 

ist. D a n n existiert eine schlichte Abbildung h der Eigenschaft, daß wenn 
h{At} = {B,} für t -== 1, . . . , <x, x = l, ..., ß ist, so sind die Mengen A, und Bx 

äquivalent . Somit ist der Satz bewiesen. 

I I . G R U P P O I D E 

3. D I R E K T E P R O D U K T E VON G R U P P O I D E N 

8 1/3: Es sei a eine natür l iche Zahl, Hl1, tya Gruppoide, Ax, — Aa ihre 
Felder, G' = Axy... x Aa = A{^ und (ax, ...,aa), (bx ba) beliebige Ele
mente aus G'. Definieren wir eine Multiplikation in G' durch 

(ax, ....aa)(bx, ...,ba) = (axbx, ...,aaba), [1.3) 

so ist G' das Feld eines Gruppoides 05', was wir mit 05' = $lx X . . . x SHa =
 s2t[a! 

bezeichnen. 
Der B e w e i s folgt unmi t te lbar aus der Definition des Gruppoides und der 

Bedingung (1.3). 

D 1/3: E s seien 05, $11 , . . . , s2la Gruppoide. Gibt es eine isomorphe Abbildung 
d des Gruppoides 05 auf das Gruppoid $l[ctl = Süx x... X ^t a , sagen wir, daß 
das Gruppoid 05 das direkte Produkt von Gruppoiden 31, ist und wir schreiben 

S * - > « 1 x . . . x U 0 (2.3) 

oder kürzer 05 <-» *.?l[ai. SU, nennen wir die i-te Komponente des direkten Produktes. 
W e n n für a e 05, (ax. . . . , aa) e $l ta], da = (ax, ...,aa) ist, schreiben wir auch 

a+-> (ax, ..., aa) (3.3) 

und das Element a, heißt die i-te Komponente des Elementes a. 

B e m e r k u n g 1/3: Weil der Isomorphismus von Gruppoiden eine Äquiva
lenzrelation ist, schreiben wir: Wenn 05 <-> Wa ) , W>1] «-* 53[ll' = 5B1 x . . . x 2 ^ 
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ist, dann ist auch © «-• 231 ,J. Wenn a «-> (_x, . . . , aa) = a', a' *-+ (bx, ..., bä) _ 23'^, 
wobei a e ©, «' e 2l f d ist, dann ist auch a<-»(6. 6#). Die letzte Beziehung 
besagt, daß in der isomorphen Abbildung von © auf 23[°] dem Element a des 
Gruppoides © das E lement (61 bß) des Gruppoides 23 ̂  zugeordnet ist. 

£ 2/3: Es sei © «-> 21 \ X . . . x 2t a . D a n n gilt 

a) © «-> (2t, x . . . x 2h) x (2l,?+1 x . . . x 2V) x . . . x (2h + 1 x . . . x 9Ia), wo 1 < /? < 
< y < . . . < « ^ a ist; 

b) © <-> 2 h x 2I„8 x . . . X 2h a ) , wo «!, _2 J • • • • ^a die Zahlen V 2, . . . . a in einer 
beliebigen Anordnung sind; 
c) © «^ 21, x (,)2l, wo 1 < t _ a u n d «>2I «-+ 2 h X . . . X 2l,_1 X 2l t + 1 x . . . x 2V ist. 

Der B e w e i s folgt leicht aus S 2 /1 , S 1/3 u n d D 1/3. 
S 3j3: Es sei © «-> 2 h X . . . X.2V = 2l[aJ. D a n n exist iert in © ein idempotentes 

Element e d a n n u n d nur dann , wenn es in jedem Gruppoid 211 ein idempotentes 
E lement et (i — 1, . . . , a) der Eigenschaft gibt, daß e <-> (e l 5 . . . , ea). 

Der B e w e i s ist klar. 
8 4/3: Es sei © <-> 2 h x . . . x 2 l a = 2l!tt], e das idempotente Element in ©, d 

die isomorphe Abbi ldung von © auf 2l[a], de = (_._, . . . . ea). Es sei _° ein solches 
Element aus ©, daß a° = d~1(e1, . . . , e t_ l 5 at, e t + 1 , . . . , ea) gilt. Dann 
a) die Menge A° aller Elemente a* e © ist das Feld des Untergruppoides 21°, 
welches mi t 21. isomorph ist, 

b) n x = e. 
B e w e i s : a) Nach S 3/1 a) exist iert die schlichte Abbildung d des Feldes A° 

auf das Feld A, des Gruppoides 2l t 5 u n d d a r u m ist A° das Feld des mit 2h 
isomorphen Gruppoides 21°. 

b) Nach S 3/1 b , ist für die Felder der Gruppoiden 21° die Beziehung 

fj A° = e gültig, womit unser Satz bewiesen ist. 

V e r a b r e d u n g 1/3: We i te r werden wir mi t e ein beliebiges, festgewähltes 
idempotentes E lement aus © und mi t 21° das Unte rgruppoid aus S 4/3 bezeich
nen. 

S 5/3: Es sei d die isomorphe Abbi ldung von © auf 2 h x . . . x 2 h = ©', 
e, e. idempotente Elemente und de = (e1? . . . , ea). Es sei noch 21° = d_1({e1} X 
X . . . x 211 X . . . x{ea}), 23 ein Untergruppoid in © u n d 23' = d23 sin Bild in dem 

Isomorphismus d. Es sei weiter f die isomorphe Abbi ldung von 21° auf 2Tt, 
t\ _= 2 h n 23 -£ 0, f«pt° == % c 2t t . Dann ist s^' == ^ x . - . x ^ ein Unte r 
gruppoid in ©' und es gilt S4V • <= 23' c= ©'. 

B e w e i s : ty° = sü° n 23, als ein nichtleerer Durchschni t t von zwei Gruppoi
den, ist wieder ein Gruppoid. D a r u m ist sein isomorphes Bild S$t auch ein 
Unte rgruppoid in 21,. Nach S 1/3 ist SP' ein Gruppoid. Die letzte Behaup tung 
des Satzes be rühr t nu r die Felder der be t rach te ten Gruppoiden u n d ist nach 
S 4/1 gültig. 

D 2j3: Es sei d die isomorphe Abbi ldung des Gruppoides © auf 2 h X . . . x 
x 2 h = 2l[tt] und da = (alt . . . , _ . , . . . , aa) e 2l f d , a e ©. 

a) Dann heißt at die Projektion des Elementes a in 21,, i = l, . . . , a. 
b) I s t B ~£ 0 eine Tei lmenge in © u n d B* die Menge von allen Projektionen 

b, der Elementen b,eB in 21., nennen wir B* die Projektion von B in 2I t , 
* = h . . . , a . 
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8 6/3: E s sei d die isomorphe Abbi ldung von (5 auf 9 h x . . . x 9Ia u n d d, die 
Projekt ion des Feldes G von (5 auf das Geld At von 91. aus S 5/1. Dann ist d, 
eine Deformation von (5 auf Ol,, die von dem Isomorphismus d induziert ist. 
(Sie wird als Projektion oder P-Deformation von (5 auf 9t, bezeichnet.) 

B e w e i s : Nach S 5/1 ist d.a = a, eben nur dann, wenn da = (a l 5 . . . , « , , 
. . . , aa) ist und in diesem Falle ist d( die Abbi ldung von G auf A , . Wenn nun 
noch db = (&l3 . . . ,& , 6a), dh. d,6 = 6, ist, dann gilt (da) (dfö) = d(a&), 
u n d also (d.a) (d,6) = d.(a6).' 

8 713: Es sei d die isomorphe Abbi ldung des Gruppoides (ö auf 9 h x . . . x 
X91a = (ö\ 93 ein Untcrgruppoid in (5, d33 = 95', e das idempotente Element 

in © u n d de = (e±, ..., e j . Es gelte 91? = d ̂ ({e,} X . . . X 91, X . . . X {ea}), 
<fß° = %° n 93 # 0, d ^ : = ({ex} x . . . x f ( x . . . x { e j ) *-> <p, c 9 h Es sei weiter 
93? die Projekt ion von 93 in 91,. D a n n gilt 

a) tyt c 93? c 8 ( „ ( - = l , . . . , a ; 
b) wenn *P' = H3X x . . , X s $ a , 93* = 93t x . . . X 93* ist, so ist die Beziehung 

s£' c 33' c S * (4.3) 
r icht ig. 

B e w e i s : a) Nach dem Beweis von S 5/3 ist sJ3t ein Untergruppoid in 91,. 
Weil nach S 6/3 d eine Deformat ion von © auf 9It ist, ist die Projekt ion 93? 
des Gruppoides 93 in 91, wieder ein Gruppoid. F ü r ihre Felder gilt die Bezie
hung a) aus S 6/1 und somit ist die B e h a u p t u n g bewiesen. 

b) Iß' und 93* sind Gruppoide n a c h S 1/3 u n d für ihre Felder ist (3.1) u n d 
somit auch (4.3) gültig. 

8 8j3: Behal ten wir die Voraussetzungen u n d Bezeichnungen aus S 7/3. 
W e n n n u n mindestens eine der Gleichheiten 

% = 93?, t = l , . . . , « , (5.3) 

s P 1 x . . . x s P a = ^ ' = 95', (6.3) 

9 3 * X . . . x S * = 93* = 93' (7.3) 

r ichtig ist, sind gleichzeitig alle richtig. 

B e w e i s : F ü r die Felder der be t rach te ten Gruppoide ist der Satz nach S 7/1 
r ichtig. W'eil die direkten P r o d u k t e Untergruppoide in (5, sind, ist der Satz 
bewiesen. 

D 3\3: E s sei © +-> 9 h X . . . X 9 h = 9l[ai und SS ein Untergruppoid in (5. I s t 
sein Feld H eine konvexe Tei lmenge in bezug auf A[a] = Axx...xAa, dh. 
in bezug auf das Fold des Gruppoides 9l l a ] , sagen wir, daß § ein in bezug auf 
9X[a] konvexes Gruppoid oder daß SS ein relativ konvexes Gruppoid ist. I s t das 
Feld H des Gruppoides £) e i n e konvexe Untermenge, dann sagen wir, daß § 

i i rgruppoid in (5 ist. 

8 9/3: E s sei S> ein Un te rg ruppo id in © <-*• 91! X . . . x 9 l a = 9l[al, SS? die 
Projekt ion von SS in 9(, (i = 1, .. . ,oc) u n d SS' sein Bild in der isomorphen 
Abbi ldung d des Gruppoides ($> auf 91,. D a n n ist SS in bezug auf 9I[ot] d a n n 
und nur d a n n konvex, wenn 

, § ' = § J x . . . X $* = §*<-» $ (8.3) 
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B e w e i s : §»', <r>* und also auch £>* sind Gruppoide. Die übrige Behauptungen , 
die nur die Felder der be t rachte ten Gruppoide betreffen, sind nach S 8/1 
richtig. 

S 1013: Es sei 9} ein Untergruppoid in © «-» 5 h x . . . X 5Ia = 5l[a], §>' sein 
Bild in dem Isomorphismus d des Gruppoides © auf 5l[a], e das idempotente 
Element in © und de = (e. ea). Es seien weiter 51° = d " 1 ^ } X . . . X 
x5l( x ... x{ea}) = d-1^', T; = 51° n § # 0. ds£° = ({ei} x ... x% x ... x 
•<K}) = siV <-> ^ c s#«> §? d i e Projekt ion von § in 51,. s£' = < ß 1 x . . . x ^ B , 

§ * = .9* X . . . X $)*. l^ann sind folgende Aussagen 

%\ == £ ? , t = ] a, (9.3) 

s ; v = ! 9 ' ^ 5 . (10.3) 

£ - = Ö ' < - & (11.3) 

i?> ist in bezug auf 5l iai konvex, (12.3) 

untereinander äquivalent . 

B e w e i s : Der Satz ist die Zusammenfassung von S 8/3 und S 9/3. 

S 11\3: Es s e i e n d : Ä Untergruppoide in © <-> 5 h x . . . x 5la = 5I[al, % — 
= £) n 5* ^ 0 und 1|ßf. §*, ftf Projekt ionen in 51,. Dann gilt für i = 1, . . . , a 

(§ n ft)? = <p* c (§f n ftf). (13.3) 

B e w e i s : Es ist bekannt , daß jeder nichtleere Durchschni t t von zwei Grup-
poiden wieder ein Gruppoid ist. Die zweite Behaup tung betrifft nur die Felder 
der be t rachte ten Gruppoiden und (13.3) gilt also infolge (12.1). 

S 1213: E s seien io, $t Untergruppoide in © +-»5hX. . . x 5 l a = 5Ita], die in 
bezug auf 5l | a ] konvex sind, und ^ = § n Ä ^ 0. Sind Sß*, §*, 5\f die Pro
jektionen von *ß. 9). R in 51,. dann gilt: a) ^ß ist ein in bezug auf 5(la3 konvexes 
Untergruppoid, bj" ( § n Ä)f = <J3* = §* n St? für t = 1, . . . , a. 

B e w e i s : Nach S 11/1 ist der Satz für die Felder der be t rach te ten Gruppoiden 
richtig und weil ein nichtleerer Durchschn i t t von Gruppoiden wieder ein Grup
poid ist, ist der Satz bewiesen. 

*SY 13/3: Es sei e das idempotente E lement in ©, d die isomorphe Abbi ldung 
von © auf 5 h X . . . X 5 h = 5I[tt], f die isomorphe Abbi ldung von © auf 93t X 
x . . . x l&ß = 93['/], de = (e., . . . , ea), fe — (e[ e'ß). Wei ter es seien 51° = 
= d ~ 1 ( { e 1 } x . . . x 5 l £ x . . . x { e j ) , <B° = ^({e^x ... x®xx ... x{e'ß}), 51*. die 
Projektion von 51° in 23,, und 93* die Projekt ion von 53° in 51,. I s t n u n d a s 
Untergruppoid 51° in bezug auf 93[5] u n d 93° in bezug auf 5lIa] konvex (i = 
= 1, . . . , a ; x = 1, . . . , ß), sind die Gruppoide %*H, (51° n 23°) u n d 93* iso
morph. 

B e w e i s : Dieser Satz kann m a n ana log wrie der Satz S 12/1 beweisen, n u r 
brauchen wir a n s t a t t der Mengen die Gruppoide und a n s t a t t der schlichten die 
isomorphe Abbi ldung zu be t rachten . Die Sätze S 3/1, S 11/1 sind du rch S 4 /3 , 
S 12/3 zu ersetzen. 
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S 14\3: Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus S 13/3. 
Dann existieren die Gruppoide (&ty, die mi t (91° n 93°) isomorph sind, und zwar 
der Eigenschaft , daß die Beziehungen 

91, «-> G41 X (£,2 X . . . X (£,.,. i = 1, . . . , a, (14.3) 

» ^ ^ x ^ X . . . x £ a r x=1 ß. (15.3) 
gelten. 

Den B e w e i s k a n n man analog zu dem Beweise des Satzes S 13/1 führen, 
indem m a n die Begriffe der Menge und der schlichten Abbildung durch die des 
Gruppoides und des Isomorphismus ersetzt, ebenso wie S 8/1, S 12/1 durch 
S 9/3 und S 13/3. 

D 4J3: Es sei 
© « - > 9 t 1 x . . . x 9 l a (a) 

und 91, «-> 91,! X . . . X 5h,(, wo yt eine natürl iche Zahl für i — 1, — a ist. Dann 
heißt 

© <-+ 911X x . . . x 5 h n x 9I21 x . . . x 9I2y2 x . . . x 9l a l x . . . x 5hya (b) 

die Verfeinerung des direkten Produktes (a). 
B e m e r k u n g 2/3: Jedes direkte P r o d u k t ist zugleich seine Verfeinerung. 
D 5\3: E s sei © «-> 9 h X . . . X 9Ia u n d £> <-> 93x x . . . x 93,^. Es existiere eine 

schlichte Abbildung i der Komponen ten 91, des direkten Produktes © auf die 
Komponen ten 93^ des direkten Produk tes § der Eigenschaft, daß die Grup
poide 91, und 93., isomorph sind, wenn nur i{91,} = {93x} für t = l , . , . , a , 
x = 1, . . . . ß ist. D a n n heißt i starke Abbildung von (9h x . . . x 9h) auf (93x x 
X. . .x93tf) und die direkten Produkte ©, £> heißen isomorph. 

B e m e r k u n g 3/3: Zwei isomorphe direkte P r o d u k t e besitzen natür l ich eine 
gleiche Anzahl der Komponen ten (a = ß) und es gilt © « - > § . Sehr oft betrach
ten wir den Fall , daß © = 9y ist. 

D 6\3: E s sei © <-> 9h x . . . x 9(a. Das Gruppoid 91, heißt wesentliche oder 
unwesentliche Komponente des direkten Produktes , wenn dieses von seinem 
Felde 5h (t = 1, . . . , a) gilt. Das direkte Produkt, dessen jede Komponen te 
wesentlich ist, dh. Card 91, > l, heißt reduziert. 

S 1513: Es seien 9 h , . . . , 9h ' die wesentlichen Komponenten des direkten 
Produktes ©«-> 5 h X . . . X 9h,. Dann gilt für das reduzierte direkte P roduk t 
© <-> 9h x . . . x 5h ' die Beziehung a' S a. 

Der B e w e i s ist evident . 
8 16j3: Es seien © «-> 5 h X . . . X 5 h , $>«-> 9h x . . . x 93 rf direkte isomorphe 

P roduk te . Dann sind ihre reduzierten direkten Produkte auch isomorph. 
Der B e w e i s folgt unmi t te lbar aus S 15/1, D 5/3 und D 6/3. 
S 17{3: E s seien © «-> 5 h x . . . X 5 h = 9Il«], © «-> 9 h X . . . x 93B = 9 3 ^ , e das 

idempotente Element aus ©, e «-> (e. , ea) e 9I[al, e<->(eh . . . , el) e SB1'91, 
5 h «->' ({et} x . . . x 5t, x . . . x {ea}), 93° «-> {{e'}} x . . . x 9 h x: . . . x {e^}). I s t 91° in 
bezug auf 93'^ und 93° in bezug auf 9l la] für i = 1, . . . , a, x = 1, . . . , ß konvex, 
besitzen die be t rachte ten direkten P rod uk t e isomorphe Verfeinerungen und das 
Gruppoid © ist d a n n das direkte P r o d u k t von Gruppoiden d,.Ä, die mi t 
(51° n 93°) isomorph sind. 

B e w e i s : Benutzen wir die Bezeichnungen aus S 14/3, so ist der Beweis 
analog dem Beweise des Satzes S 16 /h nur brauchen wir die Begriffe ,,Menge, 
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schlichte Abbi ldung, äqu iva len t " u n d die Beziehungen (13.1), (14.1) durch 
Begriffe , .Gruppoid, isomorphe Abbildung, isomorph" und die Beziehungen 
(14.3) u n d (15.3) zu ersetzen, 

81813: E s seien ©<-+ 2 h X . . . X2Ta = 2I [ d , ©<-> SBX X . . . X 23« = 93^], e das 
idempoten tc E lemen t in ©, e <-> [e1? . . . , ea) e 21[a], e <-> (e[, ..,, e^) e 23tj9}, 
21° <-> ({ex} x . . . x 21, X . . . x {ea}). 93° <-+ ({cj} X . . . X 23, x . . . X {e'ß}), 21* die Pro
jektion von 21° in 93J(. und 23* die Projektion von 23° in 21,, d a n n 
1. 21° ist in bezug auf 2 3 ^ und gleichzeitig 23° ist in bezug auf 2l[a} dann und 
nur dann konvex, wenn 
2 

21, <-> ©J. X. . .X93J , (16.3) 
und gleichzeitig 

23x<-> 2I*„ x . . . x 21*, (17.3) 

für 1 = 1, ..., ot, x = 1, ..., ß ist. 
B e w e i s : Nach S 17/1 gilt der Satz für die Felder der betrach te ten Gruppoide 

Gleichzeitig sind A°, ß ° , A*K, B* nach S 4/3 und S 7/3 die Felder der Grup
poide 2.1°, 23°, 21* , 23* . Nehmen wir noch den U m s t a n d in Betracht , daß in 
dem Satz u n d Beweis betrachte te schlichte Abbi ldung eine Deformation ist, 
d a n n ist unser Satz bewiesen. 

S 19/3: E s sei © <-> 2 h x . . . X 2Ta = 2 l w , © <-* 93x X . . . X üB3 = SB1**1. E s ge l ten 
weiter die Bezeichnungen aus S 18/3 u n d die Bedingungen (16.3), (17.3). 
D a n n besitzen die angeführ ten direkten Produk te isomorphe Verfeinerungen. 

B e w e i s : Nach S 18/3 sind die Bedingungen (16.3) u n d (17.3) mi t der Be
dingung 1. dieses Satzes äquivalent . Nach S 17/3, deren Bedingungen er
füllt sind, gilt also die B e h a u p t u n g unseres Satzes. 

D 7/3: Eine Menge Z aller E lemente z des Gruppoides © der Eigenschaft, 
d a ß für jedes E lement a e © die Beziehung za — az gilt, heißt Zentrum dieses 
Gruppoides; das Element z e Z heißt zentral. 

B e m e r k u n g 4/3: Die Menge Z k a n n leer sein. W e n n Z =£0ist , dann b r a u c h t 
sie nich t notwendig das Feld eir es Untergruppoides in ® zu sein. Wir werden 
zwar weiter voraussetzen, daß Z eine gruppoidale Untermenge in © ist, aber alle 
Überlegungen, welche wir unter dieser Bedingung machen werden, behalten ihre 
Gültigkeit auch ohne diese Bedingung. D a n n genügt es, s t a t t der Untergruppoide 
und Faktoroide die nichtleeren Mengen u n d Zerlegungen zu betrachten. 

V e r a b r e d u n g 1/3: Unter einem Zentrum 3 des Gruppoides © verstehen 
wir die nichtlere Teilmenge Z aus D 7/3, die in bezug auf die Multiplikation in 
© gruppoidal ist. 

S 2013: Das Zentrum 3 des Gruppoides © <-> 2 h x . . . X 2la ist das konvexe 
Untergruppoid in ©. 

B e w e i s : Es sei x <-> (xx, . . . . xa), y <-> (yx, . . . , ya), a <-> (ax, ..., aa), a e ©, 
x, y e 3 - D a n n gilt einerseits ax «-> (axxx, ..., ßaxa), xa <-> (xxax, . . . . xaaa), 
ay <-> (a1y1, ..., aaya), ya <-> (yxaXi ..., yaaa) und anderseits ax = xa, ay = ya. 
Darum haben wir auch (axxx, ..., aaxa) = (xxyx, . . . , xaaa), (axyx, . . . , aaya) = 
~r- (!/iai > • - • 5 Uaaa)- D i e E lemente xt, yt gehören in das Zent rum 3« des Gruppoi
des 21,, weil für jedes at e 21, die Beziehungen atxt == xlal, atyt = yta,, 1 = 
= 1, . . . , OL, gelten. 

Es sei nun zt ein beliebiges Element von xt, yt und z ein solches Element 
aus ©, für welches z <-> (zx, ...,za) ist. Dann ist offenbar (axzx, ..., aaza) = 
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= ( ^ , . . . , 2 ^ ) . Da rum gilt auch für das Element a <-> (alt ..., aa) die 
Gleichheit az = za und 2 gehört in das Zent rum 3? w a s die Konvex i t ä t des 
Zen t rums 3 bezüglich 2I[al bestä t igt . 

I s t nun © <-> SBj x . . . X 93a = 33[;?], d a n n k a n n nan analog beweisen, d a ß 
das Zen t rum 3 in bezug auf 93lu] ein konvexes Untergruppoid in © ist. 

8 21/3: Das Gruppoid © <-> 2h x . . . x 2 l a besitzt ein Zent rum 3 dann u n d 
nur dann, wenn jedes Gruppoid $1, das Zen t rum 3 o * == l , . . . , a , besitzt. 

B e w e i s : a) Besitzt © das Zentrum 3? d a n n ist aus dem ersten Teil des 
Beweises von S 20/3 klar, daß auch 21, das Zen t rum besitzt. 

b) E s sei n u n 3 . das Zen t rum von 21,, 1 = 1, . . . , a und z £ © so ein Element , 
für welches z <-> (z1? . . . , za), z, e 3 . gilt- P i n jedes a e ©, a <-> {a1, . . . , a a ) , 
folgt aus den Beziehungen az <-> ( a ^ , . . . , aa2Ja) = ( z ^ , . . . , zaaa) <-> za die 
Gleichheit za = az. Das E lement z gehört also in das Zen t rum 3 des Gruppoides 
© u n d es ist 3 - 3' *-+ 3 i x • • • x 3a • 

8 22j3: E s sei 3 das Zent rum des Gruppoides © <-> 2h x . . . x 2 I a und 3« 
das Zen t rum des Gruppoides 21,, 1 = 1, . . . , a. D a n n ist 3 das direkte P r o d u k t 
von 3( 5 dh . 3 <-»• 3 i x • • • X 3« • 

B e w e i s : a) Es sei 3? die Projekt ion von 3 in 91,, x e 3 , o e ©,»<->(»-., . . . , .ra), 
rt <-> (ßj, . . . , a a), a;,, at die Projektion von a;, a in 21,. Nach dem ersten Teil deses 
Beweises von S 20/3 ist xta, = atxt. Es sind also die Elemente x, e 3? iJ1 9Ii 
zentral, woraus 3f ^ 3« fur fc — 1, . . . . a folgt. 

b) Es sei nun z, e 3* • D a n n gehört das E lement Z G S , für das z <-> (zx, . . . , za) 
gilt, in das Zent rum 3 des Gruppoides ©, was aus dem P u n k t e b) des Beweis 
S 21/3 folgt. Aus dieser Eigenschaft u n d aus der Definition der Projekt ion 
folgt, daß 3« c 3? ißt, und da rum m u ß infolge a) des Beweises S 22/3 3« — 3t > 
t = , . . . , a, gelten. Da 3 ein konvexes Gruppoid ist, gilt nach S 9/3 3 «-»• 3 f x 

X . . . X 3 * , woraus sich infolge 3? <= 3< die Beziehung 3 •*•* 3 i X . . . x 3 a 

ergibt . 
8 23\3: Es sei 3 das Zen t rum des Gruppoides ©, 3c das Zent rum in 21,, 

1= l , . . . , a . D a n n verursacht jede Verfeinerung des direkten P roduk tes 
© <-> 2 h X . . . x 2la eine Verfeinerung des Zen'.-Tums 3 «-»• 3 i x • • • x 3a • 

B e w e i s : Es sei © <-> 2 t n x . . . x 2 h n x 2l21 x . . . x 2I2y2 X . . . X 2l a l X . . . X 2hy a 

die Verfeinerung des P roduk tes © <-> 2 h X . . . X 2l a , dh. es sei 21, <-> 2 l a X . . . X 
x 2t,7t, i = 1, . . . , a. wo yt eine natür l iche Zahl ist. Nach S 22/3 ist 3 «^ 3 i X 
X . . . x 3 a ' w o 3> das Zen t rum in 21, ist. Nach S 21/3 und S 22/3 gilt d a n n 

3 , <-> 3 a X • • • x 3ir, > w o 3«x, das Zen t rum in 2t,^, 1 = 1, . . . , a, Kt = 1, . . . , y , , ist. 
E s gilt also 

3 «-* 3 n x • •. x 3 i n x 3 a i x . . . x 3 2 , 2 x . . . x 3 a i x . . . x3ay«, 

womit unser Satz bewiesen ist. 

4. D I R E K T E Z E R L E G U N G E N VON G R U P P O I D E N 

D 1J4: a) Eine Zerlegung Ä in (auf) einem beliebigen Gruppoid © nennen 
wir erzeugende Zerlegung in (auf) ©, wenn es zu jeder zweigliedrigenJFolge von 
Elementen ä, b e A ein Element c e A gibt, für das die Beziehung ab c c gilt. 

b) Es sei 4̂ eine erzeugende Zerlegung in (auf) dem Gruppoid ©. Definieren 
wir die Multiplikation der Elemente ä, b e A so, daß ä Q b = c dann und nur 
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dann, wenn ab c c ist. In diesem Falle sagen wir, daß A das Feld des Grup-

poides 2t ist. Das Gruppoid 21 nennen wir Faktoroid in (auf) dem Gruppoid 05. 

c) Die trivialen Faktoroide auf dem Gruppoid 05 sind das größte und das 
kleinste Faktoro id auf 05. Das größte (kleinste) Faktoroid Ö5„,ax (05min) ist ein 
solches, dessen Feld die größte (kleinste) Zerlegung 6rmax (6rnün) auf 05 ist. 

S 1\14: E s sei d eine Deformation des Gruppoides 05 auf das Gruppoid 05*. 
Die Zerlegung I) auf 05, die zu d gehört , ist erzeugend und sie ist das Feld des 
zu d gehörigen Faktoroides Tu. T> ist mit 05* isomorph. 

B e w e i s : [1]. 103. 

D 2\4: Es seien 21, 23 Faktoro ide auf dem Gruppoid 05. 
a) Wrir sagen, daß das Fak toro id 2t(23) eine Überdeckung (Verfeinerung) des 

Faktoroides 23 (2t) ist, wenn für ihre Felder A ^ B gilt und wir schreiben 
2t ^ 23 oder 23 ^ 2t. 

b) Unte r einer gemeinsamen Überdeckung der Faktoro ide 21, 23 verstehen 
wir jedes Fak toro id (£ auf 05, für welches G ^ 21, £ ^ 23 gilt. Eine gemeinsame 
Verfeinerung von 21, 23 ist jedes Faktoroid D auf 05, für welches £) ^ 2t, 
X) S 23 gilt. 

c) Die kleinste gemeinsame Überdeckung von Faktoroiden 2t, 23 ist ein solches 
Faktoro id [2t, 23] auf 05. daß für jede gemeinsame Überdeckung (£ von 21, 23 
die Beziehung [2t. 23] rg (f gilt. Unter der größten gemeinsamen Verfeinerung von 
2t, 23 vers tehen wir ein solches Faktoro id (21. 23) auf 05, für welches (21, 23) ^ T> 
ist, wo T> eine beliebige gemeinsame Verfeinerung von 21, 23 bedeute t . 

d) Wir sagen, daß das Faktoroid 21 zu dem, Faktoroid 23 komplementär ist, 
wenn dasselbe für ihre Felder .4, B gilt. 

B e m e r k u n g 1/4: I s t 2t zu 23 komplementär , so ist auch 23 zu 21 komplemen
tär . Das folgt aus der Bemerkung 1/2 und aus D 1/4 d). 

S 2\4: Es sei 05 <-+ 2 h x . . . x 2ta = 05', U)2t «^ 2 h x . . . x 2l,„1 x 2IH 1 x . . . x 2 h . 
dt die Deformation von 05 auf 21,. welche durch den Isomorphismus d des 
Gruppoides 05 auf 05' induziert ist und 05, das zu dieser P-Deformation d, 
gehörige Faktoro id auf 05. Die Elemente ät e 05, sind dann mit (t)2I äquivalente 
Mengen und das Faktoro id 05, ist mit 2t,, i = 1. . . . , a, isomorph. 

B e w e i s : Nach S 2/2 ist jedes Element ä, e 05,, für welches ä, = d_ 1ä t = 
= d 1(2t1 x . . . x 2I,„1 X {a,} x 21,+ 1 x . . . X 2la) gilt, eine mi t (,)2I äquivalente 
Menge. Das Element ä, ist dabei die Menge aller E lemente von 05, die in der 
P-Deformation d, als Urbilder des E lements a, e 21, vorkommen, dh . ä, ist 
ein E lement des zu d, gehörigen Faktoroides 05,. Nach S 1/4 ist 05, mi t 2t, 
isomorph. 

D 3\4: E s sei 05 «-> 2 h x . . . X 2 h = 05' und d, die, durch den Isomorphismus 
d von 05 auf 05, induzierte P-Deformation von 05 auf 2t,. Dann heißt das 
System {05x, . . . , 05a} von allen Faktoroiden aus S 2/4 das vollständige, zu dem 
System { 2 h . . . . . 2h} {oder zu dem System {dx, . . . , da}) gehörige System von Fakto
roiden. Die Menge { d l 5 . . . , d a } heißt d a n n das vollständige, zu dem System 
{2h , . . . , 2h} gehörige System von P-Deformationen. 

130 



8 314: Es sei © <-» 3 h x . . . x 3 h = ©' u n d {© . . , . . . , ©a{ das vollständige.. 
zu dem System {2h 3h} gehörige System von Faktoroiden. Dann gilt 
folgendes: 

a) [©, , © J = (ö inax für t # x, t. x = 1, . . . , a. 

b) J e zwei Faktoroiden ©,, ©,, (t, x — 1 a) sind komplementär . 

C) ( © , , . . . ,© a ) = © ] n I n . 
B e w e i s : a), c) Nach S 3/2 ist unser Satz für die Felder der be t rachte ten 

Faktoroiden richtig. Weil 67, die erzeugenden Zerlegungen ([1], 89) sind, sind 
auch die Zerlegungen \Gt, 67.,] bzw. (Gx, . . . , Ga) erzeugend ([1], 91 bzw. [3], 
51). Sie sind also Felder der Faktoro iden [©, . © J bzw. (©j ©a). Nach 
D 2/4 d) u n d S 3/2 gilt auch b). 

S 4j4: E s sei © <-> 3IX x 3 h , © <-* 3 h x 3 h und 3 h mi t 3 h isomorph. Es sei 3 
das Zen t rum in ©, 3i^ 32> 3i> 32 die Zentren in 3115 3 h , 3 h , 3 h . Dann gilt: 

a) 3 h und 3 h sind isomorph, 
b) 3 i u n ( l 3i» 32 U I l c l 32 sind isomorph. 
B e w e i s : Die Behaup tung a) wird analog wie der Satz S 4/2 bewiesen, 

nur ans t a t t der schlichten Abbildung von Mengen m u ß man die isomorphe 
Abbildung von Gruppoiden in Betracht nehmen. 

b) Aus dem Isomorphismus von 3(2 und 3 h folgt der Isomorphismus der 
Zentren 3a und 32- Nach S 22/3 ist einerseits 3 + ^ 3 i > ( 3 2 > andererseits 
3 <-> 3 i '^3'z- Nach a) unseres Satzes ist also 3 i m i t 3 i isomorph. 

D 4j4: Das Gruppoid © heißt direkt zerlegbar, wenn es solche Gruppoide 
3 h , . . . , 3 h gibt, daß 
1. © das direkte Produkt dieser Gruppoide ist, dh. © <-> 3 h X . . . X 3 h . 

2. jedes Faktoro id ©, aus dem vollständigen, zu {3h , . . . , 3h} gehörigen System 

{©!, . . . . ©a}, von ©,„,,, verschieden ist, dh. ©, ^ ©m i n für i = 1, . . . , a gilt. 
I n diesem Falle spricht man auch über die direkte Zerlegung des Gruppoid.es © 

und 3l4 heißt der direkte Faktor dieser direkten Zerlegung. Sonst sagt man, daß 
das • • • 

8 5\4: Das Gruppoid © ist dann und nur dann direkt zerlegbar, wenn Grup
poide 3 h , . . . . 3 h der Eigenschaft existieren, daß 
a) © ^ 3h X ... X 3h ist, 
b) keine der P-Deformationen d, aus dem vollständigen, zu {3h , 3h} 
gehörigen System {d l5 d„}. eine isomorphe Abbi ldung ist. 

Der B e w e i s folgt unmi t te lbar aus S 5/2 und D 4/4. 
8 6/4: Es sei © ein direkt zerlegbares Gruppoid. D a n n ist © <-> 3 h X . . . x 3 h . 

wo 
a) OL £ 2, 
b) für Kardinalzahlen wenigstens zweier Gruppoide 31,, 3 h (t =£ x) gilt die 
Ungleichkeit Card 31. > 1, Card 3 h > 1. 

Der B e w e i s folgt leicht mit Benutzung von S 6/2. 

D 5j4: Es seien 3 h , . . . . 3 h je zwei komplementäre Faktoro ide auf dem Grup
poid © u n d es gelte noch: 

a) [3b, 3h ] = ©m a x für i =£ x, t, x = h . . . , a, 

b ) ( ¥ h , . . . , 3 f a ) = ©niin. 
Dann heißen die Faktoroide 3l l 5 . . . , 3 h stark komplementär. 
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S 7J2: Das Gruppoid © ist dann und nur dann direkt zerlegbar, wenn auf 

ihm nichttr iviale, s tark komplementäre Faktoro ide 31., 3l2 existieren. 

Gibt es solche Faktoroide, dann gilt © <-> 3 h X 3 h . 
B e w e i s : Der Satz ist nach S 7/2 für die Felder der be t rachte ten Gruppoide 

und Faktoro ide gültig. Sind nun 3 h . 3 h , die Faktoroide auf ©, k a n n man nach 
dem Beweis von S 7/2 die schlichte Abbi ldung d des Feldes G- auf ÄxxA2 

so definieren, daß da — (äv, ä2) dann und nur dann , wenn OJE «, e Ax, a e ä2 e 
G A2 ist. Es sei weiter ob = (b\<])2). _Die Zerlegungen Ax, A2 sind erzeugend, 
und da rum gilt ab e ä,ft, <= ä, Q b, e A,, t — 1, 2. Dann gilt d(a/3) = (äx O 5X, 
«a O 52) = («i, «2) O (Jh- b2) = (da) O (dft). Es ist also d ein Isomorphismus 
von © auf 3IA X 3 h und der Sa tz ist bewiesen. 

D 6j4: Das Gruppoid © Äei/?t einfach, wenn die einzigen Faktoro ide auf ihm 

©,nav und ©,uin sind. 
8 8]4: E in einfaches Gruppoid ist d i rekt unzerlegbar. 
B e w e i s : ©niax u n d ©„:in sind die einzigen möglichen Faktoro ide auf © u n d 

also nach S 7/4 ist © direkt unzerlegbar. 
D 714: Ein Gruppoid © heißt direkt vollständig zerlegbar, wenn es direkt zer

legbar ist und wenn für jeden F a k t o r 31, der direkten Zerlegung © <-> 3 h X 
X . . . X 3 h die Bedingungen 
a) 31, ist ein direkt unzerlegbares Gruppoid. 
b) Card 31, > 1 
für t = 1, . . . , a gelten. In diesem Falle spricht man auch über die vollständige 
direkte /',<•' >>•. 7. 

Andererfalls sagt man, daß © nicht direkt vollständig zerlegbar ist. 
8 9)4: Es sei © <-> 3 h x . . . x3 ( u die direkte Zerlegung von © u n d es gelte 

für jeden F a k t o r 31,, daß 
a) 31, einfach ist, 
b) Card 31, > 1 für t = 1, . . . , a ist. 
Dann ist © <-> 3 h X . . . X 3 h die vollständige direkte Zerlegung. 

B e w e i s : Nach S 8/4 ist 31, ein direkt unzerlegbares Gruppoid und somit 
ist der Satz bewiesen. 

D 8/4: E s seien © <-> 3h x . . . x 3 h , § *-> 33j X . . . x 93B die direkten Zerle
gungen von © und <r>. Wenn es eine s tarke Abbi ldung i dos Gruppoides (3h X 
X . . . X 3h ) auf das Gruppoid (2h X . . . X 2h ) gibt, dann sagen wir, daß die be

t rach te ten Zerlegungen isomorph sind. 
81014: a) Es seien © <-* 3 h x . . . x 3 h = 3l ta], © •-> ©.. x . . . X 23# = 23^ 

vo l lständige direkten Zerlegungen des Gruppoides ©, e das idempotente 
E lement in ©, e <-> (ex, . . . , ea) e 3 l ! u \ e^ {e{, . . . , e'ß) e 23^], © => 31° •-> ({ej x 
X . . . X 31, X . . . x{e„}), © =5 33° ({ex} X . . . X 2 h X . . . x{e^}). Wenn noch eine der 

folgenden Bedingungen gilt 

1. 31° ist in bezug auf 23[?] u n d 33° ist in bezug auf SU«*] für * = 1, . . . . a, » = 
= 1, ..., ßkonvex, 

2. 3t, <-> 93* x . . . X B* für t = 1, , . . , a, 

93* *-> 31*^ X . . . X 3I*K für x == 1, ,/? 

wo 31* die Projekt ion von 31° in 33„ und 23* die Projekt ion von 33° in 31, ist, 
so sind die bet rachte ten Zerlegungen isomorph. 
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b) Es gelten die Voraussetzungen aus a) und es sei 3 d a s Zen t rum in ©, 
3« das Zen t rum in 9lt (t = 1, . . . , a), 3« das Zent rum in *BK (x = 1, ...,ß). 
Dann sind 3 <-*• 3 i X ... x 3a- 3 *~* 3 i x . . . x 3 « die direkten isomorphen Pro
duk te . 

B e w e i s : a) Nach S 18/3 sind die Bedingungen 1. und 2, äquivalent . Es 
genügt also den Beweis nur für die Bedingung 1. durchzuführen. D a © <-> 21 x x 
X . . . x 9 I a , ( 6 « $ 1 X . . . x S Ä vollständige direkte Zerlegungen sind, sind die 

Gruppoide $I t , 95^ di rekt unzerlegbar. D a n n ist der Beweis unseres Satzes dem 
des Satzes S 8/2 ähn l ich, nu r ans t a t t Mengen u n d Äquivalenz müssen wir 
Gruppoide u n d Isomorphismus be t rachten und ans t a t t (13.1), (14.1), S 2 / lb ) , 
D 7/2 müssen wir (14.3), (15.3), S 2/3 b), D 7/4 benutzen. 

b ) N a c h S 2 2 / 3 gilt 3 «-* 3X x . . . x3a, 3 <- 31 x . . . x3B. I s t nun {©x} = 
= i{9Xt} in der s tarken Abbildung i (t, x = 1, . . . , a), so existiert der Isomorphis
mus i, des Gruppoides silt auf das Gruppoid 93„, in dem das Zen t rum 3t a u f 
das Zen t rum 3« abgebildet wird u n d die Gruppoiden 3« > 3« sind isomorph. 
E s existiert also eine s tarke Abbi ldung i des di rekten P roduk tes 3 <-*• 3 i X 
X . . . X 3 a

 a u f das direkte P r o d u k t 3 <-*• 3 i X . . . X 3'ß. 
# 1114: E s seien © <-* <llx x . . . X 9I„, © <-> 93 j x . . . x 93B die direkten Zerle

gungen und es gelte für die direkten Fak to r en : 

a) 91,, 93,, sind einfache Gruppoide . 
b) Card 91, > 1. Card 93x > 1 

für t = 1, . . . , a, « — 1, . . . , ß. 
Es gelten wreiter die Bedingungen des Satzes S 10/4 außer der Bedingung, 
daß die angegebenen direkten Zerlegungen vollständige Zerlegungen sind. 
Dann sind die be t rachte ten Zerlegungen isomorph. 

B e w e i s : Nach S 8/4 ist jeder F a k t o r %, ©x d irekt unzerlegbares Gruppoid. 
Die be t rachte ten d i rekten Zerlegungen sind also vollständige direkte Zerle
gungen und in bezug auf S 10/4 a) ist der Satz bewiesen. 

Zum Schluß können wir noch folgendes sagen: Nehmen wir die direkten 
P roduk te und Zerlegungen der Gruppen im gewöhnlichen Sinne (z. B . [6]), 
so ist leicht zu zeigen, daß jede Kommuta to rg ruppe einer Gruppe konvexe 
Unte rgruppe ist ([8]). Wenn die Gruppe © kein nichttriviales Zent rum h a t und 
wenn sie das direkte P roduk t seiner Untergruppen 9lx, . . . , 5Ra, Qx, ..., Sß 
ist, dh . wenn © = 9lx x . . . X 9ta , © = ©x X . . . X <58 ist, so ist SR, in bezug auf 
&xX...X(5ß und S x in bezug auf 9?! x . . . x sJ?a konvex. D a r u m haben diese 
direkten P roduk te ([8]) isomorphe Verfeinerungen u n d es gilt © <-» GX1 x . . . x 
x d a S ! wo <£lx = % n Sx (i = \, . . . , a, x = \ , ...,ß) ist. 

Weiter ist es noch zu bemerken, daß die ganze Theorie schon von Anfang 
an für Mengen und Gruppoiden mi t Operatoren aufgebaut werden kann, wie 
es z. B . in [8] bzw. [9] angeführt ist. Eine andere Betrachtungsweise zu dieser 
Problemat ik können wir in [8] bzw. [9] finden, u n d zwar das Problem der iso
morphen Zerlegungen wird auf Grund der Ket tentheor ie von Zerlegungen in 
Mengen ([1]) gelöst. 
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S h r n u t í 

K P R O B L É M U I Z O M O R F I S M U D I R E K T N Í C H S O U Č I N Ů G R U P O I D U 

Ladislav Sedláček 

V předložoné práci jsou zkoumány některé postačující podmínky pro to, aby dva direkní 
součiny daného grupoidu měly izomorfní zjemnění, případně aby dva direktní rozklady 
byly izomorfní. 

Teorie direktních součinů a rozkladli grupoidu je budována na množinovém základě 
a je v určitém slova smyslu pokračováním prací [1] a [2], které tuto teorii neobsahují. 
V první části práce je vybudován množinově teoretický základ tak, že pojmy a výsledky 
zde uvedené se dají v druhé části ihned přenést na teorii grupoidu. I když i v jiných pra
cích (např. [7]) je teorie direktních součinů grupoidu budována pomocí izomorfismu, přece 
výchozím bodem této práce je práce [5]. Odtud byl také přejat pojem konvexního podgru-
poidu a rozšířen na pojem relativně konvexního podgrupoidu resp. konvexní či relativně 
konvexní podmnožiny. 

Studium izomorfního zjemnění direktních součinů je prováděno pomocí relativně kon
vexního podgrupoidu a podmínek s ním ekvivalentních (věty S 10/3, S 17/3 a S 19/3). Po
stačující podmínky pro to, aby dva direktní rozklady daného grupoidu byly izomorfní, 
jsou uvedeny ve větách S 10/4 a S 11/4. Oprávněnost zavedení pojmu konvexního pod
grupoidu plyne z věty S 20/3 a poznámek na konci posledního paragrafu. 

Jiný přístup k řešení uvedených otázek pomocí teorie rozkladů a faktoroidů, případně 
jejich řetězců najdeme v práci [8] a [9]. 
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