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1968 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FAKULTAS RERUM NATURALIUM. TOM 27 

Katedra algebry a geometrie přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: Doc. RNDr. Josef Šimek 

BENÜTZUNG DER STEINER-PELZ PARABEL 
IN DER DARSTELLENDEN GEOMETRIE 

DER QUADRATISCHEN FLÄCHEN 

JOSEF SIMEK 

I. EINLEITUNG 

a) Es ist ein beliebiger, einfacher Kegelschnitt k gegeben. Die Polare eines 
Punktes P in bezug auf den Kegelschnitt k wird mit p bezeichnet (Fig. 1). 
Der Pol Q der Geraden q, die durch den Punkt P geht, liegt auf der Polare p. 
Die durch den Punkt Q führende und zur Polare q senkrechte Gerade ist die 
senkrechte, zur Polare q konjugierte Polare q' in bezug auf den Kegelschnitt k. 

W7enn die Gerade q sich um den Punkt P dreht, so bewegt sich ihr Pol Q 
auf der Geraden p und die zur Polare q senkrechte, konjugierte Polare q' er
zeugt, wie bekannt, die sogenannte Steiner-Pelz P a r a b e l des Punktes P 
in bezug auf den Kegelschnitt k; wir bezeichnen sie kurz die St.-P. P a r a b e l . 

Einige besondere Lagen der drehenden Geraden q führen zu den hervortre
tenden Tangenten der St.-P. Parabel; ist z. B. q J_ o, so ist q' = o, und umge
kehrt, wenn q J_ o' ist, so ist q' = o'. So ist also jede Achse des gegebenen 
Kegelschnittes k die Tangente der St.-P. Parabel. Oder, wenn q = xr ist, so 
ist q' = 2r und umgekehrt (xr, 2r sind die Winkelsymmetralen der durch den 
Punkt P auf den Kegelschnitt k gelegten Tangtenten H, 2t)\ xr J_ 2r sind also 
auch die Tangenten der St.-P. Parabel. Die Punkte S = o . o' und P = H . H 
liegen auf der Leitlinie der St.-P. Parabel, denn o _]_ o' und xr J_ 2r sind die 
Paare der senkrechten Tangenten der St.-P. Parabel. Wenn wir im Punkte 
M = p . SP die Gerade m \_p konstruieren (p ist auch eine Tangente der 
St.-P. Parabel), so bekommen wir ein weiteres Paar senkrechter Tangenten p, 
m der St.-P. Parabel. 

Konstruktionshalber werden wir die St.-P. Parabel durch zwei Paare senk
rechter Tangenten m J_ p und xr J_ 2r bestimmen. Diese Tangenten p, m. 
lr, 2r bilden ein der St.-P. Parabel umgeschriebenes, vollständiges Vierseit. 
Wenn man xr . 2r = P und p . m = M bezeichnet, so wird die Diagonale PM 
zur Leitlinie d und ihre Gegendiagonalecke zum Brennpunkt F der St.-P. 
Parabel (F = 12 . 34,1 = p . xr, 2 = m . V, 3 = m . -r und 4 = p . 2r) (Fig. 2). 
Außerdem ist die Diagonale PM der Durchmesser des Kegelschnittes k. 

b) Jetzt werden wir unsere Aufmerksamkeit solchen Konstruktionen der 
Kegelschnitte widmen, bei welchen wir mit Hilfe der St.-P. Parabel die Achsen 
und die Scheitel des Kegelschnittes konstruieren können. 
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Beispiel la. Ein Kegelschnitt k ist durch zwei sich schneidende Tangenten xt, 
2t mit ihren Berührungspunkten XT, 2T und durch den Mittelpunkt S gegeben; 
der Mittelpunkt S liegt auf dem, Durchmesser PM (P == xt. 2t, M ist der Mittel
punkt der Sehne XT2T) und ist von P und M verschieden. Es sind mit Hilfe der 
St.-P. Parabel die Achsen o und o' des Kegelschnittes k zu konstruieren (Fig. 3). 

Wir konstruieren die Leitlinie d und den Brennpunkt F der St.-P. Parabel des 
Punktes P = xt. 2t in bezug auf den Kegelschnitt k. Wir bestimmen dafür vier 
Tangenten: die Winkelsymmetralen xr J_ -r der Tangenten xt, H, die Polare p 
des Punktes P = H . H (p = XT2T) und die durch den Mittelpunkt M der 
Sehne XT2T gehende Gerade m ±p (PM =- d ist die Leitlinie und 12 . 34 =-= F 
ist der Brennpunkt der St.-P. Parabel). Durch den Mittelpunkt S an die St.-P. 
Parabel gelegte Tangenten o, o' sind die Achsen des Kegelschnittes k(o hal
biert den Winkel <£PSF, o' ± o). 
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Fig. 3 
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B e m e r k u n g . 1. Wenn der P u n k t S innerhalb der zur Ha lbgeraden MP 
entgegengerichteten Halbgeraden liegt, so sind o, o' die Achsen einer E l l i p s e ; 
wenn der P u n k t S innerhalb der Halbgeraden MP sich befindet, aber S ^k P, 
ist, so sind o, o die Achsen einer H y p e r b e l . 

2. I s t der P u n k t S == P, d a n n ist der Kegelschnit t k aus zwei Geraden 
zusammengesetzt . I n unseren Kons t ruk t ionen kommen nur einfache Kegel
schni t te vor. 

Fig. 4. 

B e i s p i e l I b . Eine Parabel k ist durch zwei sich schneidende Tangenten H, H 
mit ihrem, Berührungspunkten XT, 2T gegeben. Es ist mit Hilfe der St.-P. Parabel 
die Achse o der Parabel k zu konstruieren (Fig. 4). 

Wir konstruieren wieder die Leitlinie d und den B r e n n p u n k t F der S t . -P . 
Parabe l des Punk t e s P == ]l . H; die S t . -P . Parabel ist durch vier Tangen ten 
\r \^ 2r u n c [ m j ^ p bes t immt , wie es im vorhergehenden Beispiel la der Fal l 
war . Die Scheitel tangente der S t . -P . Parabe l ist die Achse o der Parabe l k 
(PM = d, F = 12 . 34; FD ± d, WF = WD, W eo\\d). 

Den Scheitel V, die Scheitel tangente v, den Brennpunk t G und die Leitlinie 
g der Parabe l k konstruieren wir auf Grund der elementaren Fokaleigenschaften 
einer Parabe l (/ II ist die Subtangente , VI = V II, V ev J_ o usw.). 
B e i s p i e l 2. Ein Kegelschnitt k ist durch die Achsen o, o' und durch die Tangente 
t mit dem, Berührungspunkt T, der nicht auf den Achsen o, o' liegt, gegeben; 
es sind mit Hilfe der St.-P. Parabel die Scheitel des Kegelschnittes k zu untersuchen 
(Fig. 5). 
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Da der Punkt T mit keiner von den Achsen o, o' inzident ist, so schneidet 
die Tangente t im Punkte T des Kegelschnittes k beide Achsen o, o'. Wir bezeich
nen die Schnittpunkte der Tangente t und die Achsen Q = o . t und U -s o' .t. 

Fig. 5b. 
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Wenn der Berüh rungspunkt T innerhalb der Strecke QU liegt, so ist der Kegel
schnit t k eine E l l i p s e (Fig. 5a), wenn T ein äußerer P u n k t der Strecke QU 
ist, dann ist der Kegelschnit t k eine H y p e r b e l (Fig. 5b). 

Die St . -P . Parabel des P u n k t e s P = t . a (a ist die Scheiteltangente durch 
den Scheitel A der Achse o) hat in bezug auf den Kege lschnitt k diese Tangen
ten : die Achsen 0,0', die Polare p ~ AT des Punk t e s P, die Gerade m _|_ p, 
die durch den Mit te lpunkt der Sehne AT geht, und die Normale n durch den 
P u n k t T des Kegelschnittes k. Die Tangen ten o, m, n schneiden auf den Tangen
t en p u n d o' ähnliche Punkt re ihen aus ; da die Tangente m die Strecke AT hal
biert, so ha lbiert m auch die Strecke SN. Aber die Tangente m ist die Symme-
t ra le der Strecke AT und deshalb ist IT — 1A (der P u n k t 1 == m . 0'). Die 
Scheitel A, B der Achse o liegen in den Schni t tpunkten der Achse o u n d des 
u m 1 als Mi t te lpunkt mi t IT als Radius geschlagenen Kreises / (Fig. 5a., b) . 

Durch ähnliche Be t rach tung über die St . -P . Parabe l des Punk t e s P == t . c 
(c ist die Scheitel tangente des Kegelschnittes k im Scheitelpunkt G) konstruie
ren wir die Scheitel C, D auf der Achse 0' (Fig. 5a). Wenn m a n u m 2 (2 ist der 
Mit te lpunkt der Strecke SN'; N' == n . 0) als Mi t te lpunkt mi t 2T als Rad ius 
den Kreis V schlägt, so schneidet V die Achse 0' in den Scheiteln C, D. 

Die imaginären Scheitel C, D der Nebenachse o' der Hyperbel k konstruieren 
wir auf folgende Weise: Wir zeichnen die Polare u des Poles U -- t . o' (T e u, 
u J_ o); der Schni t tpunkt U' = u . o' und der P u n k t U sind konjugierte Pole 

der Hyperbel k. Aus der Involut ionsbeziehung auf der Achse 0' folgt: SU . 

. SU> __: # # 2 = £(72 = £L>2. 

I I . B E N Ü T Z U N G D E R ST.-P. P A R A B E L I N D E R D A R S T E L L E N D E N 
G E O M E T R I E D E R Q U A D R A T I S C H E N F L Ä C H E N 

Vorige Kons t ruk t ionen der Achsen u n d der Scheitel eines Kegelschnit tes 
mi t Hilfe der St . -P . Parabe l können wir in manchen Aufgaben über quadra
tische Flächen in darstel lender Geometrie ausnützen. 

A. E b e n e S c h n i t t e q u a d r a t i s c h e r F l ä c h e n 

1. In der Eintafelprojektion is ein schiefer, eliptischer Kegel mit der Basis k 
(AB, CD) in der Projektionstafel und mit dem Scheitel V (Vx, zv) durch die 
Ebene o (p(J. 0' e OV) geschnitten. Es ist den Riß dieses Schnittes zu konstruieren 
(Fig. 6). 

I n diesem Falle handelt es sich deutl ich u m einen elliptischen Schnit t . Mit 
Hilfe der Koll ineat ion (Vx ist das Koll ineat ionszentrum, p\> ist die Kollineations-
achse, Ox, 0\ sind die entsprechenden Punk te ) suchen wir die Berüh rungspunk
te lT\, %T'X des Risses kx der Schni t tkurve k mi t den Umrißgeraden VX

XTX 

und VXTX. Der Mit te lpunkt Sx der Ellipse kx liegt im Schni t tpunkte der 
Geraden VXM (M ist der Mi t te lpunkt der Strecke lT\2T\) und der mi t dem 
Durchmesser qx der Basis koll inear verwandten Geraden q\ (qx ist zurKol l inea-
tionsachse pf konjugiert) . 

Die Ellipse kx ist durch die Tangenten lTxVx,
 2TJ , ni1 den Berühr m 

punkten 1/Ti und 2T\ und durch den Mit te lpunkt Sx. der auf der Geraden VXM 
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liegt, bes t immt . Mit Benützung der S t . -P . Parabel des Punk t e s Vx in bezug 
auf die Ellipse kx, die durch vier Tangenten m J_ p u n d xr _]_ 2r bes t immt ist, 
werden die Achsen u n d die Scheitel der Ellipse kx konstruier t , ebenso wie in 
der Aufg. l a . 2, K a p . I , Absatz b . 

2. Es sind die zugeordneten Normalrisse eines Schnittes k der Ebene g (pe, n°) 
und des einschaligen Hyperboloides H zu konstruieren. Das Hyperboloid H ist 
durch drei Achsen AXA \\x, BXB ±v, CXC ±nund durch den in n 
Haupt schnitt c (AXA, BlB) gegeben (Fig. 7). 
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Fig. 7. 

Die Ebene e \\ Q, die durch den Scheitel 0 des asymptotischen Kegels geht, 
schneidet ersichtlich den asymptotischen Kegel nicht und infolgedessen ist 
die Schnittkurve k eine El l ipse . 

Längs der Schnittkurve k berührt das Hyperboloid II eine Kegelfläche K, 
deren Scheitelpunkt P der Pol der Ebene Q in bezug auf das Hyperboloid ist. 
Wenn man die Umrißgeraden der Kegelfläche K (k; P) in beiden Rissen (falls 
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sie existieren) und die Risse des Mittelpunktes S der Ellipse k konstruiert, so 
ist jeder Riß der Ellipse k durch zwei Tangenten mit ihren Berührungspunkten 
und durch den Mittelpunkt bestimmt; dann konstruiert man mit Benützung 
der St.-P. Parabel leicht die Achsen und die Scheitel jedes Risses der Ellipse k. 

Mit Hilfe der zweiten Hauptlinie hu werden die Punkte XT2,
 2T2 auf dem 

Umrisse b2 im zweiten Risse konstruiert; die Tangenten H2, H2 in den Punkten 
XT2 und 2T2 der Hyperbel b2 bilden den Umriß des Berührungskegels K (k; P) 
im zweiten Risse, H2 .

 2t2 == P 2 ist der Aufriß ihres Scheitelpunktes. Die 
Tangenten H2,

 2t? mit den Berührungspunkten *T2 und 2T2 sind auch Tangenten 
und Berührungspunkte des Aufrisses k2 der Ellipse k. 

Im Grundrisse hat der Berührungskegel K (k; P) keinen Umriß, weil die 
Spurlinie pf die Ellipse cx in n nicht schneidet; also liegt der Grundriß Px des 
Scheitels P des Berührungskegels K (k; P) innerhalb der Ellipse cx. Da die 
Polarebene e des Punktes E == BXB . Q in bezug auf das Hyperboloid H zur 
Bildebene n senkrecht ist, so ist ex die Polare des Punktes Ex == B1

1Bl . p\ 
in bezug auf die Ellipse c1. Die Ebenen e und Q sind aber konjugierte Polare
benen und deshalb liegt der Punkt P in der Ebene e, d. h. P1 auf ex. Da der 
Berührungskegel K (k; P) keine Umrißgeraden im Grundrisse hat (P1 liegt 
innerhalb der Ellipse cx), so konstruieren wir die Grundrisse zweier anderer 
Tangenten der Ellipse k, z. B. in den Punkten XT, 2T auf dem Hauptschnitte 6 
(1T1,

 2Tj e bj). Bezeichnet man die Tangenten der Ellipse k in den Punkten 
XT und 2T mit den Buchstaben H', 2V und ihren Schnittpunkt mit R, dann 
ist % == % und % = 2!;2 und R2~P2 = % . \ ; da der Punkt R -= H' . H' in 
der Ebene Q liegt, so wird sein Grundriß Rx z. B. mit Hilfe der Geraden q == QN 
der Ebene Q konstruiert. Die Geraden R1

1T1 == % und R1
2T1 == -^ sind be

reits die Grundrisse der Tangenten H' und 2t'. Dadurch verschafft man auch 
für den Grundriß kv der Ellipse k zwei Tangenten %, 2t\ mit den Berührungs
punkten XTX und 2TX. 

Der Mittelpunkt S der Ellipse k ist der Schnittpunkt der Geraden s == PO mit 
der Ebene p (s2 == t2; lx . sx = Sx\ S2 e s2). 

Beide zugeordneten Normalrisse der Ellipse k sind immer durch zwei Tan
genten mit ihren Berührungspunkten und durch den Mittelpunkt bestimmt. 
In beiden Rissen werden die Achsen und die Scheitel mit Benützung der 
St.-P. Parabel konstruiert wie in der Aufgabe la, 2, Kap. I, Abs. b. 

B. D u r c h d r i n g u n g e n q u a d r a t i s c h e r Ro ta t i ons f l ächen 

Die Steiner-Pelz Parabel kann auch vorteilhaft verwendet werden, wenn 
man den Riß der Durchdringungskurve zweier quadratischen Rotationsflächen 
in die Ebene ihrer entweder parallelen oder sich schneidenden Achsen konstruie
ren soll. 

1. Fig. 8 zeigt den Aufriß der Durchdringungskurve eines einschaligen Dreh
hyperboloids und eines verkürzten Drehellipsoids, deren Achsen xo, 2o in der 
Aufrißebene liegen und parallel sind. 

Es ist bekannt, daß die Durchdringungskurve k eine Raumkurve vierten 
Grades ist, die sich in die Achsenebene, d. h. in die Aufrißebene v als eine Pa
rabel projiziert; die Achse dieser Parabel ist senkrecht zu xo \\2o. 

Für den Aufriß k2 der Durchdringungskurve k konstruieren wir zwei beliebige 
Punkte der Kurve k2 und die Tangenten in diesen Punkten; wir bezeichnen 
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diese P u n k t e XT, 2T und die Tangenten in diesen Punkten H, H. Zum BeispieJ 
den Punkt XT konstruieren wir folgendermaßen: Wir führen zu den Achsen 
xo\\2o eine beliebige, senkrechte Ebene a. Die Ebene a schneidet das einschalige 
Drehhyperboloid H in einem Kreise H, das verkürzte Drehellipsoid E in einem 
Kreise 2l. Beide Kreise H, H schneiden sich in den zur Aufrißebene v symmetrisch 

Fig. 8. 

liegenden Punkten lT. lT' (falls sie existieren); nach der Umlegung der Ebene a 
in die Aufrißebene v ist (lT), (XT) = (H) . (H); (XT) (JT) ± a2; (XT) (XT') . a2 = 

XT2 = XT'2. Auf ähnliehe Weise konstruieren wir den Punkt 2T2 == 2T'2. 
Die zu H im Berührungspunkte XT senkrechte Ebene X enthält alle Normalen 

?M der Durchdringungskurve k im Punkte XT, also auch die Normale xn des 
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Hyperboloides II und die Normale 2n des Ellipsoides E im Punkte xT. Wenn wir 
die Spurlinie n* der Ebene 1 ss xn . 2n auf der Ebene der Achsen xo\\2o unter
suchen, dann ist JL ± nx im Punkte xT2(n}- == III; I == [xn] . xo2. II == 
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= {%} . 2o2 ; [xn] ist die Normale des Meridians xm2 im P u n k t e [XT] und {2n} 
ist die Norma le 2m2 in {1T}). 

Da die Achse der Parabel k2 zu xo, 2o senkrecht ist, genügt es. durch den 
Mit te lpunkt M der Sehne XT2-T2 einen zu xo || 2o senkrechten Durchmesser d 
zu konstruieren und den Schn i t tpunk t P mi t der Tangente lt2 zu suchen; 
d a n n ist P2T2 = H2 die Tangente der Parabe l k2 im P u n k t e 2T2. Mit Verwendung 
der S t . -P . Parabe l des Punk t e s P = xt2 . H2 konstruieren wir die Achse o, 
den Scheitel V und den Brennpunk t G der Parabe l k2 wie im Beispiel l b , K a p . I , 
Abs. b . 

2. Es ist den Aufriß k2 der Durchdringungskurve k des einschaligen Dreh
hyperboloids H und des verlängerten Drehellipsoids E zu konstruieren, deren Achsen 
xo und 2o in der Aufrißebene v liegen und sich im Punkte R schneiden (Fig. 9). 

Die Durchdr ingungskurve k ist, wie bekannt , eine R a u m k u r v e vierten Gra
des, die sieh in die Achsenebene, d. h. in die Aufrißebene v, als die Hyperbel k2 

projiziert. 
Die Kugelfläche x mi t dem Mit te lpunkt R = xo . 2o, die das Drehellipsoid E 

längs des Kreises H berühr t (die Ebene des Kreises H ist senkrecht zu v; 2l2 ^ 1 2), 
schneidet das Drehhyperboloid H in zwei Kreisen xl und XV, deren Ebenen 
auch zur Aufrißebene v senkrecht sind; xl, H' schneiden 2l in vier P u n k t e n 
(falls sie alle existieren), die sich je zwei in die P u n k t e XT2 und XT'2 projizieren. 
Der Mi t te lpunkt S der Strecke XT2

XT'2 ist der Mi t te lpunkt der Hyperbel k2, 
denn die Tangenten sind in den E n d p u n k t e n XT2,

 XT'2 parallel . 
Bezeichnen wir die Tangente im P u n k t e XT2

 m l t % und konst ruieren wir 
noch eine Tangente der Hyperbe l k2. z. B . im P u n k t e 2T2 = xm2 . 2m2 , u n d 
bezeichnen wir sie mi t % (MS . % = P, M ist der Mi t te lpunkt XT2

2T2; P2T2 = 
= 2t2). Mit Hilfe der S t . -P . Parabe l un te rsuchen wir die Achsen o, o', die Scheitel 
A, B, C, D und die Asympto ten wie im Beispiel l a , 2, K a p . I . Abs . b . 

C. K o n s t r u k t i o n d e s U m r i s s e s d e r F l ä c h e n z w e i t e n G r a d e s 

a) P a r a l l e l p r o j e k t i o n 

Es ist in der Parallelprojektion den Umriß eines dreiachsigen Ellipsoids, 
das durch die konjugierten Durchmesser AXA, BXB und CXC gegeben ist, zu kon
struieren (Fig. 10). 

Es gibt eine das Ellipsoid längs des Haup t schn i t t e s c (AXA; BXB) berührende 
Zylinderfläche, deren Umrißgeraden xt u n d xt' mi t dem Durchmesser CXC 
parallel sind und gleichzeitig die Tangenten des Umrisses dieses Ellipsoids sind. 
Zum Beispiel die Tangente xt mi t dem Berührungspunk t XT wird folgender
maßen kons t ru ier t : Auf die durch 0 gehende u n d zu CXC senkrechte Gerade q 
projizieren wir senkrecht die E n d p u n k t e A, B u n d bekommen die P u n k t e 1 
und 2; wenn wir auf der Geraden q mi t Hilfe der Beziehung Ol2 - j - 022 = Ö32 

den P u n k t 3 bes t immen, d a n n geht die Tangen te xt durch den P u n k t 3 und 
ist mi t CXC parallel. Den Berührungspunk t XT auf der Tangente xt bekommen 
wir, wenn wir XBXT parallel mit 04 ziehen (4 = H . B4, wo B4 parallel m i t 
A*A ist). 

Ähnlich gibt es eine das E l l ipsoid E längs des H a u p t s c h n i t t e s o (AXA; CXC) 
berührende Zylinderfläche, deren Umrißgeraden H, H' mi t dem Durchmesser 
BXB parallel sind und auch die Tangen ten des Umr isses sind. Die Tangen te , 
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z. B. H\\ BXB, konstruieren wir auf ähnliche Weise wie die Tangente xt. Den 
Berührungspunkt 2T auf 2t konstruieren wir auf Grund der Beziehung MXT — 
= M2T (M = XT2T . OP und P E= H . 2t). 

Der Umrißkegelschnitt k ist durch die Tangenten xt, 2t mit ihren Berührungs
punkten XT, 2T und durch den Mittelpunkt 0 bestimmt. Mit Hilfe der St.-P. 
Parabel des Punktes P ~ xt . 2t in bezug auf den Umrißkegelschnitt k unter
suchen wir die Achsen und die Scheitel wie im Beispiel la, 2, Kap. I, Abs. b. 

Fig. 10. 

b) Zentralprojektion 
Konstruiert in der Zentralprojektion den Umriß eines dreiachsigen Ellipsoids, 

das durch die gegen die Projektionstafel allgemein liegenden konjugierten Durch
messer a -=. AXA, b == BXB und c == CXC gegeben ist (Fig. 11). 

In Fig. 11 sind as = ASXAS, bs == BSXBS und cs == CSXCS die Zentralrissen 
der konjugierten Durchmesser a == AXA, b ~= BXB, c == CXC und As, Bs, 
Cs sind die Fluchtpunkte der Durchmesser a, b. c; dabei gilt (AS1AS0SAS) = 
= (BsxBsOsBs) = (CÄ1CÄOsCf) = — 1 . 

147 



Es gibt eine das Ellipsoid längs des Hauptschnittes {AXA\ ClC) berührende 
Zylinderfläche, deren Umrißgeraden H und H mit dem konjugierten Durch
messer BrB parallel sind und auch die Tangenten des Umrißkegelschnittes k 
sind. Ihre Zentralrissen Hs und Hs werden folgendermaßen konstruiert: 

Wir ziehen durch den Fluchtpunkt Bs die Tangenten an den Zentralriß des 
Hauptschnittes {AXA\ CXC), der durch die konjugierten Sehnen AS1AS und 
CS1CS gegeben ist. Im Schnittpunkte der Durchmesser u -= CSM'{M' ist der 
Mittelpunkt der Sehne AS1AS) und v ^ ASN {N ist der Mittelpunkt der Sehne 
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CS1CS) liegt der Mittelpunkt XS des Zentralrisses des Hauptschnittes (AXA; 
CXC). Zum Beispiel die Geraden a's == ASCS, Ws = -.4SC_ sind die Tangenten 
des Zentralrisses des Hauptschnittes (AXA; CXC) in den Punkten As, XAS. Mit 
Hilfe der St.-P. Parabel des Punktes Cs bestimmen wir die Achsen und die 
Scheitel I, / / , III. IV des Zentralrisses des Hauptschnittes (AlA; ClC), wie 
im B. la, 2, Kap. I. Abs. b). Durch den Punkt Bs an die Ellipse (/ / / ; / / / IV) 
gelegte Tangenten Hs und Hs und ihre Berührungspunkte lTs. 2TS sind die 
Zentralrisse der Umrißgeraden der das Ellipsoid längs der Ellipse (/ / / ; 
/ / / IV) berührenden Zylinderfläche und auch die Tangenten des Umrißkegcl-
schnittes k. 

Da der Umrißkegelschnitt k und die Ellipse (/ / / ; / / IV) die gemeinsame 
Sehne ^TS2TS haben, so geht die Gerade BSlS durch den Mittelpunkt 8 des 
Umrißkegelschnittes k. Ähnlich geht die Gerade AS2S [2S ist der Mittelpunkt 
des Zentralrisses des Hauptschnittes (BXB; CXG); 2S wird ähnlich wie lS kon
struiert] auch durch den Mittelpunkt S des Umrißkegelschnittes k; es ist also 
8 = BS1S . AS2S. 

Da der Mittelpunkt S ein Innenpunkt der zu der Halbgeraden MBS ent
gegengesetzten Halbgeraden ist, so ist der Umrißkegelschnitt k eine Ellipse. 
Mit Benützung der St.-P. Parabel des Punktes Bs werden die Achsen und die 
Scheitel der Umrißellipse k wie im Beispiel la, 2. Kap. I. Abs. b) konstruiert. 

D. Beleuch tung der Flächen zweiten Grades 

a) Para l le le Beleuch tung 

I. Es ist in der Zentralprojektion (H, d) die Eigenschattengrenze der Kugel 
(O e v; r) und deren Schlagschatten auf die horizontale Ebene n J_ v (II e us \\ nn) 
zu untersuchen. Der Lichtstrahl s ist durch den Fluchtpunkt Ls gegeben (Fig. 12). 

Eigenscha t tengrenze . Für den Zentralriß ks der Eigenschattengrenze k 
bestimmen wir zwei Tangenten mit m\©Y\jY3fe\̂ \xv\\%^ 
punkt S (falls er existiert"). Die ^ux\\\üfö ux &ev YlY \̂\& \ ^sst ^I\^\ss^v^^xv-
grenze ist senkrecht zu. s2 == H L | um\ %e\\t du\Oi\ ^ \ \ \^\\\\kt 0_==-Os\ CJÄ& 
Spurlinie nx schneidet in den Punkten XTS und 2TS den Kreis 12 = l s . T>ie 
Tangenten H, H in den Punkten XT, 2T der Eigenschattengrenze sind die 
Fahimen der Ebene l; es sind Hs = XTSMS und Hs == 2TSMS, wo Ms der 
Fluchtpunkt der Fallinien der Ebene X ist. Der Mittelpunkt S des Risses ks 

der Eigenschattengrenze k liegt auf der Geraden MSP (P ist der Mittelpunkt der 
Strecke 1TS2TS). Die Tangenten as, bs von Ls zum Kugelumriß berühren 
diesen in den Punkten As, Bs und sind eigentlich die Risse der Umrißgeraden 
des Berührungslichtzylinders der Kugel x; as. bs sind auch die Tangenten 
des Risses ks des Eigenschattens. Infolgedessen liegt der Mittelpunkt 8 des 
Risses ks des Eigenschattens auch auf der Geraden LSN, wo N der Mittelpunkt 
der Strecke ASBS ist (S ~ MSP . LSN). Der R-iß ks der Eigenschattengrenze 
k ist jetzt durch zwei Tangenten mit ihren Berührungspunkten, z. B. Hs mit 
XTS und Hs mit 2TS, und durch den Mittelpunkt S bestimmt. Mit Hilfe der 
St.-P. Parabel des Punktes Ms == Hs . Hs konstruieren wir die Achsen und die 
Scheitel der Ellipse ks wie im Beispiel la, 2, Kap. I, Abs. b). 

Den S c h l a g s c h a t t e n kx der Kugel x auf die Ebene n _J v bestimmen wir 
wieder durch zwrei Tangenten mit ihren Berührungspunkten und durch den 



Mittelpunkt (falls er existiert). Der Riß kx des Schlagschattens und der Riß 
ks des Eigenschattens sind perspektiv-kollinear mit Ls als Kollineationszen-
zentrum und qs als Kollineationsachse (q ist die Schnittlinie der Ebenen X 
und n)\ XTS und XTX (XTX ist der Schlagschatten des Punktes XT auf die Ebene 
n\ XTX == XTSLS

X . XTSLS) sind zwei entsprechende Punkte dieser Kollineation. 
Mit Hilfe dieser Kollineation konstruieren wir im Punkte XTX die Tangente 

Fig. 12. 

Hx, die der Tangente Hs im Punkte XTS entspricht, und die Punkte Ax, Bx 

auf den Tangenten ax == as, hx == bs, die den Punkten As, Bs entsprechen. 
Dadurch bekommen wir für den Schlagschatten kx drei Tangenten ax, bx 

und Hx mit ihren Berührungspunkten Ax, Bx und XTX. Wir konstruieren 
zuerst den Mittelpunkt R, falls er existiert, und mit Hilfe der St.-P. Parabel, 
z. B. des Punktes Ls == ax . 6X, konstruieren wir wieder die Achsen und die 
Scheitel des Schlagschattens kx. 

2. Fig. 13 zeigt in der Parattelprojektion die parallele Beleuchtung eines 
dreiachsigen Ellipsoids a == AXA, b == BXB und c == C1^7. 

Die Eigenschattengrenze des Ellipsoides liegt in einer zum Lichtstrahl s 
konjugierten Diametralebene in bezug auf das Ellipsoid; in unserem Falle 



ist es eine Ellipse, deren Mitelpunkt mit dem Mittelpunkt 0 des Ellipsoids 
identisch ist. Für den Riß k' der Eigenschattengrenze k beschaffen wir wieder 
zwei Tangenten H', H' mit ihren Berührungspunkten XT', 2T'. 

Die Umrißgeraden H' \\ H' |j s' der Berührungslichtzylinderfläche des Ellip
soids sind auch die Tangenten des Risses k' des Eigenschattens k in den Punk
ten XT' und XT'; wir wählen die Tangente H' mit dem Berührungspunkt XT'. 

Fig. 13. 

In weiterem konstruieren wir den Punkt 2T des Eigenschattens auf dem Haupt
schnitte (AXA; BXB); längs dieses Hauptschnittes wird das Ellipsoid von einer 
Zylinderfläche berührt, deren Eigenschattengrenze den Hauptschnitt (AXA; 
BXB) in den Punkten 2T und 27' schneidet (die Risse 2T' und 2T' sind die 
Berührungspunkte der Tangenten u', ü' der Ellipse (AXA; BXB), die zu s{ 
parallel sind. In Fig. 13 sind nur die Tangente u' |j s{ und ihr Berührungspunkt 
2T' konstruiert). Die Tangente H' im Punkte 2T' des Risses k' der Eigenschatten
grenze k des Ellipsoids ist die Gerade 2T'P, wo P ^H' . 0'M ist (M ist der 
Mittelpunkt der Strecke XT'2T'). 

Der Riß k' der Eigenschattengrenze k des Elipsoids ist durch zwei Tangenten 
H', H' mit ihren Berührungspunkten XT', 2T' und durch den Mittelpunkt 0' 
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bes t imm t . Mit Hilfe der St .-P, Parabel des Punktes P == H' . T in bezug auf 
k' untersuchen wir die Achsen und die Scheitel des Eigenschattens k'. 

D e r S c h l a g s c h a t t e n auf die Ebene n, die durch den Endpunkt XC der 
Achse CXC geht und zur Ebene des Hauptschnittes (AXA; BXB) parallel ist, 

ist die Ellipse Ä"; sie ist der Schni t t der Ebene n mi t dem elliptischen Beruh-
i!mc»\slf--! • • ' . i,ir den Schlag
schat ten der Tangenten H. H und ihrer Berl h -uu^ ; - ikte XT, ZT und den 
Schlagschat ten des Mit te lpunktes O des Ellipsoides. Der Schlagschat ten H> 
der Tangente H geht durch den. Schlagschat ten 2T>< dos Punk te s 2T (*T'ZT[ # 
# 0'XC) und ist zu -sj parallel. Der Sehlagschatten der Tangente H ist 1L ' ~ H'; 
den Schifigsciialt.1-) 'T <!•>. V n1 • • .• . .1* I.- ; ! i' >wv Tangente H best immen 
wir mit Hilfe der Beziehung *T*M-< == J f x l Tx (M>< liegt auf der Verbindungs
geraden P*0<: wo P* V . ^ ist). 



Der Schlagschatten kx auf der Ebene n ist wieder durch zwei Tangenten 
xtx, 2tx mit ihren Berührungspunkten XTX, 2TX und durch den auf der Verbin
dungsgeraden PXMX liegenden Mittelpunkt Ox bestimmt. Mit Hilfe der St.-P. 
Parabel des Punktes P x bestimmen wir die Achsen und die Scheitel der Schlag
schattenskurve kx. 

3. Fig. 14 stellt in der Parallelprojektion die parallele Beleuchtung eines 
hohlen Kegels (k; V) dar, dessen Grundfläche k == (A^A: BXB) parallel zu n ist 
und' dessen Spitze V in n liegt. 

Wir untersuchen auf bekannte Weise die Eigenschattengrenze VlT und 
V2T auf dem hohlen Kegel. Wir wissen weiter, daß der Schlags chatton des 
Bogens XTA2T ins Innere des Kegels ein Teil der Ellipse k' ist. deren Achsen 
und Scheitel wieder mit Hilfe der St.-P. Parabel leicht konstruiert werden 
können. Die Tangenten xt, 2t in den Punkten lT, 2T der Ellipse k' erhalten wir 
auf Grund der bekannten Beziehung VV° = VW; dann sind XTW === H und 
2TW == H. Weiter suchen wir z. B. den Berührungspunkt ST der Ellipse k' und 
der Umrißgeraden VC (V°C .k = D; DST 11 6-). Wird der Schnittpunkt H .H ~P 
und H . H = Q bezeichnet, dann liegt der Mittelpunkt S der Ellipse k' im Schnitt
punkt der Geraden PM und QN (M und N sind die Mittelpunkte der Strecken 
2T3T und XT9T). Der Schlagschatten ins Innere des hohlen Kegels, d. h. die 
Ellipse k', ist z. B. durch zwei Tangenten H, H mit ihren Berührungspunkten 
2T, *T und durch den Mittelpunkt S gegeben. Mit Hilfe der St.-P. Parabel des 
Punktes P = 2i\. H untersuchen wir die Achsen und die Scheitel der Ellipse k' 
wie im Beispiel la, 2, Kap. I, Abs. b). 

4. In Fig. 15 wird in der Orthogonalaxonometrie die parallele Beleuchtung 
des hohlen Unterteils eines Rotationsellipsoids mit der Achse o J_ n für die 
Lichtrichtung s (sx, s) durchgeführt. 

Die E i g e n s c h a t t e n g r e n z e wird auf dieselbe Weise wie in Fig. 13 dieses 
Absatzes a) konstruiert. 

Der Sch lagscha t t en des Kreisbogens 2TR2T' ins Innere der Fläche ist 
ein Teil der Ellipse kx, die den Mittelpunkt in 0 hat; für diese Ellipse kx 
werden noch zwei Tangenten Hx, Hx mit ihren Berührungspunkten 3TX und 
ATX ermittelt. Der größte Parallelkreis k und sein Schlagschatten kx in das 
Innere sind, wie bekannt, affin verwandt [die Affinitätsachse ist 2T2T', R, Rx 

sind zwei entsprechende Punkte, wobei Rx der Schnittpunkt eines durch den 
Punkt R gehenden Lichtstrahles mit der Fläche, d. h. mit der Ellipse (RXR; 
CXC) der Fläche, ist]. Den gewählten Tangenten H. H der Ellipse k in den 
Punkten 3T, 4T entsprechen in der angeführten Affinität die Tangenten 3tx, 
Hx der Ellipse ky- in den Punkten 3TX, *TX. Dadurch ist der Schlagschatten 
kx in das Innere der Fläche durch zwei Tangenten Hx, Hx mit ihren Berüh
rungspunkten 3TX, *TX und durch den Mittelpunkt O bestimmt. Mit Hilfe 
der St.-P. Parabel des Punktes Qx == 3tx . Hx werden die Achsen und die 
Scheitel der Ellipse kx ermittelt. 

b) Z e n t r a l b e l e u c h t u n g des El l ipso ides 

Fig. 16 zeigt die Zentralbeleuchtung eines dreiachsigen Ellipsoides in der 
Zweitafelprojektion. Das Ellipsoid wird durch zugeordnete Normalrisse der 
Achsen a == AXA \\x, b == BXB l » , c = = CXC X w und die Lichtquelle Z durch 
zugeordnete Normalrisse Zt und Z% gegeeben. 
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Die E igenscha t t eng renze des dreiachsigen Ellipsoids in der Zentral
beleuchtung ist die Ellipse k, die in der Polarebene der Lichtquelle Z liegt. 

Jeder von den Normalrissen des Eigenschattens k wird durch zwei Tantenten 
mit ihren Berührungspunkten und durch den Mittelpunkt bestimmt. Die 

Fig. 15. 

Tangenten Hx. Hx durch den Grundriß Zx an die Ellipse rx •== (Ax
lAx; Bx

lBx) 
berühren diese in den Punkten lTx und 2TX. Diese Tangenten Hx und Hx sind 
nicht nur die Umrißgeraden des Grundrisses des Lichtkegels, sondern auch 
die Tangenten des Grundrisses kx der Eigenschattengrenze k in den Punkten 
xTx und iT1. Analogisch sind die Tangenten H2 und H2. die durch den Aufriß 

; ; 



Z2 an die Ellipse m2 == (A2
1A2; C2

1C2) gehen und diese in den Punkten 3T2 

und 4T2 berühren, die Umrißgeraden des Aufrisses des Lichtkegels wie auch 
die Tangenten des Aufrisses k2 der Eigenschat tengrenze k in den Punkten 
3T 2 , 4 T 2 . W e n n wir XT*T = p u n d 3 T 4 T -= » bezeichnen, dann ist - T y ^ = pf. 
p2 s A2

]A2 U11C1 sT2
iT, ~ n2, nx = AX

1AX. Die Geraden p. w best immen die 
Ebene A des Eigenschat tens. Der Mit te lpunkt $ der Eigenschattengrenze k 

//. 

W ^ Ž W// J 7 ' e» 
J Ï O ^ K І V Гx 

Җ г Tт^-^sľ^^чZ 
. « / 

Q, - oa'в'o' 

ist der S c h n i t t p u n k t der Geraden £ 0 mi t der Ebene /. ES p . n (ZX0X ~ lx; 
l1.p1^2x. lx .nx == l l 5 2., auf p2, 22 auf n 2 ; / 2 2 a = l,. l2.02Z2 =•=. S a . tf, 
aufoi^i). 

Der Grundr iß &,_ ist durch zwei Tangenten 1!;1. Hx mit ihren Berüh rungspunk
ten lTx,

 2TX und durch den Mi t te lpunkt 8X bes immt. Auch der Aufriß k, 
des Eigenschat tens k ist durch die Tangenten H2,

 4t2 mit 3 T 2 , 4T2 und durch den 
Mi t te lpunkt Ss bes t immt . Mit Hilfe der S t . -P . Parabel werden in beiden 
Normalrissen die Achsen und die Scheitel konstruier t (siehe Aufg. l a . 2. 
K a p . I , Abs. b). 

D e r S c h l a g s c h a t t e n des Ellipsoides auf die Grundr ißebene n ist die 
H y p e r b e l k'. denn die durch Lichtquelle Z zu n parallele Ebene oc schneidet 
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die Lichtkegelfiäche in zwei Geraden a', xa' (a2 == xa2 ==. a 2 ; a[, xa[ sind die 
Tangenten durch den P u n k t Zx an die Ellipse ex ~ rx). 

Der Schlagschatten der T a n g e n t e n H, H u n d der P u n k t e XT, 2T auf die 
Grundr ißebene n sind die Tangenten der Hyperbe l k[ in den P u n k t e n XT[, 
2T[, welche die Schlagschatten der P u n k t e lT u n d 2T auf die Grundr ißebene TZ 
sind. Den M i t t e l p u n k t /?. der Hyperbel k[ konstruieren wir folgendermaßen: 
Durch die Lichtquelle Z und d u r c h die Achse CXC legen wir die E b e n e a _L n 
(ax == ^ O x ) . Die E b e n e rr schneidet das Ellipsoid in einer Ellipse l, welche 
nebst der Lichtquelle Z in der R i c h t u n g LXA \\nin die E b e n e des H a u p t s c h n i t 
tes m schief projiziert wird (1% ==. m2; ZX7J\ \\ LXAX, Z% auf a 2 ; die aus dem 
P u n k t Z% zu w 2 gelegten T a n g e n t e n schneiden die .T-Achse in den P u n k t e n 
/, //; B\ ist der M i t t e l p u n k t der Strecke III, B\ liegt auf mx; B\R, || / / i , . 
Hj liegt auf o-j; Bx ist .bereits der M i t t e l p u n k t der Hyperbel k[). Der 
Schlagschatten auf die Grundr ißebene n, d. h. die H3'perbel k[, ist d u r c h die 
Tangenten H[ == ^ J , H[ — Hx m i t ihren B e r ü h r u n g s p u n k t e n XT[, 2T[ u n d 
durch den Mit te lpunkt Bx bes t immt. Mit Hilfe der St .-P. P a r a b e l des P u n k t e s 
Zx == r!i . H[ werden die Achsen, die A s y m p t o t e n und die Scheitel der Hyperbel 
k[ konstru ier t (siehe Aufg. 2, K a p . I, Abs. b). 

D e r S c h l a g s c h a t t e n des Ellipsoides auf die Aufrißebene v ist die P a r a b e l 
k", denn die E b e n e ß | | v durch die Lichtquelle Z ist die Berührungsebene des 
Lichtkegels. Der Schlagschatten der T a n g e n t e n H, H u n d ihrer Berührungs
p u n k t e ST, 4 T auf die Aufrißebene v s ind die T a n g e n t e n der Parabe l kl in d e n 
P u n k t e n ZT\, ^T\, welche die Schlagschatten der P u n k t e 3T u n d 4 T auf v sind. 
Der Schlagschatten auf die Aufrißebene v, d. h. die P a r a b e l k"2, ist d u r c h die 
T a n g e n t e n % ~ H2, H"2 ~ H2 mi t ihren B e r ü h r u n g s p u n k t e n *T"2,

 4T2 b e s t i m m t . 
Mit Hilfe der St .-P, Parabe l des P u n k t e s Z2 == % . % konstruieren wir die 
Achse, den Scheitel u n d den B r e n n p u n k t der Parabe l k'2 wie in der Aufg. Ib , 
K a p . I, Abs. b). 

Z u m Schluß k a n n m a n sagen: Alle diese K o n s t r u k t i o n e n sind sehr einfach 
u n d d a d u r c h elegant, ermöglichen in allen angeführten Fäl len direkt die K o n 
s t rukt ion der Achsen u n d der Scheitel des zuständigen, gesuchten Kegelschnit
tes . D a d u r c h wird der darstel lenden Geometr ie der quadrat i schen Flächen 
ein einheitliches E l e m e n t gegeben zur Lösimg der Grundaufgaben in einer belie
bigen, l inearen Abbi ldungsmethode. 
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Shrnutí 

U Ž I T Í STEINER-PELZOVY P A R A B O L Y 
V D E S K R I P T I V N Í G E O M E T R I I KVADRATICKÝCH P L O C H 

Josef Šimek 

Tato práce ukazuje ni tí Steiner-Pelzovy paraboly v d skrip-
tivní geometrii ploch druhého stupně. V úvodní èásti práce se připomíná vytvoření Stei-
ner-Pelzovy paraboly daného bodu P vzhledem k dané jednoduché kuželosečce k, když 
bod P leží •> ì;' : čky k. Z konstrukèních důvodů jsou zvoleny k urfiení St.-P. 
paraboly jisté čtyři tečny a sice osy V j _ 2r úhlů teöen Ч, Ч vedených z bodu P ke kuželo-
seðce k, polára p bodu P vzhledem ke kuželosoõce k a přímka m J_ p, procházojíeí půlícím 
bodem tětivy XT2T, kdo XT a 2 T jsou body dotyku tečen Ч a Ч в danou kuželoseбkou k. 
Тakto určené St.-P. paraboly se pak užívá k sestrojení os a vrcholů dan kuželosečky k, 
je-li kuželosečlia k dána dvěma tečnami Ч, Ч s boďy dotyku гT, 2 T a středem #. 

Posledn uveden konstrukc os a vrcholů kuž loseőky pomocí St.-P. paraboly lz 
výhodně použít v deskriptivní geometrii kvadratických ploeh při sestrojování rovinných 
ře/лì, proniků. <i' • •• 'in^áľnfch zobrazovacích metodách. 

Тyto konstrukce jsou v hni jednoduché, umožňují v văech uvedených případech se-
strojení os a vrcholů přísluăné Ыedair ky, resp. jejich obrazů. Тim se dostává 
deskriptivní geometrii kvadratických ploch jednotřcího prvku při řešení základních 
úloh v jakékoliv linoární zobrazovací metodě. 
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