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1971 -— ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
FACULTAS RERUM NATURALIUM — TOM 33

Katedra algebry a geometrie pFirodovédecké fakulty
Vedouci katedry: Doc. RNDr. Josef Simek

O MNOZINE STREDU KRIVEK KONSTANTNI KRIVOSTI
HYPERBOLICKE ROVINY, KTERE SE DOTYKAJI
DVOU RUZNYCH KRIVEK KONSTANTNI KRIVOSTI

FRANTISEK MACHALA |
(Piedlozeno 31. 3. 1970)

Pii feSeni daného problému budeme pouzivat vysledki z lit. [2}, [3], [4] a budeme
také uZivat symboliky tam zavedené. Pro kfivky druhého stupné v hyperbolické
roviné budeme uZivat nazvi, uvedenych v lit. [1].

Podle definice 1 v lit. [3] existuji tii druhy k¥ivek konstantni kiivosti v hyperbo-
lické roving: H-kruZnice, H-ekvidistanta a H-horocykl. V dalsim budeme piedpo-
kladat, Ze dané kiivky konstantni k¥ivosti jsou reguldrni. Uvazujme tfi skupiny
dvojic kiivek konstantni k¥ivosti:

I. Jedna z danych kfivek je H-kruZnice.
1I. Jedna z danych kfivek je H-ekvidistanta.
111. Obg kiivky jsou H-horocykly.

Kazdou z uvedenych skupin budeme vysetfovat zvIast.

1. Mé&jme danu H-kruZnici @(S;, 4,) a libovolnou regularni kfivku @(S,, 4,).
[Obr. 1, kde je &(S,, 4,) H-ekvidistanta.] Prisetiky ptimky S,4, resp. S,4, s abso-
lutni kruznici k ozna¢me 7", T" resp. W', W''. Na pfimce S, 4, sestrojme body Py, P, ,
pro které je

S AT'T") = (AP, WW") = (P, AW'W"). m

Podle lit. [3], véta 5, uvazujme kuZelosetky k. k, resp. ks, k, a spole¢né teny x, y
kiivky (S, 4,) a absolutni kruZnice &, jako mnoziny H-stfed k¥ivek konstantni
kiivosti, které prochédzeji bodem S; a dotykaji se kiivky ®(S,, P,) resp. &(S,, P,).

Véta 1. Kuzelosecky ki, k,, ks, ky a pfimky x, y jsou mnoZinou H-stiedi kiivek
konstantni kFivosti, které se dotykaji H-kruznice ®(S,, A,) a kfivky &(S,, A,).

Diikaz: 1. Zvolme si libovolnou seénu g absolutni kruZnice k, prochéazejici bo-
dem S, a jeji priisediky s kfivkou @(S,, 4,) resp. s absolutni kruZnici k oznadme U, V
resp. U’, V'. Podle definice kiivek konstantni kfivosti a podle (1) mZzeme oznadit
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U, , U, ty priseCiky ptimky g s kfivkami ®(S;, P,), ®(S,, P,), pro které plati
(AP, WW") = (U UU'V') = (UUU'V). 2)

Podobné oznatme V,, V, ty prise€iky pfimky g s ktivkami &(S,, Py), @(S,, P,),
pro které plati (4,P,W'W") = (VV,U'V') = (V,VU'V’) (na obr. | jsou narysovany
jen body U. U,. U,).

a\

Obr. |

Sestrojme podle lit. [2], v&ta 5, pfimky m,, m, tesp. my, my a n;, n, resp. ny, ny,
jako mnoziny H-stfedii kfivek konstantni kfivosti, které prochazeji body U,, S,
resp. Uy, Sya Vy, Sy resp. V,, S, . Prasediky ptimek m,, my, my, my . n, . ny, ny, n;
s pfimkou ¢ oznaéme X;. X,. X{, X;, Y,. Y,. ¥{, Y;. Podle véty 5, lit. 3] jsou tyto
body priseciky piimky ¢ s kuzeloseCkami ky, k,, k3, k4.

a) DokaZeme, Ze pruseiky pfimky ¢ s kuZelose¢kami k,, k,, k3, k4 jsou H-stiedy
kfivek @*'). Vybereme si na pt. bod X,. Kfivka &(X,, U) se podle véty 1, lit. [3]

'y Kazdou kfivku konstantni kiivosti, ktera se dotyka danych kfivek D(Sy. 4y), D(S,. 4,),
oznacime pro stru¢nost @.*
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dotyka v bodé U kiivky &(S,, A4,). Zbyva jesté dokazat, Ze se dotyka kfivky
&(S,, A,). Oznadme x, polaru bodu X, vzhledem k absolutni kruZnici k a R, R,
pruseciky pfimek X, Sy, ¢ s pfimkou x, . PraseCiky pfimky XS, s absolutni kruznici k
oznaéme C’, C” tak, aby se dvojice bodt R,, X, a U, U’ oddélovaly stejné jako
dvojice R, X, a S, C'. ProtoZe kiivka ®(X,, S;) prochazi bodem U,, protinaji se
ptimky S,U;, C'U’, C"V’ podle definice kfivek konstantni k¥ivosti v jednom bod&
N, na piimce x,. Ozna¢me C ten z pruseiki pfimky XS, s H-kruZnici @(S,, 4,),
pro ktery plati: Dvojice bodt X, U; a U, U’ se oddé&luji stejné jako dvojice X.
S, a C, C'. Z definice H-kruZnice plyne

(8,4, T'T") = (§,CC'C"). 3)

Porovnanim rovnosti (1), (2), (3) obdrzime (U,UU'V’) = (§,CC'C"). Z toho
vyplyva, Ze fady bodové XS (S,,C, C’,C",...), qU,, U, U'. V',...), jsou projek-
tivni. Protoze ptimky S, U,, C'U’, C"V" prochazeji jednim bodem N, jsou tyto fady
dokonce perspektivni a proto pfimka CU prochazi také bodem N, . Z definice kfivek
konstantni kfivosti pak plyne, Ze k¥ivka @(X,, U) prochazi bodem C. Kiivky
(X, U), (S, A4y) se v bodé C dotykaji. Kfivka @(X,, U) je tedy kiivkou @*.
Stejnym zplsobem dokazeme, Ze kazdy dalsi prisecik piimky ¢ s kuZeloseckami
ky, k,. ky. k, je H-stfedem kfivky ®*.

b) Dokazeme, Ze na ptimce ¢ nelezi dalsi H-stfed kfivky @*. Kazda kiivka &%,
jejiz H-stied leZi na pfimee ¢, se dotyka k¥ivky @(S,, 4,) bud' v bodé U nebo v bodé V.
Predpokladejme, Ze je dana kfivka @(S, U), S € g. Polaru bodu S vzhledem k abso-
lutni kruZnici k oznaéme s a Q,, Q, priseciky ptimek SS,, ¢ s pfimkou s. (Na obr. |
neni narysovano.) Pruseliky pfimky SS; s absolutni kruzaici k& oznaéme D’, D"
a jako D oznaéme ten priseik pfimky SS, s H-kruznici ¢(S,, 4,), pro ktery plati:
Dvojice bedli U, U’ a S, Q, se oddé€luji stejné jako dvojice D, D" a S, Q,. Z vlastnosti
kfivky @* plyne, Ze se pfimky DU, D'U’, D"V’ protinaji v bodé N’ na p¥imce s.
Plati bud (S;4,7'T") = (DS, D'D") nebo (S,4,T'T") = (S;DD’'D"). Podle (1), (2)
pak plati bud (DS D'D") = (UU,U'V"') nebo (S, DD'D") = (U, UU'V’). To znamena,
Ze bud pfimka S;U, nebo pfimka S;U, prochazi bodem N’ a z definice k¥ivek
konstantni k¥ivosti plyne, Ze bod S je H-stfedem k¥ivky konstantni k¥ivosti, kterd
prochazi bud body S;, U, nebo body S,, U,. Na ptfimce ¢ viak leZi jen &tyfi body
této vlastnosti a to body X, X,, X{, X;. Stejn& ukaZeme, Ze H-stfed S € g kiivky
D*(S, V) je totozny s nékterym priseikem piimky g s kuZelosetkami k3, k4.

2. Piedpokladejme, Ze kiivka @(S,, 4,) neni H-kruZnice. Pak je moZno vést jejim
H-stfedem tednu x k absolutni kruZnici k. Zvolme na pfimce x libovolny bod R,
jeho polaru ozna&me r. Priseéiky pfimky RS, s H-kruznici &(S,, 4,) oznalme E, , F,.
Podle poznamky 1 v lit. [3] jsou kfivky @(R, E,), ®(R, E,) kiivkami @*.

3. Pfedpokladejme, Ze kfivka @(S,, 4;) je H-ekvidistanta. Pak je moZno vést
bodem S, pfimku ¢, kterd nema s absolutni kruznici k& Zadny bod spolegny. Tato
ptimka neprotina podle lit. [3] také kuZeloseCky k,, k,, ks, k,. Jestlize na pfimce g
zvolime libovolny bod S #+ S,, pak zfejmé neexistuje kfivka @ o H-stfedu S, ktera
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by se dotykala H-ekvidistanty &(S,, 4,) a tedy neexistuje také k¥ivka @* o H-stfedu S.

Podle 1, 2, 3 jsou na v8ech p¥imkach svazku o stiedu S, body kuZelosegek ky, k3,
ks, kq ateden x, y, vedenych z bodu S, k absolutni kruZnici & a jen tyto body H-stfedy
kiivek @* c.b.d.

Provedeme diskusi o druhu H-kuZelosedek k,, k,.k;, k, v zavislosti na typu
ktivky @(S,, 4,) a na vzajemné poloze kfivek @(S;, 4,), 9(S,, 4,). Budeme se
opirat o vysledky diskuse, provedené v lit. [3] za vétou 5. Pfedpokladame stale, Ze
ktivky @(S,, 4,). O(S,, A,) jsou regularni.

Oznaéme M prusecik piimek S,4,,s, a predpokladejme nejdiive, ze plati
(S, A T'T") £ (MAW'W"), (S; A, T'T") + (A;MW'W”") v piipadg, Ze je &(S,, 4,)
H-ckvidistanta a (S, 4, T'T") & (S, A, W' W), (S, 4, T'T") + (A,S, W' W") v pfipadé.
Ze je ktivka @(S;, 4,) H-kruZnice.

1. Necht kiivky @(S,, 4,), #(S,, A,) neobsahuji spole¢né body a jedna neleZi
uvnité druhé. Pak je bod S; vn&jsim bodem kfivek @(S,, P,), 9(S,, P,).

a) Jestlize je kiivka &(S,, 4,) H-kruZnice, pak je moZno volit oznaceni tak, Ze
H-kuzelosetky ky, k3 jsou idealni a H-kuZeloseky k,, k, jsou vypuklé hyperboly.

b) Jestlize je kiivka &(S,. A,) H-ekvidistanta. pak jsou H-kuZelosetky k,, k,, k1,
k4 polohyperboly.

¢) Jestlize je kiivka @(S,, A,) H-horocykl, pak jsou H-kuZelosecky k, . k3 idealni
a H-kuZeloseCky k,, k, vypuklé hyperbolické paraboly.

2. Nechf se kiivky &(S;, 4,), ¢(S,, 4,) protinaji pravé ve dvou bodech. Bod S,
lezi uvnitf jedné a vné druhé kiivky &(S,. P,). &(S,. P,). Pfedpokladejme napt., 7e
lezi uvniti kiivky @(S,, Py).

a) Jestlize je kiivka @(S,, A,) H-kruznice, pak jsou H-kuzelose¢ky k,, k idealni,
H-kuzelosetka k, je elipsa a H-kuZelose¢ka k, vypukla parabola.

b) Jestlize je kiivka &(S,. 4,) H-ekvidistanta, pak jsou H-kuZelosecky k, . k,, k3,
k, polohyperboly.

c) JestliZe je kiivka @(S,, 4,) H-horocykl, pak jsou H-kuZeloseCky k, k; idealni,
H-kuzelosecka k, je elipticka parabola a H-kuZelosetka k, je vypukla hyperbolicka
parabola.

3. Necht jedna z kiivek @(S,;, 4,), ®(S;, A,) lezi uvnitf druhé, popf. nechf se tyto
kiivky protinaji ve ¢tyfech raznych bodech. Pak bod S, lezi uvnitf kiivek @(S,, P,),
o(S,, P,).

a) Jestlize je kiivka @(S,, 4,) H-kruZnice, pak jsou H-kuZelosetky k. k5 idealni
a H-kuZelosecky k,, k4 elipsy.

b) Jestlize je kfivka @(S,, 4,) H-ekvidistanta, pak jsou H-kuZelose¢ky k. k,, k.
k4 polohyperboly.

¢) Jestlize je kiivka @(S,, A,) H-horocykl, pak jsou H-kuzelosecky k, . k; idedlni,
H-kuZelosecky k,, k4 eliptické paraboly.

4. Nechf maji kfivky &(S;, 4,). @(S,.4,) vn&jsi dotyk. Bod S, lezi na kiivce
@(S,, P,) a vn& kiivky @(S;, P,).
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a) Jestlize je k¥ivka @(S,, 4,) H-kruZnice, pak jsou H-kuZelosecky &, k3 idedlni,
H-kuZelosetka k, je vypukla hyperbola a H-kuZelosetka k, je dvojnasobnéa p¥imka
S$1S,.

b) Jestlize je kiivka @(S,, 4,) H-ekvidistanta, pak jsou H-kuZelosecky k,, k3, k,
polohyperboly a H-kuZelosecka k, dvojnasobna piimka S,S,.

¢) Jestlize je kiivka @(S,, 4,) H-horocykl, pak jsou H-kuZeloseky k, , k5 idealni,
H-kuZelosetka k, vypukla hyperbolicka parabola a H-kuZelosetka k, je dvojnasobna
pfimka S;S,.

5. Necht maji kiivky @(Sy, 4;), 9(S,. 4,) vnitini dotyk. Bod S, leZi uvnitf
kiivky @(S,, P,) a na kfivee @(S,, P,).

a) Jestlize je kfivka @(S,, 4,) H-kruZnice, pak jsou H-kuzeloseZky &, , k ideélni,
H-kuZelosetka k, je elipsa a H-kuZelosetka k, dvojnasobna piimka S,.5,.

b) Jestlize je kiivka @(S,, 4,) H-ekvidistanta, pak jsou H-kuZeloseCky k. k,, k4
polohyperboly a H-kuZeloseka k, je dvojnasobna pfimka S;S,.

¢) Jestlize je kfivka @(S,, A,) H-horocykl, pak jsou H-kuZelose¢ky k, k; idealni,
H-kuZelose&ka k, je eliptickd parabola a H-kuZelosetka k, dvojnasobna pfimka S, .

Piedpokladejme nyni, Ze plati bud (S;4,7'T") = (4,8, W'W") nebo (S, 4, T'T") =
= (S,A,W'W") v piipadé, Ze je kiivka &(S,, 4,) H-kruZnice, po pfipadé
(S14,T'T") = (MA,W'W") nebo (S;A,T'T") = (A,MW'W") v pfipadg, Ze je kiivka
&(S,, A,) H-ekvidistanta.

1. Necht je kiivka @(S,, 4,) H-kruZnice. Pak P, = S,, kfivka ®(S,, P,) je dvoj-
nasobnym bodem a k; = k, = k', kde k' je dvojici pfimek — mnoZinou H-stfedl
kiivek @, které prochazeji H-body Sy, S,. Druhy H-kuZelosegek k, , k, uréime podle
predchézejici diskuse.

2. Necht je kfivka @(S,, 4,) H-ekvidistanta. Bod P, leZi na jeji H-ose s,. K¥ivka
P(S,, P,) je dvojnasobnou tsetkou a k3 = ky = k', kde k' je mnozinou H-stfedd
kiivek @, které prochazeji bodem S, a dotykaji se p¥imky s, (lit. [2]). Druhy H-kuze-
losecek ky, k, uréime opét podle predchazejici diskuse.

II. Mé&jme H-ekvidistantu &(S;, 4,) a libovolnou regularni kiivku @(S,, 4,)
(obr. 2, kde je &(S,, 4,) H-ekvidistanta). TeSny v absolutnich H-bodech H-ekvi-
distanty @(S, 4;) k absolutni kruZnici k oznaéme x, y, priseiky pfimky S;4,
s absolutni kruZnici k resp. s pfimkou s, ozna¢me 7", 7" resp. M. Prisediky pfimky
8,4, s absolutni kruZnici k ozname W', W". Sestrojme body P, P,, pro které plati

(MAT'T") = (A, P, W' W) = (P, A, W'W"). (1)

UvaZujme kfivky &(S;, Py), #(S>, P,) a sestrojme podle lit. [4], véta 3, kuZelo-

seCky k., k, resp. ky, k, a &sti C;C;, C,C, spoleinych tefen ., t, té&chto kfivek

a absolutni kruZnice k, jako mnozinu H-stfedd k¥ivek @, které se dotykaji k¥ivky
&(S,, P,) resp. ¢(S,, P,) a pfimky s,.

Véta 2. MnoZinou H-stiedii kfivek ®, které se dotykaji H-ekvidistanty &(S,, A,)
a kfivky ©(S,, A,), jsou kuZelosecky ki, k,, ks, k, a dile
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a) v pripadé, e je krivka ®(Sz, ﬁz\) H-horocykl a t jeho spolecnd tecna s absolutni
kruznici k, primky x, y, ¢ast C1Cy pFimky t a body C,, Cy;

b) v pripadé, Ze je kiivka ®(Sz2» A2) H-kruznice, pFimky x, y;

¢) v pripadé, ze je kiivka ®(S, . A2) H-ekvidistanta, ¢dsti C,C5,C,C, primek 1., t,,
¢dsti C,C,, C,Cy primek x. ¥ @ body C,, Cy, Cy., C,.

Obr. 2

Diikaz: 1. Zvolme libovolnou seénu g absolutni kruZnice k, prochazejici bodem S,.
Prisediky piimky g s k¥ivkou @(S,, 4,) resp. s absolutni kruznici k oznaéme U, V'
resp. U, V’'. Oznalme dale U,, U, ty prusetiky pfimky ¢ s kfivkami &(S,, P,),
@(S,, P,), pro které plati

(A, P W'W") = (U, UU'V') = (UU,U'V). (0]

Podobné oznaéme V;, V, ty priseéiky pfimky ¢ s kfivkami &(S;, P,), #(S,, P,),
pro které plati (A,P W' W") = (VV, U'V') = (V,VU'V’). Sestrojme tecny u, , v, u,,
v, v bodech Uy, ¥y, U,, V, ke kiivkam &(S,, P,), &(S,, P,) a podle véty 1, lit. [4]
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primky m,, m, tesp. my, my; ny, n, resp. ny, n}, jako mnoZinu H-stfeddi kivek
konstantni kfivosti, které se dotykaji pfimek u, resp. v,; u, resp. v, a pfimky s,.
Prisediky X, X,, X{, X5, Y,, Y,, Y{, Y; pfimky ¢ s ptimkami m,, m,, my, mj,
ny, ny, ny, ny jsou podle véty 3, lit. [4], body kuZelosetek k, k, ., ks, k4. (Konstrukce
nejsou na obr. 2 provedeny.)

a) DokaZeme, Ze kazdy prisedik primky g s kuZelose¢kami k, k,, k3, k4 a s piim-
kami x, y je H-stfedem kiivky &*. UkaZeme napf., Ze kfivka @(X,, U) je kiivkou &*.
Kftivka ¢(X,, U) se dotykd v bod¢ U kfivky &(S,, 4,), zbyva jesté dokazat, Ze se
dotyka kfivky &(S;, 4,). Prisecik 7, pfimky X,S, s pfimkou s, je bod dotyku
ptimky s, a kfivky &(X,, U,). Polaru bodu X, k absolutni kruznici X oznaéme x,
a Ry, R, oznaéme priseciky pfimek XS, ¢ s pfimkou x,. Priseciky pfimky X,S;
s absolutni kruznici k oznaéme C’, C" tak, aby se dvojice bodt R,, X, a U, U’ od-
délovaly stejné jako dvojice Ry, X, a S;, C’. ProtoZe kiivka ®(X,, U,) prochazi
bodem Ty, protinaji se pfimky U, T,, C'U’, C"V'v bodé N, na pfimce x, . Oznaéme C
ten z prisec¢iki pfimky X, S, s kfivkou @(S,, 4,), pro ktery plati: Dvojice bodd X, .
U, a U, U’ se oddéluji stejn€ jako dvojice X, Ty a C, C'. Z definice H-ekvidistanty
plyne

(MA,T'T") = (T,CC'C"). 3)

Porovnanim rovnosti (1), (2), (3) dostaneme (7,CC'C") = (U, UU’V’). Z toho
vyplyva, Ze fady bodové X,S(T,,C, C’, C",...), q(U,, U, U', V’,...) jsou projek-
tivni. ProtoZe pfimky U, 7, C'U’, C"V’ prochazeji bodem N,, prochazi bodem N,
také pfimka CU. K¥ivka @(X;, U) prochazi proto bodem C a dotyka se v ném kiivky
@(S,, A). Kfivka ¢(X,, U) je kiivkou &*. Stejnym zplisobem dokaZeme, Ze kazdy
dalsi prisecik pfimky g s kuZelosetkami ky, k,, kj, k4 je H-stfedem kiivky &*.
Oznadme W, W, priseciky pfimky ¢ s pfimkami x, y. Pak podle véty 1 a poznamky 1
v lit. [3] jsou k¥ivky (W, U), ®&(W,, U), ®(W,, V), ®(W,, V) kiivkami P*.

b) DokaZeme, e na piimce g nelezi dalsi H-stfed kiivky @*. Oznaime Xy tGhel
pfimek x, y, ve kterém lezi absolutni kruznice k£ a thel k nému vrcholovy. Podle
lit. [4] se kuZeloseCky k,, k, k3, k, dotykaji pfimek x, y. Krom& pfislusnych bodii
dotyku lezi viechny ostatni body téchto kuzelosedek uvniti xy. KaZda ktivka &*,
jejiz H-stfed leZi na piimce g, se dotyka kiivky @(S;, 4,) bud'v bod€ U nebo v bodg V.
Zvolme na piimce ¢ bod S, ktery lezi vn& xp. Zadna kiivka konstantni kiivosti
o H-stfedu S se nedotyka kiivky &(S,, 4,) a proto nejsou kfivky @(S, U), &(S, V)
kfivkami @*. V &asti a) jsme ukazali, 7e praseciky W,, W, pfimek x, y s pfimkou ¢
jsou H-stfedy kiivek @*. Zvolme na pfimce g uvnitf xy libovolny H-stied S kfivky &*.
Predpokladejme pro uréitost, Ze @* = &(S, U). Polaru bodu S vzhledem k absolutni
kruZnici k ozna¢me s a Q,, Q, prisetiky pfimek SS;, ¢ s pfimkou s. (Na obr. 2 neni
narysovéano.) Priisediky pfimky SS; s absolutni kruZnici k resp. s pfimkou s, ozna¢me
D', D" resp. M’. Jako D oznacime ten prisecik piimky SS; s kfivkou @(S,, 4,), pro
ktery plati: Dvojice bodt U, U’ a S, Q, se odd&luji stejn& jako dvojice D, D" a S, Q,.
Piimky DU, D'U’, D"V’ se protinaji v bod& N’ na pfimce s. Plati bud (MA, T'T") =
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= (DM'D'D") nebo (MA,T'T") = (M'DD'D’). Podle (1), (2) pak plati bud
(DM'D'D") = (UU,U'V") nebo (M'DD'D") = (U,UU'V"). To znamena, e bud
ptimka M'U, nebo pfimka M’U, prochazi bodem N'. Bod S je H-stfedem ki¥ivky
konstantni k¥ivosti, ktera se dotyka k¥ivky @(S,, 4,) v bod€ U a ptimky s, v bodé M".
Na pfimce ¢ vSak maji tuto vlastnost jen body X;, X,, X1, X;. Podobn& ukazeme
pro H-stied S kazdé kiivky @*(S, V).

2. Piedpokladejme, Ze k¥ivka &(S,, 4,) neni H-kruZnice. Pak je mozno vést jejim
H-stfedem S, te¢nu ¢ k absolutni kruznici k. Zvolme libovolny bod W &asti (?,E}
piimky ¢, praseciky pfimky WS, s H-ekvidistantou @(S,, 4,) oznaime H,, H,.
Kiivky (W, H,), ®(W, H,) jsou ziejmé kiivkami ®*. Zvolime-li vn&j§i bod W
¢asti C, C primKky 1, pak neexistuje kiivka @ o H-stfedu W, ktera se dotyka kiivky
@(S;, 4,) a proto také neexistuje kfivka ¢* o H-stiedu W. Jestlize zvolime W = C,
resp. W = Cs, pak kazda kfivka @ o H-stfedu W je kfivkou @*.

3. Piedpokladejme, ze H-kfivka &(S,, 4,) je H-ekvidistanta. Pak je moZno bo-
dem S, vést pfimku g, kterd neprotina absolutni kruZnici k. Zvolme libovolny
bod S # S, pfimky g. Neexistuje kfivka koustantni kfivosti o H-stfedu S, ktera by se
dotykala kiivky &(S,, 4,) a proto neexistuje kiivka @* o H-stfedu S. Viechna
tvrzeni véty jsou dokazéana.

Provedeme diskusi o druhu kuzelosegek ky, k,, k3, k4 v zavislosti na typu kiivky
P(S,, A;) a na vzajemné poloze kiivek @(S;, A4,), ¥(S,, 4,). Budeme se opirat
o vysledky diskuse, provedené v lit. [4] za vétou 3.

Predpokladejme nejdiive, Ze (MA,T'T") + (S, 4,W'W"), (MA,T'T") +
£ (4,8, W'W") v ptipadg, e je &(S,, A,) H-kruznice a (MA,T'T") + (ZA, W' W"),
(MAT'T") % (A, ZW'W") v pfipadg, Ze je 9(S,, A,) H-ekvidistanta a Z je prisecik
pfimek S,4,, s,

1. Necht kiivky @(Sy, 4), &(S,, A,) neobsahuji spolené body a jedna nelezi
uvnitf druhé. Pak pfimka s; nema s k¥ivkami &(S,. P,), 9(S,, P,) Zadny spoleiny
bod.

a) JestliZe je kiivka 9(S;, 4,) H-kruZnice, pak jsou H-kuZeloseky &, k,, k3, k4
polohyperboly.

b) Jestlize je kiivka 9(S;, A,) H-ekvidistanta, pak jsou H-kuzeloseZky k,, k, ide-
alni, H-kuZelosetky k,, k4 jsou vyduté hyperboly.

c) Jestlize je P(S,, 4,) H-horocykl, pak jsou H-kuZelosetky k,,k, ideélni,
H-kuZelosetky k,, k, vyduté hyperbolické paraboly.

2. Necht se kfivky @(S;, 4,), ®(S,, 4,) protinaji ve dvou riiznych bodech.
Pfimka 5, nema s jednou kfivkou, napt. s ¢(S,, P,), Zadny bod spole€ny a k¥ivku
P(S,. P,) protina ve dvou riznych bodech.

a) JestliZe je kiivka @(S,, 4,) H-kruZnice, pak jsou H-kuZeloseSky k,, ks, k3, ks
polohyperboly.

b) Jestlize je kiivka @(S;.4.) H-ekvidistanta, pak je H-kuZelosetka k, idealni,
H-kuZelosetky k,, k3, k4 jsou vyduté hyperboly.

c) Jestlize je kfivka @(Sz2, 4;) H-horocykl, pak je H-kuZelosetka k; idealni,
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H-kuZeloseCky k,, k; jsou vyduté hyperbolické paraboly a k, je hyperbolickd
parabola.

3. Necht jedna z kiivek @(S,, A4,), &(S,, A,) leZi uvniti druhé, popf. necht se
kiivky @(S,, 4,), ®(S,, A;) protinaji ve &tyfech riiznych bodech. Pak pfimka s,
protina jak kfivku &(S,, P;), tak &(S,, P,) ve dvou riiznych bodech.

a) Jestlize je kfivka &(S,. 4,) H-kruZnice, pak jsou H-kuzelosedky &, k,, k4, kg
polohyperboly.

b) Jestlize je ktivka @(S,. 4,) H-ekvidistanta, pak jsou H-kuZelosetky k,, k,, k5,
k4 vyduié hyperboly.

c) Jestlize je kiivka @(S,. 4,) H-horocykl, pak jsou H-kuzelosetky &, k3 hyper-
bolické paraboly a H-kuzcloseCky k,, k, vyduté hyperbolické paraboly.

4. Necht maji kfivky @(S;, 4,), ¢(S,, 4,) vngj§i dotyk. Piimka s, se dotyka
napt. kiivky @(S,, P;) a nemé s kiivkou @(S,, P,) Zadny bod spolecny.

a) Jestlize je k¥ivka @(S,, 4,) H-kruZnice, pak jsou H-kuZelosecky k, k. ky
polohyperboly a H-kuZeloseCka k, je dvojnasobna pFimka.

b) Jestlize je kiivka @(S,, 4,) H-ekvidistanta, pak H-kuzelosecky k,, k5 jsou
vyduté hyperboly, H-kuzelosetka k, je dvojnasobna piimka a H-kuZelosecka k, je
idedlni.

¢) Jestlize je k¥ivka @(S,, 4;) H-horocykl, pak jsou H-kuZeloseCky ky, k3 vyduté
hyperbolické paraboly, H-kuZelosetka &, je dvojnasobna piimka a H-kuZelosecka k,
je idedlni.

5. Necht maji k¥ivky @(S;, 4,), ®(S,, A,) vnitini dotyk v H-bod&. Pak se piimka s,
dotyka napf. kiivky #(S,, Py) a kiivku @(S,, P,) protina ve dvou riiznych bodech.

a) Jestlize je kiivka @(S, A,) H-kruZnice, pak jsou H-kuZelosecky k., k3. k,
polohyperboly a H-kuZeloseCka k, je dvojndsobna primka.

b) JestliZe je kiivka @(S,, 4,) H-ekvidistanta, pak jsou H-kuZelose¢ky k,, ks, k,
vyduté hyperboly a H-kuZelosetka k, je dvojndsobna piimka.

¢) Jestlize je kiivka @(S;, A,) H-horocykl, pak jsou H-kuZelose&ky k,, k3 vyduté
hyperbolické paraboly, H-kuZelosecka k, je hyperbolicka parabola a H-kuZelosetka k,
je dvojnasobna piimka.

6. Necht se kiivky @(S;, 4,), @(S,, 4,) dotykaji v pravé jednom absolutnim
H-bodé&. Pak ptimka s, prochazi absolutnim H-bodem kiivek @(S;, 4;), @(S,, A4,).

b) Jestlize je kiivka @(S,, A,) H-ekvidistanta, pak jsou H-kuZelosecky &, , ky vy-
duté hyperbolické paraboly a H-kuZelose¢ky k,, k4 hyperbolické paraboly.

¢) Jestlize je kiivka @(S,. A,) H-horocykl, pak jsou H-kuZelose&ky k,, k2, k., kg
oskulaéni paraboly.

7. Necht je kiivka @(S, . 4,) H-ckvidistanta a necht se kfivky @(S,, 4,), @(S,, 4,)
dotykaji v obou absolutnich H-bodech. Pak s, = 55, H-kuzelosetky k. ks jsou
H-ekvidistanty a H-kuZelosecky k,, k4 jsou idealni.

Piedpokladejme nyni, Ze plati bud (MA, T'T") = (S, A, W' W") nebo (MA, T'T") =
= (4,8, W'W") v ptipadg, Ze je ®(S,, A,) H-kruZnice a (MA,T'T") = (ZA,W'W")
nebo (MA,T'T") = (A,ZW'W") v piipadg, Ze je &(S,, 4,) H-ckvidistanta.
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. Necht je kiivka @(S,. 4,) H-kruZnice. Pak je S, = P,. Kfivka &(S,, P,) je
dvojnasobnym bodem a plati k; = ky = k', kde £’ je polohyperbola, jako mnozina
H-stfedt kiivek @, které prochazeji H-bodem S, a dotykaji se piimky s,. Druhy
H-kuzelosecek k. k, urcime podle pfedchozi diskuse.

2. Necht je kiivka @(S,, 4,) H-ekvidistanta. Pak P, €s,. Kiivka @(S,, P,) je
dvojnasobnou tseckou a plati k3 = k, = k', kde k' je mnoZinou H-stfedii kiivek @,
které se dotykaji piimek s,,s,. (lit. [4]). Druhy H-kuZeloseéek k,, k, uréime opét
podle ptedchozi diskuse.

Pozndmka. Pripad, kdy je jednou kfivkou H-kruZnice a druhou H-ekvidistanta,
Jsme zkoumali jak v ¢asti I, tak v.¢asti I1. Sta¢i porovnat vysledky diskuse v odstavcich
b) &asti | s odstavci a) ¢asti 1.

1L M¢gme dany rizné H-horocykly @(S,. 4;), ®(S,, 4,). Predpokladejme nej-
diive, ze S| + S,. Body 4, 4, zvolme tak, aby leZely na pfimce S,S,. Polary bodi
Sy, S, oznacéme s;. 5, a R jejich prise¢ik (obr. 3). Podle Gmluvy 1 v lit. [3]
uvazujme na piimce S, S, body U, V, pro které [UVA,A4,].

Véta 3. Mnozinou H-stredii krivek ®. které se dotykaji H-horocyklii &(S,, A,),
D(S,, A,), jsou piimky u= VR.v = UR.s,,5,.

Diikaz: a) DokdZeme, ze kazdy bod piimek u, v je H-stiedem kiivky @*. Podle
vety 5, lit. [2] prochazi kiivky @(U, A4,), ®(V, A;) bodem A4, a podle véty 1, lit. [3]
jsou kfivkami ®*. Kazda kiivka konstantni kiivosti o H-stfedu R je kiivkou @*.
Zvolme na pfimce u libovolny bod S # ¥, S % R. Pruseciky pfimek SS;, SS,
s absolutni kruZnici k, riizné od bodd S,, S, oznalme Ny, N, a prisetiky pfimky
S,Ni resp. S;N, s piimkou s, resp. s, oznaéme Py resp. P,. Podle definice kfivky
konstantni kfivosti jsou body N, = P4, . SS,, N, = P,A4, . SS, priseciky pfimek
SS,.8S, s kiivkami @(S;, A4,), ®(S,.A,). Uvazujme involutorni kolineaci ¢
o stiedu U a ose u. KruZnice k je v této kolineaci invariantni, bodu S; odpovida
bod S,. Ziejm& také 4, > A, a z toho &(S,, 4;) > &(S,, A,). Dile SS, » SS,
a N, - N,. Pfimka NN, prochazi tedy bodem U. Polara s bodu S prochazi také
bedem U a z definice ktivek konstantni k¥ivosti plyne, Ze kiivka @(S, N,) prochazi
bodem N, . Tato kiivka se ziejm& v bodech N, N, dotyka kfivek (S, 4,), I(S,, A,)
a je kiivkou @*. Stejné ukaZeme, Ze také kazdy bod ptimky v je H-stfedem kiivky @*.
Kazdy bod pfimek s,, 5, je zfejmé také H-stiedem k¥ivky @*.

b) Dokazeme dale, Ze neexistuje dalsi H-stfed kfivky &*. Pfedpokladejme, Ze
bod S nelezi na pfimece S, S, a je H-sticdem kiivky @*. Sestrojme priseciky Ny, N,
piimek SS,.SS, s kiivkami @(S,, 4,), &(S,, 4,). Uvazovana kiivka @* se dotyka
kiivek @(S;. 4,), ®(S,, 4,) v bodech N, N,. Uvazujme uplny &tyiroh S;S,N{N;,
vepsany absolutni kruznici k. (Postup muzZeme sledovat na obr. 3.) Oznatme W =
= N;N;.S5,S,, Z= N{S,.N,S, didgonalni body tohoto &yirohu, rizné od S.
Pak pfimka s = WZ je poldra bodu S. Protoze kfivka @* prochézi body N, N,,
prochazi pfimka Ny N, bud bodem W nebo bodem Z. Uvazujme involutorni kolineaci
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Y ostfedu Waosew = SZ. V této kolineaci je kruZnice k invariantnia proto S; — §,,
N{ = Ny, s, > s, Cili S;N; > S,N{ a Py =3s,.SN{ > P,=5,.5N;. Z toho
vyplyva, Ze pfimka N, N, prochazi bodem Wa N, - N,, PN, = P,N,, A; = A,.
JestliZe oznacime Q prisecik ptimek S,S,, w, pak (4, 4,WQ) = —1 a [WQAA,].
To viak znamena, 7e bud W = U nebo W = Va S<wunebo Sev. Tim je véta doka-
zana.

Obr. 3

Méjme dva rtzné H-horocykly @(S;, 4,), @(S,, 4,), pficemz S, =S5, = S.
Predpokladejme, Ze body 4, ., A, jsou voleny tak, Ze lezi na pfimce, prochazejici bodem
S (obr. 4). Oznacme A’ + S prisecik piimky 4,4, s absolutni kruZnici k a body
U,, U, takové, Ze [U,U, A4, A,], pti€emz U, necht je H-bod. Vedme bodem S piimku
q =+ A;A,,q + s, kde s je polara bodu S vzhledem ke kruznici k. Prasecik piimky ¢
s absolutni kruznici &, razny od bodu S, oznaéme N’ a priseciky této primky s kfiv-
kami &(S, 4,), @(S, 4,) oznalme N,, N,. Sestrojme na pfimce ¢ body V, V, ta-
kové, ze [V V,N,N,], pii¢emz necht je V; H-bod. Pfimky N,A4,, N,A,, N'A" se
protinaji v bodé R na pfimce 5. ProtoZe se stfedovym promitanim zachovava dvojpo-
mér bodi, prochazeji bodem R také pifimky U, V,, U,V,. Body V,, V,. vytvareji
kuzeloseCky k., k., kolinearni s kfivkou &(S,, 4,), v kolineacich a(S, s, A, = U,).
B(S. 5. A, > U,).
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Véta 4. Mnozinou H-stfedit k¥ivek konstantni kfivosti, které se dotykaji kiivek
D(S,. A,). D(S,, Ay), jsou kuZelosecky ki, k, a pFimka s.

Dikaz: Zvolme libovolny bod Vy % S kuZelosetky k,. Pfimka SV, protina
H-horoeykly &(S,, 4,), ®(S,, 4,) v bodech N, N,. Podle v&ty 5 lit. {3] prochéazi
kiivka @(V,, N,) bodem N, a ziejme se v bodech N,, N, dotyka kiivek ®(S;,A,)
D(S,, A,). Kiivka O(V, N}) je tedy kiivkou @*. Stejné dokazeme pro kazdy bod
kuzelosetky k,. Kazdd k¥ivka konstantni k¥ivosti. jejiz H-stfed leZi na ptimee s,
se dotyka kiivek (S, 4,), €(S,, 4;) v bod€ S.

Zvolme H-stfed W libovolné kiivky @* a uvazujme piimku WS. Tato piimka
protina kiivky @(S,, 4,), ®(S,, 4,) v bodech Ny, N,. Kiivka ¢* prochazi body
Ny N, a podie véty 5, lit. {2} leZ bod W na kuZelosetee k, nebo na kuzeloseee k.

/>
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Zusammenfassung

UBER DIE MENGE DER MITTELPUNKTE VON KURVEN
KONSTANTER KRUMMUNG DER HYPERBOLISCHEN
EBENE, DIE ZWEI VERSCHIEDENE KURVEN KONSTANTER
KRUMMUNG BERUHREN

FRANTISEK MACHALA

Inder vorliegenden Arbeit wird die Menge der Mittelpunkte von Kurven konstanter
Krimmung der hyperbolischen Ebene gefunden, dic zwei verschiedene Kurven
konstanter Kriimmung beriihren. Weiter wird eine volle Diskussion des gegebenen
Problems fiir alle Arten der Kurven und fiir verschiedene gegenseitige Lagen dieser
Kurven durchgefithrt. Die Losung wird synthetisch am Beltrami-Klein-Modell
angegeben.

Summary

ON A SET OF CENTRES OF CURVES OF CONSTANT
CURVATURE IN HYPERBOLIC PLANE, TOUCHING
TWO DIFFERENT CURVES OF CONSTANT CURVATURE

FRANTISEK MACHALA

A sct of centres of curves of constant curvature in hyperbolic plane is found,
touching the given two different curves of constant curvature. More above a thorough
treatment of the given problem is carried out for all types of curves and for different
mutual positions of these curves. The solution is obtained synthetically by using the
Beltrami-Klein model.
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