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1972 АСТА ^NIVЕК5IТАТI5 РА^АСКINАЕ О^ОМ^СЕNЗI5 
НАСЫХАВ К Е Б Ш М NАТ^КА^I^м т о м 37 

Катео!га тагетайсМ апа1угу рН^оа\оVеа\ескё /акику Юпюегшу Ра1аскёко V О1отоис\ 
Уейоисг кагеАгу: Рго/. НМОг. Мйо$1аг> Ьагюск, С8с. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ МНОЖЕСТВА ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

ОДНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИИ 

II ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 1-ГО НОРИДКА 

И Н Д Р Ж И Х ПАЛАТ 
(Поступило в редакцию 30. шона 1971 г.) 

(В честь шпидеснтпчетня профессора Мирослава Лайтоха) 

В настоящей работе используются обозначения, понятия, определе­
ния и частный результат (см. [2]) теории взаимного преобразования 
множеств интегралов двух дифференциальных уравнений в частых 
производных первого порядка типа 

УЧГ(и)иу 1 , (1) 

1 V = (;/„ . . . . Уn), uү ^,...,дJØ, B(u) = (bц(u)), 

I, ] = 1, 2, . . ., п, элементы Ьц(и) являются на интервале ]в — (у, д), 
уд>() непрерывными функциями и такими, что дли каждого и~]в 
определитель \В(и)\ ф 0. 

Уравнения типа (1) рассматриваются всегда на области /п + 1 = 
= {ие]в, У е еп}, где еп п-размерная область, не содержащая начало 
координат. 

Из работы | 2 | вытекает следующая основная теорема. 

Теорема. Пусть регулярная, квадратная матрица Щг), порядка п, 
является решением матричного уравнения 

где и = г(~) непрерывная и непрерывно дифференцируемая функция 

[У Ф 0, для г - о\, отображающая интервалы ]'в и о взаимноодно­

значно на себя и Е-единичная матрица, порядка п. 
Тогда множэство тшв первых интегралов уравнения (1) определено 

выражением 
тшв = [и{1•Ни), !К(,• -(ц)) У/')}, (и, V) е ) п + 1 , 

где V = и(2, .г., . . . , хп) = 1)(", X') означает любую однородную функцию 
по отношению к переменным (г, X') (г = г~г(и), X = К(г_:1(.7))У). 

Рассмотрим особый случай уравнения (1) 

У'В'иу = 1, ие]в, (2) 

где /^-регулярная и постоянная матрица. 
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Если в уравнение (Я) ввести 

- < - ( « , / ? ) . (3) 

Положим о = (еа, е!3) и г(г) = \пг. 
новую переменную / = 1н~, тогда 

? = *<* -В). ^ 
Как известно, решение уравнении (3) можно выразить в форме 

/Г = Я 0 е*"7 Р, где ./-жорданова нормальная форма матрицы Е — В и Р 
регулянан матрица, удовлетворяющая уравнению Е—В = РЗР~Х. 
Матрицы еи и Р, зависящие от элементарных делителей, можно, как 
известно, выразить вещественными элементами. Регулярная начальная 
матрица Я 0 не имеет для нас никакого значения и поэтому удовлетво­
римся решением уравнения (3) вида Я = еи Р. Согласно предыдущей 
геореме, получаем, что множество первых интегралов уравнения (3) 
можно выразить в форме 

ш ш в = 0;(ем, е^РУ/')} , (и, Г ) е / п + 1 , (4) 
где и = /;(г, X') любая однородная функции по отношению к переменным 
(г, Л") (г = с», Л = е м / РУ). 

Пример \. Рассмотрим уравнение 

да ди 

' ^ + 0/2 ~9^ 
и соответствующее матричное уравнение 

У'В' и г = I, НЕ }в 

где 

Toгдa E 

Uh. •Уй. + (lh - УÙW,+ = ì 

(5) 

и если положим Р E, тo 

1 
0 

1 

! 
У 

1 
0 
0 

0 0 1 --1 
í) 0 o 1 

0 І 0 0 
0 0 1 0 

= 0 0 0 1 __ j 

0 0 0 0 

1 II (l/2)u2 (l/6)ü3 

0 1 u (l/2)ua 

0 ü 1 u 
0 0 0 1 

и согласно (4) тюв = 
= {«у(е«, (1/6) и 3 ^ ! (1/2)и2//2 | ш / 3 + //4, (1/2)н2//1 + и//2 + / / 3 , н//! + 
!- Н» 1/1)}-

Если выбрать однородные фукции 
у. = х-у-г, V2 =- :г2/2, у3 = х3/2. р4 = х4/2, 

тогда, согласно теореме, получаем первые интегралы уравнения (5) 
щ = ((1/6) и 3 ^ + (1/2)и2//2 + иу, + /;4)е~Л 

ш2 = ((1/2)и2уа + нг/3 + у4)е-", ш3 = (иг/! + у2) е"м, ш4 = ^ ет«. 
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Непосредственным подсчетом можно убедиться, что это фундамен­
тальные интегралы уравнения (2). 

Замечание 1. Приведенный метод нахождения первых интегралом 
можно применить и к уравнению 

У В'иу -г-/(н), и Е ; Я , {(>) 

где /(и) Ф 0, [? е / д непрерывная функция. 

Это уравнение перепишем в виде 

У ' (1//(и))^ 'му- 1, н е / в . 

Тогда уравнение (Я) принимает вид 

О* К f = к ( ( i . / г ) E -.(!//(„)) « g (71 

Функцию г(г) определим из условия 

которое перепишем следующим образом 

!//(/•(-)) (1г= 1/гс1г, 

Пусть </(н) обозначает примитивную функцию к функции 1//(и). 
Тогда д(г(г)) = 1пг и, следовательно, г(г) = дг1 (1нг), где г/ ] обозначает 
обратную функцию к функции (/. 

Если на интервале \в функция /(//) > 0 (((и) < 0), тогда функция 
г(г) = д "г (1пг) определена па интервале о = (а,(3), где а = .е9^1, 
Р = е 9 ( Л (а = е9(5), /3 = е ? ( г )). Так определенная функция 1(2) имеет, 
очевидно, свойства, о которых говорится в основной теореме. 

Если в уравнении (7) положить г(г) — д~л (1пг), г = \\лх, тогда урав­
нение (7) принимает на соответствующем интервале о вид (3). Согласно 
теореме, имеет множество первых интегралов уравнения (6) вид 

ттв = {п(ед{и), !сд{и) РУ/')}, 

где V — о(г, X') любая однородная функция по отношению к перемен­
ным (г, X') (2 = е» ( м ), X = ед{и) РУ). 

Замечание 2. Наконец, приведем уравнение, для которого можно, 
основываясь на теореме, составить определенное подмножество, 
множества первых интегралов. 

Рассм отри м уравнен не 

V'/,'//}- О, (8) 

где /^-постоянная матрица. 
Уравнению (8) соответствует характеристическая система 

»' - ' < » - о . 
Легко проверить, что каждый первый интеграл системы уравнения 

• Л1 / п . (!» 
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является одновременно первым интегралом характеристической сис­
темы уравнения (8). Согласно теореме, множество первых интегралов 
системы (9) 

пшв : {1>(е\ 1еиРУГ)}. 

Как видно, зависит каждый первый интеграл системы (9) на пара­
метре I и поэтому не является, вобщем, первым интегралом урывнения 
(8). Однако, если удастся нам дозволенным способом исключить пара­
метр I, тогда получим первый интеграл системы (9), который будет 
одновременно первым интегралом уравнения (8). Сказанное объясним 
на примере. 

Пример 2. Рассмотрим уравнение 

I (s - - yk) | " == 0 , (Ю) 

где 8 = ух + у2 4- . . . + уп, (смотри примеры 4 . 3 и 4 . 7 из [1]). 
Уравнение (10) перепишем так-: 

У В' и у - 0, 

где 

1 1 

ß - 1 l 

I 0І 

Жорданова нормальная форма матрицы Е-В, 

J == 

2 0 Í) . . 0 0 
0 2 0 . . 0 0 

0 0 0 . 2 Í) 
0 0 0 . . 0 2-n 

Элементы матрицы Р, которая должна удовлетворять уравнению 
(Е — В) Р = Р^, определены равенствами 

Рис + Рак + • • - + Рпк = 0, к = 1, 2, (п - 1), 
р 1 п (1 - и) + р 2 п + Рзп + • • • + Рпп = 0, 
Рщ + Р2п(1 - П) + р 3 п + • • • + Рпп =* 0, (И) 

Ры + Рш + Рзп + • • • + Рпп О П) = 0. 

Этим условиям удовлетворяют, например, элементы матрицы 

1\ 

1 0 0 . . . 0 1 
0 1 0 . . . 0 I 

0 0 0 . . 1 1 
—1 _! -1 . . . 1 I 



Тогда 
тшв = {. (е*. /е" Р У/') = 

= (Ке (, (Ух - _•_) е2', (у2 - у_) е2', . . . , (уп„_ - Уп) е* 8е<2 п><)}-
Если в это общее выражение постепенно подставить однородные 

функции 

"1 = *_/*_> • • • , ^_-_ =- Хп-а/х_, Уп__ - (Х-/2) (Х^)»- 1 , 

тогда получим интегральный базис уравнения (10) (смотри пример 4 . 3 
ив [1]) 

Щ = (Уп — У2) (Уп — У_), • • • > ^п-2 = (Уп — Уп-1) (Уп 

">п-1 = § (Уп — У 1 ) П - 1 . 

Условиям (11) удовлетворяют также элементы матрицы 

-Уi)» 

1 - n 1 
1 1 - n 

1 . . . 1 1 
. . 1 1 

1 1 
1 1 1 . 

. . 1-n 1 

. . 1 1 

Тогда тшв = {1)(е\ !еи Р2 У/')} — 
= {и(е\ (з—пу,) е2*, . . . , (з—пу___)е2*, зе(2~п)<)}. 

Если в это общее выражение постепенно подставить однородные 
функции 

у_ = х_/х_, . . . , уп-а = ж___/х___, уп__ =- (хп/_) (х_/.)п- », 
тогда получим другой интегральный базис уравнения (10) (смотри 
пример 4 . 7 из [1]) 

Ш_ = (8 — п у _ ) / ( 8 — п у 2 ) , . . . , Шп__ = 

=-= (8 — пуп__)/(8 — Пуп__), Шп__ - 8(8 — Пу _)п 'К 

Наконец, обратим внимание на то, что для п = ; 5, отличается нами 
найденный интегральный базис от интегрального базиса примера 4 . 7 
из [1]. Это вызвано тем, что там приведенные функции являются первыми 
интегралами, но не представляют интегральный базис, так как они 
зависимы: 

ш_н>_г0зШ4 + ш%юяШ1 1 ш^ш^ + ш4 -}- 1 = 0 . 
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SHRNUTÍ 

KONSTRUKCE MNOŽINY PRVÝCH INTEGRÁLŮ JISTÉ 
PARCIÁLNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PRVNÍHO ŘÁDU 

JINDŘICH PALAT 

V této práci se používají, označení, pojmy, definice a určitý výsledek z práce 
[2], pojednávající o vzájemné transformaci množin prvých integrálů dvou parci­
álních diferenciálních rovnic typu (1). 

Odvozují se obecné vzorce množin prvých integrálů rovnic (2) a (6). 
Nakonec se ukazuje možnost odvození podmnožiny množiny prvých integrálů 

rovnice (8). 

ZUSAMMENFASSUNG 

KONSTRUKTION DER MENGE ERSTER INTEGRALE EINER 
GEWISSEN PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNG 

ERSTER ORDNUNG 

JINDR1CH PALÄT 

In der vorliegenden Arbeit benützt man Bezeichnungen, Begriffe, Definitionen 
und ein gewisses Resultat der Arbeit [2], worin man das Problem der wechsel­
seitigen Transformation von Mengen erster Integrale zweier partieller Diffe­
rentialgleichungen vom Typus (1) untersucht. 

Es werden allgemeine Formeln für die ersten Integrale der Gleichungen (2) 
und (6) durch Ableitung erhalten, um schliesslich die Möglichkeit zu zeigen, 
wie man eine Untermenge der Menge erster Integrale der Gleichung (8) ableiten 
kann. 
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