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1973 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATUP ALIUM — TOM 41 

Katedra matematické analýzy přírodovědecké fakulty University Palackého v Olomouci 

Vedoucí katedry: prof. RNDr Miroslav Laitoch, CSc. 

BEWEIS EINES P E R R O N S C H E N SATZES 

D A G M A R SEDOVÄ 
(Eingegangen am 20. September 1972) 

In dieser Arbeit wird ein neuer Beweis des Satzes von Perron (Theorie linearer 
homogener Differenzen-Gleichungen mit veränderlichen Koeffizienten) gegeben, der 
mit Hilfe eines Satzes von Poincare und zweier Lemmas aufgebaut ist. 

Der Satz von Poincare. Wenn bei einer linearen homogenen Differenzen-Gleichung 

f(x + k) + Pk^(x)f(x + k - 1) + ... + Pi(x)f(x + 1) + 

+ P0(x)f(x) = 0 (1) 

die Koeffizientenfunktionen Pt(x) (i = 0, 1, ..., k —• 1) für x -» oo die Grenzwerte 
lim Pt(x) = at (i = 0, 1, ..., k — 1) bezitzen und wenn die Wurzeln der charakteris-
X-* 00 

tischen Gleichung 

Xk + afc-iA*"""1 + ... + axX + a0 = 0 (2) 

dem absoluten Betrage nach, verschieden sind, so ist der Grenzwert des Verhältnisses 
f(x + 1) jf(x)für x -> oo bei einer beliebigen Lösungf(x) der Gleichung (1) gleich einer 
der Wurzeln 

der Gleichung (2), d. lt., es gilt 

i i m /(» + -) - . t 

Beweis in Perron (1909). 

Lemma 1. Die linke Seite der Gleichung 

fix + k) + Pi-täfix + k - 1) + ... + PMfix + 1) + 

+ Po(x)fix) = 0 (1) 
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läßt sich in der Form 

g(x + k - \) + Qk-2(x)g(x + k - 2) + ... + Q0(x)g(x) = 0 (3) 

schreiben, wo 

g(x) = / ( x + 1) - (A. + ö(x))f(x), MmS(x) = 0, 
x-+ oo 

ist und Xx eine Wurzel der charakteristischen Gleichung 

Xk + a*-!^"1 + ... + axX + a0 = 0 (2) 

bedeutet. Wenn die Koeffizienten P\(x) folgende Bedingungen erfüllen: 
1. l imP^x) = ai9 i = 0, 1, . . . , k — l,at endlich; 

.X-+00 

2. für die Wurzeln der charakteristischen Gleichungen (3) gelten die Ungleichungen 

\xx\> \x2\> ... > | 4 I 

3. P0(x) T-= 0 für alle ganzzahligen x; 
dann erfüllen auch ß,(x), lim ß,(x) = bi die Bedingungen 1. 2. 3. und die charakte-

X~*O0 

ristischen Gleichungen der Differenzen-Gleichungen (1) und (3) sind durch die Relation 

(X - X1)(X
k~1 + bfc-2^"1 + ... + bxX + b0) = 

= Xk + afc-iA^-1 + ... + axX + a0 

verbunden. 
Beweis: Die Gleichung 

f(x + k) + Pfc_X(x)f(x + k - 1) + ... + Pi(x)f(x + 1) + 

+ P0(x)f(x) = 0 (1) 

schreiben wir in der Form 

[f(x + k) - (Xx + ö(x + k - l))f(x + k - 1)] + 

+ ß*-2(*) LA* + k - 1) - (^ + ö(x + k - 2)) 
f(x + k - 2)] + ... + Qx(x) [f(x + 2) - (Xx + O\x + l))f(x + 1)] + 

+ ßo(*) [/(* + 1) - (*i + ö(x))f(x)] = 0 (V) 

Durch Multiplikation, Umordnung der Glieder und Vergleichung der Koeffizienten 
beif(x),f(x + 1), . . . ,f(x + k) in (1) und (V) erhalten wir die Gleichungen 

Pi(x) = Qi-X(x) - (Xx + ö(x + 0) ß,(x), (4) 

i = 0, V . . . , k — 1, ß - i ( x ) = 0, ß k - i (x ) = 1, lim ö(x) = 0, aus denen wir Qi(x) 
JC->OO 

in der Form 

e,w = - IOP,W n T lT^+Ty • ' - °'l k -2 
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ausdrücken können. Wenn wir in (V) die Funktion 

g(x )= f (x+ 1)-(A_ +ö(x))f(x) 

einsetzen, bekommen wir die Gleichung (2). 
Jetzt läßt sich zeigen, daß die Koeffizienten Q*(x) die Bedingungen 1. 2. 3. erfüllen. 

i 1 

1. lim Qi(x) = — __ aj A_~J + 1 = *i» i = 0, 1, ..., k — 2, der Grenzwert existiert 
x-* oo j = 0 

offensichtlich und ist endlich. 
2. Durch den Grenzübergang von (4) bekommen wir 

at = bf__ — A_b£, i = 0, 1, ..., k — 1, b_! = 0, bfe_x = 1 

und durch Einsetzen in die charakteristische Gleichung (2) gelangen wir zur Beziehung 
zwischen beiden charakteristischen Gleichungen 

Afc + afc_1A
fc"1 + ... + Ö_A + a0 = Afc + (bfc_2 - X^X11'1 + ... + 

+ (b0 - X.b^X- Aibo = (A - A O ^ - 1 + b/c_2A
fc-2 + ... + b_A + _*0)-

Die charakteristische Gleichung von (2) hat also die Wurzeln X2, X3, . . . , Xk, dieselben 
wie die charakteristische Gleichung für (1). Diese Wurzeln sind verschieden und es 
gelten die Ungleichungen 

| A 2 | > | A 3 | > - . > |Afe| 

3. öo(*) = — P0(x)-_ i7~T' w o Fo(x) # 0 für a u e ganzzahligen x, also ist 
A_ + O(xJ 

QoC*) =t= 0 für alle ganzzahligen x. 
Damit ist die Behauptung des Lemmas bewiesen worden. 

Lemma 2. Wenn. 

l i m g ( x + 1 ) - p | M I * | A | 
-X-*oo _A^ I 

ist, dann existiert eine Lösung der Gleichung 

f{x + 1) - (A + OXx))f(x) = g(*), (5) 

WO lim <S(x) = 0 ist, welche ebenfalls die Bedingung 
x-*ao 

Um _ _ _ _ _ _ _ 
x -* 00 J \ ^ 1 

erfü//t. 
Beweis: Den Satz beweisen wir für | \i \ < \ A | und für | \i \ > \ A |. Für | fx \ < 

< | A| definieren wir die Funktionf(x) in der Form einer Reihe 
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Diese Reihe ist konvergent und leicht überzeugen wir uns, daß sie eine Lösung unserer 
Gleichung (5) darstellt. Betrachten wir nun den Quotienten 

z(x + i)Yg(x + n) TT -1  

/ (* + 1) =
 g{X + 1)„kg(x + l)K\ t + S(x+j) 

/(*) - gjx+n-l) ' 1 
8{)nk S(X) ji\ l + ö(X+j-l) 

und suchen wir seinen Grenzwert. Es ist vorerst zu zeigen, daß beide Reiehen im 
Zähler wie im Nenner gleichmäßig konvergieren, daß also der Grenzübergang möglich 
ist. Wir bestimmen majorante Reihen für den Zähler und für den Nenner und be
weisen ihre Konvergenz. Wir wählen ö derart, daß die Ungleichung 

- o<"4±«< i 
\n\-s 

gilt. Zu dem so gewählten S suchen wir ein x0 derart, daß für x > x0 die Beziehung 

g(x + 1) S(x) 
<\u\ +<5 

erfüllt ist und weiter ein xX derart, daß für x > xA die Ungleichung 

| X + ö(x) | > \k\ - S 

gilt. Dann gelten für x > max (x0, xi) gleichzeitig beide Ungleichungen und außer
dem die Ungleichung 

g(x + n) ! 
П <I 

( ^ l + < 5 ) " 
n^i\g(x + i) \jL\ \x + s(x+j)\ „^ (m-sy 

Wegen 

o<Ш±i<u 
\x\-s 

konvergiert die Reihe auf der rechten Seite der Ungleichung. Die Funktionreihe im 
Nenner hat dieselbe majorante Reihe, wie jene im Zähler. Beide Reihen konvergieren 
also gleichmäßig und wir können den Grenzübergang für x —> oo berechnen: 

/ ( * + 1 ) lim /w 
ï»-fe!п 1 

Słи g(x + 1) ggi х->oo g(x + 1) /Л lim (Я + S(x + j)) 
1 lim 

ДC-+00 Ф) ^ ^ + д - D Л 
«=.í , - • g(x) /Л lim (л + ð(x + j - 1)) 

1 
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2. Der Beweis für | \L | > | A | wird ähnlich geführt. Wir definieren die Funktion 
f(x) mittels der Funktionenreihe 

/(*) = g(x - 1) + £ g(x - n - 1) f l (A + 5(x - j))-
n = l / = 1 

Die so definierte Funktion ist eine Lösung unserer Funktionalgleichung (5). Wir 
bestimmen den Quotienten 

,/ 4 , n ! +*Eg(XrW7x1) LT (̂  + *(* " !)) 
/(x) _ g(x - 1) „j-! g(x - 1) Mt

v ^ 

/(x + 1 ) " g(x) « g ( x - n ) " . 
1 + „ ? i - ^ r f l ( A + ö ( x - J ) ) 

und bringen eine Abschätzung der Reihe 

Wir wählen ö > 0 derart, daß die Ungleichung 

\li\ - s 

gilt. Zum so gewählten 5 suchen wir ein x0 (resp. xA) derart, daß für x — n > 
> x0(x — n > xO die Ungleichungen 

\n\-s< 
g(x - n + 1) 

< | џ | + ð, 
g(x - n) 

(| ö(x -n)\<ö) 

gelten. Dann gilt für x - n > x2 = max (x0, xx) die Relation 

g(х - n - 1) 

„?,! g(x - П | Я + ő ( x - j ) l = 
J'=I 

E 
n = l 

x-l 

g(x - П - 1) 

g(* -1) l/Л 
ГJ|Я + á ( x - j ) l + 

+ I |lfe^Д|я + * - Л l < 
П = JC — JC2 

X — Ж 2 — 1 

< 
.-i (ini-«)"/.i A* I Í Í * - J ) I 

*-- " ! e(x - / - 1ì 
x|Я + á(x-j)ì Z П g(* - i) 

<T(ШЧ)+к п 
Í1 = X~JC2 j = X~~X2 

x'X2~l n\ + d 
jlЛ \Џ\~ă < 

\X + ð(x-j)\< 
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wo 

к= Z 
g(x - n - 1) 

und 

'-frMAi + g 
M I A I I - « 

sind. 

Die Reihe 

IA | + Ô V 

g(* - 1) 

A| + <5 v 

ПlA + ф -y + l ) | 

A-l 
< є 

A V I A « ! - * . 

ist eine geometrische mit dem Quotienten 

o<iAl±A<i 
l / i l - 5 ' 

sie konvergiert also. Ebenso ist die Reihe im Nenner durch dieselbe geometrische 
Reihe begrenzt. Wir können also den Grenzübergang für x —> oo vollführen: 

lim m i '^m^EwAsi^zl 
- / ( ' + " " 1 + f, imifc iTlOnHmP + * - J + l))" 

n = l x - * o o 6 V A / J = 1 X - * O O 

1 
1 + E v 

и = l V W 

1 

a °° / 1 V M 
1 + £ u 

« = i V A* und es gilt 

,. / ( * + 1) 

^ ~ 7 W " = "• 
Der Satz von Perron. Wenn für eine Differenzengleichung 

f(x + k) + Pk.1(x)f(x + k - 1) + - + ^ ( ^ / ( x + 1) + 

+ P0(x)f(x) = 0 

folgende Voraussetzungen erfüllt sind: 

1. d/e Koeffizientenfunktionen Pi(x)(i = 0, I, . . . , k — I) bezitzen für x -> oo 
endliche Grenzwerte lim P,:(x) = a- (/ = 0, I, ..., k — 1) 

.X~>CO 

2. d/e Wurzeln der charakteristischen Gleichung 

Xk + a,-!^"1 + ... + axk + a0 = 0 (2) 

(1) 
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dem absoluten Betrage nach verschieden sind und genügen den Ungleichungen 

| A 1 | > | A 2 | > ... > |A»| 

3. P0(x) ist für kein ganzzahliges x gleich Null, dann gibt es k linear unabhängige 
partikuläre Lösungen f1(x),f2(x), ...,fk(x) dieser Gleichung, für die 

*->oo fW 

ist. 
Beweis: Den Beweis des Perronschen Satzes führen wir durch vollständige 

Induktion. Die Behauptung gilt für k = 1, d. h. für die Differenzengleichung 

f(x + 1) + P(x)f(x) = 0, limP(x) = a. 
x-*oo 

Wir nehmen an, daß für die Differenzengleichung (k — l)-ter Ordnung die Behaup
tung gilt. Für die Richtigkeit der Behauptung für k benützen wir Lemma 1. und 
Lemma 2. Nach dem Satz von Poincare existiert eine Lösung fi(x) mit dem Grenz
wert 

(Wir setzen Xj = Xx. Die Beweisführung bleibt dieselbe bei beliebiger Wahl von Xj). 
Nach der Behauptung des Lemmas 1. können wir die linke Seite der Differenzen
gleichung (1) auf folgende Art schreiben: 

g(x + k - 1) + Qk-2(x)g(x + k - 2) + ... + Qt(x)g(x + 1) + 

+ ßo(*)*(*) = 0, (3) 

wo 
g(x) =f(x + 1) - (X + O"(x))f(x), lim OXx) = 0 

X - * 00 

ist. Da die Koeffizienten Pf(x) und ebenso die Koeffizienten Q;(x) den Bedingungen 
des Perronschen Satzes genügen, erfüllen die charakteristischen Gleichungen der 
Differenzengleichungen (1) und (3) folgende Beziehung: 

(X - Xx) (X
k~x + bk_2X

k~2 + ... + M + b0) = 

= Xk + a^-!^"1 + ... + axX + a0. 

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung zu (3) bezeichnen wir mit k2, A 3 , . . . , Xk 

und es gilt 

| A 2 | > U 3 | > ... >\Xk\. 

Die Differenzengleichung (3) ist (k — l)-ter Ordnung und genügt den Bedingungen 
des Perronschen Satzes. Nach Vorausetzung der vollständigen Induktion existieren 
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also k - 1 lienar unabhängige Lösungen der Gleichung (3) g2(x), g3(x)> ••• > 8k(x) m i* 
den Grenzwerten 

Hm S^x + l) = . = ^ fc 

x-oo gi(X) 

Nach Lemma 2. existieren Lösungen der Gleichungen 

fix + 1) - (Xx + O-(x))f(x) = gf(x), i = 2, 3, ..., k, 

lim <5(x) = 0, 
x-*co 

wobei 

lim / l (* t ^ «A|- i = 2,3, ...,k 
x-*oo JiV*/ 

ist. Zu diesen Lösungen kommt noch die Lösungft(x) der Gleichung (1) hinzu. 
Es bleibt noch zu zeigen, daß die Lösungenfi(x),f>(x), ••• ,fk(x) für die 

l i m f^Ml) = A*> * - 1 . 2 , . . . , k , 
x-»oo Ji\x) 

untereinnander linear unabhängig sind. Nehmen wir an, daß die partikulären Lö
sungen fi(x),f2(x), >-,fk(x) linear abhängig sind. Dann gilt die Beziehung 

Ciftix) + C2f2(x) + ... + Q f (x ) = 0, 

wo nicht alle Konstanten Ct gleich Null sind. Cj sei die erste von Null verschiedene 
Konstante. Durch Dividieren mit f,(x) und Durchführung des Grenzüberganges 
erhalten wir 

0 = C, + C , + 1 l i m ^ > + ... + Q l i m | W . 
x-»oo JA / x-+ao JA*) 

Aber für r > s gilt / 

ar~>oo JsK^J 

wie aus der Ungleichung 

0 < M*) < c (|iri + ,y 
L(*) C (| As | + «5Y 

zu ersehen ist. Wegen 

0 < T T T ^ T <"- f ü r r > s I >*» I - o 
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ist aber 

l i m ( M . Ц - * Г ç _ . a 

Es ist somit C, = 0 und die Lösungen fi(x),f2(x), •~,fk(x) sind linear unabhängig. 
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Б й К А 2 РЕККОNОVУ VЁТУ 

БАОМАК 8ЕООУА 

V ргасг }с роёап поуу сШках Реггопоуу уёху ъ 1еопе Ппеагпюп пото&ептсЬ 

ё11егепсп1сп ГОУШС 8 рготёппугш коегклепгу. Ойкаг ]е ргоуе ёеп па гаккёё 

Пггет Ротсагёоуу уё!у а па гаккёё ьуггет ёуои 1етта1. 

РЕЗЮМЕ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ ПЕРРОНА 

Д А Г М А Р ШЕДОВА 

В работе дано новое доказательство теоремы Перрона из теории линейных 

разностных уравнений с переменными коэффициентами. Доказательство осно

вывается на утверждениях теоремы Пуанкаре и двух лемм, которые доказы

ваются в работе. 
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