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BEWEIS EINES PERRONSCHEN SATZES

DAGMAR SEDOVA
(Eingegangen am 20. September 1972)

In dieser Arbeit wird ein neuer Beweis des Satzes von Perron (Theorie linearer
homogener Differenzen-Gleichungen mit verdnderlichen Koeffizienten) gegeben, der
mit Hilfe eines Satzes von Poincaré und zweier Lemmas aufgebaut ist.

Der Satz von Poincaré. Wenn bei einer linearen homogenen Differenzen-Gleichung

fx+ k) +P_(x0)fix+k =D+ ..+ P(x)f(x+ 1)+

+ Po(x) f(x) = 0 Q)
die Koeffizientenfunktionen P,(x)(i =0,1,...,k — 1) fir x - oo die Grenzwerte
lim P(x) =a;(i=0,1,...,k — 1) bezitzen und wenn die Wurzeln der charakteris-

X 0

tischen Gleichung
Fra '+ . 4+aldta,=0 )

dem absoluten Betrage nach, verschieden sind, so ist der Grenzwert des Verhdiltnisses
Slx + 1) [ f(x) fiir x > oo bei einer beliebigen Losung f(x) der Gleichung (1) gleich einer
der Wurzeln

Ary Agy ooy Ay
der Gleichung (2), d. h., es gilt

. fx+1)
-

Beweis in Perron (1909).

T

Lemma 1. Die linke Seite der Gleichung

Jx+E)+P_()f(x+k—=1D+ ..+ PX)fx+ 1)+
+ Po(x) f(x) = 0 Q)]

97



lafst sich in der Form

gx +k =1+ O () glx +k—=2) + ... + Q(x)g(x) =0 (3)
schreiben, wo
gx) =flx + 1) — (A + 6()f(x), lim 5(x) = 0,

ist und A, eine Wurzel der charakteristischen Gleichung
Fita_ '+ +alta,=0 ¥)

bedeutet. Wenn die Koeffizienten P(x) folgende Bedingungen erfiillen:
I.lim P(x) = a;,i =0, 1, ...,k — 1, a; endlich,

X=* 00

2. fiir die Wurzeln der charakteristischen Gleichungen (3) gelten die Ungleichungen
[A 1> 2] > o > [ Al

3. Py(x) # O fiir alle ganzzahligen x;
dann erfiillen auch Q(x), lim Q/x) = b; die Bedingungen 1. 2. 3. und die charakte-

X— o

ristischen Gleichungen der Differenzen-Gleichungen (1) und (3) sind durch die Relation

(A=A A+ b A7+ 4+ bid + b)) =

=XFta_ A+ +adi+a,

verbunden.
Beweis: Die Gleichung

Sx+ k) +P_()fix+k—-—D+ ...+ PX)f(x+ 1)+
+ Po(x) f(x) =0 0]

schreiben wir in der Form

[fx + k) — (A4 + 6(x + k= D)fix + k- D] +

+ Q) [fix + k= 1) = (4 + 8(x + k — 2))

fx+k =21+ ... + Q) [fix +2) = (4 + 8(x + D)fx + D] +

+ Qo(x) [flx + 1) — (A4 + 6(x))f(x)] = 0 19
Durch Multiplikation, Umordnung der Glieder und Vergleichung der Koeffizienten
bei f(x), fix + 1), ..., f(x + k) in (1) und (1’) erhalten wir die Gleichungen

Px) = Q;_1(x) — (/11 + 6(x + l)) Qi(x), C)
i=0,1,....,k —1,0_,(x) =0, Qp_,(x) = 1, lim §(x) = 0, aus denen wir Q(x)

in der Form
Qi(x) = _ZP(x)Hm l=0,1,...,k—2.
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ausdriicken konnen. Wenn wir in (1) die Funktion
gx) = flx + 1) = (A4 + 8(x)) f(x)
einsetzen, bekommen wir die Gleichung (2).
Jetzt 148t sich zeigen, daB die Koeffizienten Q;(x) die Bedingungen 1. 2. 3. erfiillen.
i _1__
1. lim Qy(x) = — Z a; ,{i—fﬂ =b;,,i=0,1, .., k —2, der Grenzwert existiert
ji=0

offensichtlich und ist endlich.
2. Durch den Grenziibergang von (4) bekommen wir
aj=b,_y —Mb,, i=0,1,....,k—1, b_, =0, b_, =1
und durch Einsetzen in die charakteristische Gleichung (2) gelangen wir zur Beziehung
zwischen beiden charakteristischen Gleichungen
Fta '+ o dtadt+ag=F 4By — A )+ L+
+ (g — b)) A — Abg = (A — A) (A + b, 2*"2 + ... + biA + bg).
Die charakteristische Gleichung von (2) hat also die Wurzeln 4,, 45, ..., 4, dieselben

wie die charakteristische Gleichung fiir (1). Diese Wurzeln sind verschieden und es
gelten die Ungleichungen

[ A, > | A3 > oo > | A

3. Qo(x) = —PO(x)jll—-i—ig(})—’ wo Py(x) # 0 fiir alle ganzzahligen x, also ist

Qo(x) # 0 fiir alle ganzzahligen x.
Damit ist die Behauptung des Lemmas bewiesen worden.

Lemma 2. Wenn.

lim (x(+)1) W lel #1240

X= 00

ist, dann existiert eine Losung der Gleichung

fix + 1) = (A + 6()) f(x) = g(x), ‘ . ®
wo lim 6(x) = 0 ist, welche ebenfalls die Bedingung
L S +1)
TR
erfiillt.

Beweis: Den Satz beweisen wir fiir | u| < | 4| und fiir [ p| > |4]. Fir fu| <
< | A| definieren wir die Funktion f(x) in der Form einer Reihe

f(x)= - Zg(x+")nm;;+—])
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Diese Reihe ist konvergent und leicht iiberzeugen wir uns, daB sie eine Losung unserer
Gleichung (5) darstellt. Betrachten wir nun den Quotienten
g(x +n) [ 1
glx + )Z g(x -f-l),nl A+ 0(x +Jjj
g(x +n—-1) % 1
()Z‘ g(x) ,I=Il/1+5(x+j—l)
und suchen wir seinen Grenzwert. Es ist vorerst zu zeigen, dall beide Reiehen im
Ziahler wie im Nenner gleichmaBig konvergieren, daB also der Grenziibergang moglich
ist. Wir bestimmen majorante Reihen fiir den Zahler und fiir den Nenner und be-
weisen ihre Konvergenz. Wir wihlen § derart, daB3 die Ungleichung

lpl+0
lul—2o -
gilt. Zu dem so gewidhlten § suchen wir ein x, derart, daB fiir x > x, die Beziehung

fx+1)
fx

0< <1

erfiillt ist und weiter ein x; derart, daB fiir x > x, die Ungleichung

|2 +6x)| > A =9
gilt. Dann gelten fiir x > max (x,, x;) gleichzeitig beide Ungleichungen und auBer-
dem die Ungleichung

)] i o (1ul + oy
2 ey Do <5

Wegen

lpl+0o
4] =96
konvergiert die Reihe auf der rechten Seite der Ungleichung. Die Funktionreihe im
Nenner hat dieselbe majorante Reihe, wie jene im Zihler. Beide Reihen konvergieren
also gleichmaBig und wir kénnen den Grenziibergang fiir x — oo berechnen:

0< <1,

f(x+1)

e g
. g(x+n 1
— lim && %D S e DF, I Yoy )
xvw  8(X) S pim 8 =1 il 1
n=1x-00 g(‘x) lim (;t + 6()(; +] — 1))
1

=ﬂi;_ﬂ_=”

A—p
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2. Der Beweis fiir | p| > | 4| wird dhnlich gefiihrt. Wir definietren die Funktion
f(x) mittels der Funktionenreihe

f(x)=g(x —1) +:;1g(x —n - I)JI:I1 (A + 6(x — j)).

Die so definierte Funktion ist eine Losung unserer Funktionalgleichung (5). Wir
bestimmen den Quotienten

f(x) _ gx—1) L+ zli’—f“’})‘gjlj (2 + 8(x = j))
fe+1)  g(®) 1 +n21 g(g( )n) ,[II(A +6(x— )

und bringen eine Abschéatzung der Reihe

5 =D ok ot - )

= glx j=1
Wir wihlen 6 > 0 derart, dal die Ungleichung

|Al+ 6
0< —— <1
lul =0

gilt. Zum so gewihlten & suchen wir ein x, (resp. x,) derart, daB fir x — n >

> xo(x — n > x,;) die Ungleichungen

lglx—n+ ])

CEDN
(I6(x = n)| <)

gelten.l Dann gilt fir x — n > x, = max (xo, X;) die Relation

2 ng—(w’;(;fz)l)- f]|a+é(x—j)l =

lul—d< <lul+9,

e (LS IR

vy }i’;(;ﬁ;)l)iﬁ 11+ 8(x )] <

2 g —j—1)
< Z l |—7§fﬂ““+5)+ D‘ T -n |

ci+sc-ii Y T i-&(f;i;ﬂiuw(x—ﬁk

n=x—x; j=Ex—X2 | g(x “])
x=x3—1 P x=x2—1 | 1 © < \n
(1Al +0 Y [Al+6 |A] + 0
< X <—-—-_5 +K I = <X \1a=s) + K=

n=1 \ | #l j=1 lul—o

101



wo

x
k= 3 SEE s
und
R 48 _([/1[+5>"""2
i TeT=6 ~ \Tul=29 ’
sind.
Die Reihe

ist eine geometrische mit dem Quotienten
[Al+6
lul =96
sie konvergiert also. Ebenso ist die Reihe im Nenner durch dieselbe geometrische
Reihe begrenzt. Wir kénnen also den Grenziibergang fiir x — oo vollfiihren:

0< <1,

I f<x> ! ”,.Zl i‘fl—(’g(_‘ll 11 lim (40 -)
im——"z =

(D. 1 n
1 1+";!—u—> 1
1 21\ n
1+ —
ngl <I’t>
und es gilt
. fx+ 1)
lim == =
o S(X)

Der Satz von Perron. Wenn fiir eine Differenzengleichung

fx+ k) + P () f(x+k—1D+ .. +Px)fx+1)+

+ Po(x)f(x) =0 0))
folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

1. die Koeffizientenfunktionen P(x)(i =0, I, ...,k — I) bezitzen fiir x -
endliche Grenzwerte lim Py(x) = a; (i = 0,1, ...,k — 1)

2. die Wurzeln der charakteristischen Gle[Chung

Fra_ '+ +aqd+a =0 )
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dem absoluten Betrage nach verschieden sind und geniigen den Ungleichungen
[ A > 120> o> | A

3. Py(x) ist fiir kein ganzzahliges x gleich Null, dann gibt es k linear unabhingige
partikulire Losungen f1(x), f5(X), ..., fi(x) dieser Gleichung, fiir die

im LD ok
e JiX)
ist.

Beweis: Den Beweis des Perronschen Satzes fiithren wir durch vollstandige
Induktion. Die Behauptung gilt fiir £ = 1, d. h. fiir die Differenzengleichung

fix+ D+ P(x)f(x) =0, limP(x) = a.

Wir nehmen an, daB fiir die Differenzengleichung (k — 1)-ter Ordnung die Behaup-
tung gilt. Fiir die Richtigkeit der Behauptung fiir k beniitzen wir Lemma 1. und
Lemma 2. Nach dem Satz von Poincaré existiert eine Losung f(x) mit dem Grenz-
wert

i JEED

T €

(Wir setzen A; = A,. Die Beweisfithrung bleibt dieselbe bei beliebiger Wahl von 1)).
Nach der Behauptung des Lemmas 1. kdnnen wir die linke Seite der Differenzen-
gleichung (1) auf folgende Art schreiben:

gx+k—-—1D+ Q0 ,(x)gx+k—-—2)+ ... + 0;(x)glx + 1) +
+ Qo(x) g(x) = 0, (3)

wOo

g(x) = flx + 1) = (A + 6(x)) f(x), lim 6(x) = 0

X =00

ist. Da die Koeffizienten P;(x) und ebenso die Koeffizienten Q;(x) den Bedingungen
des Perronschen Satzes geniigen, erfiillen die charakteristischen Gleichungen der
Differenzengleichungen (1) und (3) folgende Beziehung:

(A= 2) A7+ b 272 + o+ byd + bo) =
=F+aq '+ . +al+a.

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung zu (3) bezeichnen wir mit 4,, 43, ..., 4,
und es gilt

[ A2 ] > A3 > oo > | A4 .

Die Differenzengleichung (3) ist (k — I)-ter Ordnung und geniigt den Bedingungen
des Perronschen Satzes. Nach Vorausetzung der vollstindigen Induktion existieren
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also k — 1 lienar unabhingige Losungen der Gleichung (3) 82(x), g3(X), -, g(x) mit
den Grenzwerten

im EEED 03k
s Bi%)

Nach Lemma 2. existieren Losungen der Gleichungen
S+ D = (A +6(0))f(x) = gi(x),  i=23 .k
lim é(x) = 0,

XxX— a0

wobei

im SCED ok

-0 Si(*)

ist. Zu diesen Lésungen kommt noch die Lésung f;(x) der Gleichung (1) hinzu.
Es bleibt noch zu zeigen, daB die Lésungen f;(x), f5(x), .-, fi(x) fiir die

fx 4 1) .
lim ————= =}, i=12,..,k,

untereinnander linear unabbingig sind. Nehmen wir an, dal die partikuldren L6-

sungen f3(x), f5(x), ..., fi(x) linear abhingig sind. Dann gilt die Beziehung

Cifilx) + Cofax) + oo + Cifi(x) = 0,

wo nicht alle Konstanten C; gleich Null sind. C; sei die erste von Null verschiedene
Konstante. Durch Dividieren mit f;(x) und Durchfiihrung des Grenziiberganges
erhalten wir

0=C; + C’“,}Ln; f}:’(l(;c) + .+ Cklinl ;’]‘Ex;

Aber fiir r > s gilt

1)
lm & =%

wie aus der Ungleichung

Sx) _ C (al+0)
0< 76 O] (| A ] + 6)

zu ersehen ist. Wegen

[41+46

—I-}:S—I—__—(sﬁl firr>s

0<
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ist aber
i (148 €
x=w (| Ag] +8)° C’

Es ist somit C; = 0 und die Losungen f}(x), f2(x), ---, fi(x) sind linear unabhingig.
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SHRNUTI

DUKAZ PERRONOVY VETY

DAGMAR SEDOVA

V praci-je podan novy dikaz Perronovy véty z teorie linedrnich homogennich
diferenénich rovnic s proménnymi koeficienty. Dlkaz je prove den na zakladé
tvrzeni Poincaréovy véty a na zakladé tvrzeni dvou lemmat.

PE3IOME
JORASBATEJIBCTBO TEOPEMDI ITEPPOHA

AJATMAP WIEJOBA

B pabote naHo HOBOE NOKa3aTeJbCTBO TeOpeMbl [leppoHa U3 TeOpUH JIMHEHHBIX
Pa3HOCTHBIX YpaBHEHWIl ¢ nepeMeHHbIMH KodpduuuenTamu. Jloka3aTeabCTBO OCHO-
BBIBAETCSI HA YTBEPXKACHUAX Teopembl ITyaHkape ¥ OBYX JIEMM, KOTOpBIE NOKa3bl-
BaloTcsi B pabore.
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