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1974 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALIUM—TOM 45 

Katedra matematické analýzy přírodovědecké fakulty University Palackého v Olomouci. Vedoucí 
katedry: prof RNDr. Miroslav Laitoch, kandidát věd. 

О ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

ДВУХ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

В ЧАСТНЫХ П Р О И З В О Д Н Ы Х ПЕРВОГО ПОРЯД КА 

ИНДРЖИХ ПАЛАТ 

(Поступило в редакцию 3. 6. 1969 г.) 

Настоящая работа является обощением работы [2]. 

1. Основные понятия и обозначения 

В настоящей работе обозначаем матрицы большими буквами (А, В, ...), 
тогда как ее элементы обозначим соответствующей малой буквой (а1к, Ь[к, ). 
Нулевую матрицу типа (п/к) обозначим символом 0(п/к) и единичную матрицу 
типа (п/п) буквой Е. Транспонированную матрицу соответствующую матрице 
А, В, ... обозначим А\ В\ .... Строчную матрицу типа (\/п) будем часто рас­
сматривать как точку «-размерного Евклидова пространства. 

Далее в настоящей работе предполагается, что все рассматриваемые функции 
многих переменных имеют в своей области определения непрерывные частные 
производные первого порядка по независимым переменным. Для обозначения 

дг 
этих частных производных используем индексы, например —— = 2Хк, где 

Охк 

I = 2(Х19 . . . , * п ) . 

Обозначим 

*{*) = I > 
\ап1(2) ...апп(2)! 

Ёк = «к!0О*1 + ... + аккп(г)хп, йг = (&,..., #п). О функциях й{к(г\ /, к = 1, 
2,..., п, с(г) Ф 0 предполагаем, что они определены и непрерывны на интервале 
ох и что для каждого гео1\ А(г) | ф 0. Тогда вместо уравнения 

n ^ 2 

I 
k = l 

I К O ) * ! + ... + ãkn(z)xn)z,k = c(z) 
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можно рассматривать уравнение 

п ^ 2 

X 0^00*1 + ••• + «кп00*пКк = 1, (О 
к = 1 

получающееся из предыдущего делением на функцию с(г) (ак1(г) = ак1(г) : с{г)). 

Квазилинейное уравнение в частных производных первого порядка (1) будем 
всегда рассматривать в области 0п + 1 = {г е ои Г е о п } , где оа обозначает 
«-размерное Евклидово пространство (п ^ 2), несодержащее начало коордийат. 
Искомое решение г является функцией независимых переменных х19..., дгя. 

Уравнению (1) соответствует матричное уравнение 

Х'А'(г)2х= 1 (1) 

или 

С'2Х = 1, 

где С = С : с (г). 

Лемма VI. Матрица А(г) X = С типа (л/1) отлична в каждой точке области 

0п + 1 от нулевой матрицы. 

Доказательство. Допустим, чтовточке (г 0 , х01,..., х0п) = (г0, Х0)еоп+г^ 
А(г0) Х0 = 0(л/1). Тогда имеет место система уравнений 

<*11^о) *01 + ... + а1п(20)х0п = О, 

Яш(-ч))*01 + ... + апп(20)хпп = 0. 

Так как | А(г0) | Ф О, то необходимо, чтобы Х0 = 0(и/1). Однако, по пред­

положению О'(л/1)^0П. Следовательно, А(г0) Х0 ф 0(«/1). 

Как известно, уравнению (1) соответствует характеристическая система 

уравнений 

6хг 

dí 

dx 

= axl(z)xx + ... +aІП(z)xn, 

7-= flnl00*l + ... + önn00*n, с1/ 

ё* ' 

которую перепишем в эквивалентную систему 

дх{ 

áz 

åx 

= űfii(z)x, + ... + aln(z)xn, 

(2) 

dz 
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которую в свою очередь перепишем в матричный вид 

^ = А(г)Х (=С). (А) 

Система (2) удовлетворяет на области оп+1 условиям теоремы о существовании 

и однозначности решения (см. [1] стр. 167), на основании которой через каждую 

точку (г0, Хо) е оп + 1 проходит как раз одно решение Ф(-0, 

Ф'(2) = ((р,(1),...,<Рп(2)) (3) 

системы (2), определенное на интервале ох и имеющее свои концевые точки 

на границе области о п + 1 (см. [1] стр. 167). Это решение определяет интеграль­

ную кривую, называемую характеристикой (характеристической кривой) 

системы (2) или уравнения (А). 

Замечание \.\. Для функций п и п + 1 переменных будем употреблять 

сокращенные обозначения: /(х1, ..., хп) = /(X ') и /(г, х 1 , ..., ха) = /(2, X'). 

Определение 1.1. Функциям 4- 1 переменных/(г, X') определенная в области 

0 п + 1 , где/(2, X') ф сопз!, называется первым интегралом системы (2), уравне­

ния (А) и (1), если она вдоль любой характеристики (3) постоянна, т. е. 

/(г, Ф'(-О) = соп81 для всех т. е ог. 

Как известно, функцияДг, X'), определенная в области оп+1 является первым 

интегралом системы (2), уравнения (А) и (1) тогда и только тогда, если она 

в этой области удовлетворяет тождеству 

Л + Л Л + •..+Л-А = 0. (4) 

Функциональную зависимость понимаем согласно определений 1 и 2 [1] 

стр. 302. Для определения (не)зависимости функций используем критерии, при­

веденные в [1] на стр. 302 и 310. Далее будем пользоваться обозначениями 

- > ( / , , - , Л + i ) 
D(z,xiг ...,x„) 

м(л,...,/k) 

Jlz flxi •• flxk 

J(k+\)z f(k+l)xi ••• f(k+l)xk j 

(flz flxi ••• JlxД 

M(z,x i , ...,xi) \ f " v "'/ 
\Jkz jkxi ••• Ikx 

TJHQ 1 < i, k g n. 

kxi j 

Определение \.2. Первый интеграл /(г, X') системы (2), уравнения (А) и (1) 

называется главным интегралом, если в каждой подобласти <?п + 1 области 

оп+г(дп + 1 <= о п + 1)/(г, X') ф соп81. иЛ(г, X') ф 0. 

Определение 1.3. Функции 

/х(г,Х%..»М2>Х') 
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назовем фундаментальными интегралами системы (2), уравнения (А) и (I), 
если они в области 0п + х независимые и если каждая из этих «-функций является 
главным интегралом системы (2), уравнения (А) и (I). 

Заметим, что еслиДг, X') есть главный интеграл уравнения'(1), то в соответ­
ствующей окрестности любой точки (г0, Х0) е оп + 1, г д е / 2 ( 2 0 , ^ ) Ф 0, опре­
деляет уравнение /(г, X') =/(г0,Х0) однозначно решение уравнения (I), про­
ходящее через точку (г0, Х0). 

2. Преобразование точек (п + 1)-размерного Евклидова пространства 

Обозначим 

/М»)...61П(М)\ /УЛ МД 
в(и) = , г = ; , щ = : , 

\Ьв1(и)...ЬлМ/ \У«1 К! 

К = *к1(")71 + ••• + 6кп(").Уп и Я ' = (Н1,...,На). О функциях М н ) пред­
полагаем, что они на интервале у-! определены, непрерывны и что для каждого 
и еЛ | В(и) | Ф 0. 

Уравнение 

K M « ) ^ l + ... + bk„(") ^n) «» = -. 

также будем всегда рассматривать в областиуп + 1 = {м е/\, Г7 б оп}, где л ^ 2. 
Искомое решение рассматриваем как функцию п независимых переменных 

У1>--,Уп-

Матричный вид уравнения (1): 

Н'щ = 1 или У'В'(и)иу = 1. (II) 

Уравнению (II) соответствует характеристическое уравнение 

^ - а д к (в) 

Замечание 2.1. В дальнейшем будем без оговорки о функции и = г(г) пред­
полагать (см. [3]), что она на интервале о1 определена, обладает непрерывной 
производной отличной от нуля, отображает интервал с?! на интервал ух(у*! = 
= г(о{)) и точку г0 еох на точку и0 е]х(и0 = г(г)0)). Функцию, определенную 

на/*! и обратную к функции и = г(г) обозанчим г = г~1(и). 
В дальнейшем будем часто рассматривать разные множества. Условимся, 

что множество обозначим буквой т. Так например, множество точек интервала 
$19 области 0п + 1 обозначим т]±, топ + 1. 
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Выберем функцию и = г(г) и рассмотрим систему п2 дифференциальных 
Уравнений 

dz J=i 

t(aЛj(z)kjm- ЬjJLҚzЪbҖy (2) 

где /, т = 1,2,...,п. Систему (2) перепишем в матричный вид 

(*) MĹ = A(z)K(z)-K(z)B(r(z))^. 

Согласно леммы 1[3] существует для любой матрицы К0 и выбранной функции 
и = г(г) единственное решение К(г) уравнения (К), определенное на интервале 
01 и удовлетворяющее начальному условию К(г0) = К0. Согласно замечанию 
2[3], это решение на интервале ох регулярно (т. е. | К(г) | ф 0 для г е ох), если 
I А'о | Ф 0. Наоборот, решение К(г) на интервале ол сингулярно (т. е. | К(г) \ = 0 
для геох), если | АГ0 | = 0. Пусть К(г) регулярное решение на интервале о19 

тогда обратная матрица К"1 (г), 2 = г~г(и) удовлетворяет на интервале 
Л0*1 = К0г)) уравнению 

^р-^^^-^ч^-к-ч.-ч^^Ч"))^^-^-1). 
Замечание 2.2. В дальнейшем будем без оговорки предполагать, что 

матрица К(г) определена на интервале о1 и является решением уравнения (К), 
соответствующем функции и = г(г) и начальному условию К0. 

Определение 2.1. В области / п + 1 определим преобразование В так, что 
каждой точке (и, Г) еуп + 1 ставим в соответствие точку (г, X') (п 4- 1) — размер­
ного пространства (г, х{, ..., хп), согласно следующих равенств: 

2 = г~\и), X = К(г)У. (В) 

Заметим, что равенство (В) определяет преобразование В как однозначное. 
Будем пользоваться следующей записью: 

ВЫ, Г) = (Би, БГ) = (г~\и), 1К(г~\и))УГ) = (г, /ВДГ/') = (г, X'). 

Теорема 2.1. Пусть преобразование Б определено функцией и = г(г) и син­
гулярной матрицей К(г). 

Тогда Б преобразует множество точек т/п + 1 в множество точек тдп+1 = 
= тдп + 1 У т(2, 0, ..., 0), где 2 е о1. 

Доказательство. Пусть и0 еу^. Так как | К(г~х(и0)) | = 0, то существуют 
точки (н0, Г')еЛ+1> Д л я которых К(г~1(и0)) У = 0(я/1); значит точки, которые 
Б преобразует в точку (г0, 0, ..., 0), 20 = /*~1(м0)). 

С другой стороны, нельзя в общем утверждать, что любая точка (г0, X') е 0П +1 

имеет в преобразовании Б свой прообраз. Это вытекает из того, что в силу 
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сингулярности матрицы К(г), Вообще говоря, не обязательно существует ре­
шение У уравнения К(г х(и0)) У =... у 

Теорема 2.2. Пусть преобразование Б опрео^елено функцией и = г(г) и ре­

гулярной матрицей К(г). 

Тогда В преобразует множество т у ; + 1 н а множество топ + 1. 

Доказательство. Пусть (И ( Ь у^ е т ^ ^ т а к к а к м а Т р и ц а К(г) регулярная, 

то согласно лемме 1.1 К(г~\и^ уо + 0(„/1). Следовательно, Б(и09У0) = 

= (г (ио)> /К(г (и0))У01')е*поп + 1. Рассмотрим произвольную точку (г19 

Х[)етоп + 1. Пусты/! = г(2х)9 Ух -= К~\г-\их)) Х ^ 0(л/1)). Очевидно, точка 

(и19 У[)~пу'п+1- Кроме того она является прообразом точки (г19Х[): 

В(и19У[) = (г'\и,)91К(г-\их)) угП = {г^Щ^) К'1^) X,/') = (г19Х[). 

Определение 2.2. Пусть В преобразование множества т]п + 1 на (в) мно­
жество топ+1(тдп + 1)9 определенное функцией и = г(г) и регулярной (сингуляр­
ной) матрицей К(г). 

Тогда точку (г19 Х[) е топ + 1(е тдп+1) назовем сопряженной по отношению 

к преобразованию В с точкой (и1, У[) е т]п+х, если Б(и1, У[) = (гх, Х[). 

Теорема 2.3. Пусть преобразование В определено функцией и = г (г) и ре­

гулярной матрицей К(г). 

Тогда Б преобразует множество т/п + х на множество топ + х взаимноодно­

значно, причем обратное преобразование В ~* определено равенствами: 

и = г(2), У= К~\г)Х. (В~1) 

Доказательство. Пусть (и19У[) ф (и2,У2) две точки множества т/п + 1. 

Если и1 ф и29 то в силу строгой монотонности функции г~1(и) есть г " 1 ^ ) ф 

ф г~1(и2) и, следовательно, Б(и1, У[) ф Б(и29 У2). Если их = и29 то обязательно 

Ух ф У2 и в силу регулярности матрицы К(г) К(г~1(и1))У1 ф К(г~1(и2))У2; 

значит опять Б(и19 У[) Ф В(и29 У2). 

Вторую часть утверждения теоремы проверим непосредственным подсчетом: 

В~1Б(и9 Г ) = В-\Г1(и)91К(Г\и))У1') = 

= В~\2, \К(г) У/') = (г (г)91К~\г) К(х) У\') = (и9 Г ) . 

Замечание 2.3, Пусть В взаимнооднозначное преобразование множества 

пуп + 1 на множество топ + 1 и (г09 Х$) е топ+1 сопряженная точка по отношению 

к В с точкой (и09 Уо) е т/п+1. Из теоремы 2.3 тогда следует, что (и09 У0) будет 

сопряженной точкой по отношению к обратному преобразованию В' с точкой 

(-0, Х0). Договоримся, что в таком случае назовем точки (г0,Х0) и (и0, У0) 

просто сопряженными. 

Замечание 2.4. Из свойств функции и = г(г) и матрицы К(г) вытекает, что 

В преобразование непрерывное и, следовательно, как известно, отображает 

каждую область из7п + 1 на определенную область из оп + 1, 
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Лемма 2А. Пусть Х0еоп, У0 еоп. 

Существует регулярная числовая матрица К0 типа (п/п) такая, что К0У0 = 

Доказательство. Построим матрицы типа (п/п) X = (Х0, Х2, ••• Хп) 

и У = ( У 0 У У 2 , . . , Уп), где Х2, ..., Хпеоп и У'2, ...,У'пеоп выбраны так, чтобы 

| X | Ф 0 и | У | ф 0. Тогда матричное уравнение КУ = X имеет единственное 

решение К0 = ЛГУ"1, причем К0У0 = Х0. 

Теорема 2.5. Пусть (и0, У0) е т]п+х и (г0, Х0) е топ + г. 

Существует взаимнооднозначное преобразование В множества т;п + 1 на 

множество топ + 1 такое, что точки (и0, У0), (г0, Х0) будут сопряженными. 

Доказательство. Определим функцию и = г(г) и регулярную матрицу 

К(г) так, чтобы и0 = г(г0) и К(г0) У0 = ЛГ0 (см. лемму 2.1). Этим выбором 

определено какое-то взаимоотнозначное преобразование множества т/п + 1 на 

множество топ + 1, причем В(и0, У0) = ( г " 1 ("о)» 1к(2о) УоП = (?о> Лч>')-

Определение 2.4. N точек (и0, У[), ..., (м0, Уп) (п + 1) - размерного про­

странства назовем регулярными, если матрица типа (п/п) У = ( У 1 ? . . . , Уп) 

регулярная. 

Теорема 2.6. Пусть В взаимнооднозначное преобразование т/п + 1 на мно-

жетсво топ +1. 

Тогда В(В') преобразует регулярные точки (и0, У[), ..., (и0, Уп) ((г0, Х[)9 

...,(г0,Хп)) пространства ]п + 1(оп + х) опять в регулярные точки В(и0,У[), ..., 

В(и0, Уп) (В'(20, Х[),..., В'(20, Хп)) пространства оп + 1(>'п + 1). 

Доказательство. Для любого / = V 2,. . ., п В(и0, У|) = (г0, XI), где 

10 = г-\и0) и Х{ = К(г-\и0))У{. Матрица (X,,..., X,) = (К(г-\и0)) У,, ..., 

К(г~\и0))Уп) = ^ ( / - " ^ ^ ( У ^ ..., Уп) регулярна, так как регулярны матрицы 

К(г~х(и0)) и (Ух,..., Уп). Таким же образом проверяется правильность второй 

части утверждения теоремы. 

Теорема 2.7. Пусть (и0, У[), ..., (и0, У'п) (г0, Х[),..., (г0, Х'п) любые регуляр­

ные точки из соответствующих областей уп + 1 и оп + 1. 

Существует взаимооднозначное преобразование В множества т/п+1 на мно­

жество топ + 1 такое, что эти точки будут сопряженными, т. е. В(и0, У|) = 

= (г0,*;). 

Доказательство. Определим функцию и = г(г) так, чтобы и0 = г(_г0). 

Регулярная матрица К(г) пусть удовлетворяет начальному условию 

(Х[, ..., Хп) = К(г~\и0))(У[, ...,Уп). Этим определено преобразование мно­

жества т/п + 1 на топ+1, причем В(и0, У[) = (г~\и0),/К(г~х(и0)) 1ГлПЦ (*0, XI). 

Из последней теоремы вытекает, что взаимооднозначное преобразование 
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В множества т/п + 1 на множество топ+1 определено двумя системами регуляр­
ных точек однозначно с точностью до функции и = г(г), которая должна удо­
влетворять только условию и0 = г(г0). 

3. Преобразование характеристик 

Для дальнейших рассуждений выгодно рассматривать характеристическое 
уравнение (А) на множество тдп+1. Так как | А(т) | ф 0 для 2ео{, то любой 
точкой (2, 0,..., 0) е тдп + 1 проходит одна и таже характеристика Ф0(г) = 0(1/п). 
Обозначим множество характеристик уравнения (А) ((В)) тА (тВ) и тА = 
= тА и Ф0. Далее пусть тУ(и) множество всех непрерывных кривых У = 
= (у^и), ...,>>„(**)), ие]х, лежащих в области/п + 1 = уп + 1 ^) (и, 0, ...,0), ие/'_. 

Определение 3.1. На множестве тУ(и) определяем преобразование Н так, 
что каждой кривой ставим в соответствие кривую Х(г), лежащую в области 
дп+1 согласно равенству: 

Х(2) = К(2) У(Г(2)). (И) 

Как видно из (И) преобразование Н однозначно и определено при помощи 
функции и = г(г) и матрицы К(г). 

Теорема 3.1. Пусть преобразование Н определено функцией и = г(г) и син­
гулярной матрицей К(г). 

Тогда Н преобразует множество тВ в множество тА. 

Доказательство. Пусть Ч*(и) е тВ. Очевидно, что преобразованная кривая 
НЧ*(и) = К(г) ^(К-0) = Ф(?) на интервале о1 определена, непрерывна и имеет 
свои концевые точки на границе области 0 п + 1 . Покажем, что эта кривая яв­
ляется характеристикой уравнения (А): 

dФ(-) _ dВД ) + вд d_ dгír) 
dz dz v du dz 

= (A(Z) K(Z) - K(z) B(r(z))^-) W(r(z)) + K(z) B(u)«P(«) 

= A(z)K(z)«F(r(z)) = A(z)4)(z); 

здесь мы использовали то, что и = г(г), К(г) — решение уравнения (К) и Ч*(и)-
решение уравнения (В). В силу сингулярности матрицы К(г) возможно, что 
в некоторой точке г0еохК(20) Ч*(г(г0)) = 0(п/\). В таком случае, необходимо 
К(2) Ч*(2) = Ф0(2). 

Теорема 3.2. Пусть преобразование Н определено функцией и = г(г) и ре­
гулярной матрицей К(г). 

Тогда Н преобразует множество тВ на множество тА. 
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Доказательство. Из регулярности матрицы К(г) вытекает, что для ха­

рактеристики Ч*(и) 6 тВ есть К(г) У(г(г)) ф Фо(-0-

Далее, таким же образом как в теореме 3.1 можно проверить, что функция 

К(г) ^(г^)) есть характеристикой уранения (А). Функция и = г(г) и матрица 

К(г), определют преобразование Н и одновременно, согласно теореме 2.3, 

взаимнооднозначное преобразование В множества л7/'п+1 на множество топ + 1. 

Рассмотрим произвольную характеристику Ф(г) е тА и на ней произвольную 

точку (2Х, Х[). Пусть точка (и1, У[) будет сопряженной точкой с точкой (гг, Х[), 

т. е. В(их, У[) = (гх, X,). Точкой (и{, У[) проходит единственная характеристика 

У\(и) уравнения (В), которая преобразуется в характеристику К(г) 4*^(2)) 

уравнения (А). Однако (г19 /К(21)Ч,

1(г(^))Г) = (г~1(и11 Щг'НидУхП = 

= В(щ9У[) = (г19Х[) и, следовательно, характеристики Ф(г) и К(г) Ч*х(г(2)) 

проходят через ту же точку (г1, X/). Но тогда обязательно К(г) 4*^(2)) = Ф(г) 

для всех 2 Е о{. Ит#к в преобразовании Я существует для каждого образа 

Ф(г) е тА его прообраз из множества тВ. 

В следующей теореме покажем очевидную зависимость между преобразо­

ваниями В и Я. 

Теорема 3.3. Пусть преобразования В, Я определены функцией и = г(г) 

и матрицей К(г). 

Если Ф(г) = //^(м), где ^(ы) е т2?, тогда кривая Ф(г) представляется мно­

жеством всех точек из области оп + 1, сопряженных по отношению к преобразо­

ванию В с точками, лежащими на кривой ^(и). 

Доказательство: Утверждение следует из равенств (г19 Ф'(гг)) = 

= (г19ЙГ(щ)) = (г~\щ), 1К(г~1(их)) У(и.)/') = (Ви^ВГ^)) = Щи197'(иг))9 

для каждого г1 е ох, и1 = г(2х). 

Теорема 3.4. Пусть преобразование Н определено функцией и = г(г) и /?е-

гулярной матрицей К(г). 

Тогда Я преобразует множество тВ на множество тА взаимнооднозначно, 

причем обратное преобразование Я"* ставит характеристике Ф(г) е тА в со­

ответствие характеристику Ч*(и) е га# согласно равенству: 

цу(и) = К - Ч А - ' Ч " ) ) ^ - 1 ^ ) ) . 

Доказательство. Напомним, что две различные характеристики уравне­

ния (В) не имеют общих точек. Пусть У^и) е тВ, Ч*2(и) е тВ и Ч*\(и) ф Ч'2(и). 

Отсюда в силу регулярности матрицы К(г) следует, что 

*{*) *М*)) * К(2) Ч>2(Г(2)), 

где 2еох. Значит из У^и) Ф У 2(") следует, что НУ^и) Ф ПЧ'2(и). Обратность 

преобразования Я ' проверяется непосредственно: Н,НЧ,(и) = Н'(К(г) У(г(2))) = 

- лг-Чг-Ч"))^"1^)) У(и) = У(и). 
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Теорема 3.5. Пусть Ч*(и) е тВ и Ф(г) е тЛ. 
Существует взаимнооднозначное преобразование Н множества тВ на мно­

жество тЛ такое, что Н У (и) = Ф(г). 

Доказательство. Пусть (и0, У0') е тЧ*(и) и (г0, Х$) е тФ(т). Согласно 
теореме 2.5, определим функцию и = г(г) и матрицу К(т) так, чтобы В(и0, У0) = 
= (20, Х$). Выбором функции и = г(г) и матрицы К(г) определено взаимоодно­
значное преобразование Я множества тВ на множество тЛ. Такие же рассужде­
ния, как в доказательстве теорему 3.2, показываюь, что необохдимо НЧ*(и) = 
= Ф(2). 

Замечание 3.1. На основании предыдущего видим, что взаимнооднозначное 
преобразование Н однозначно определено взаимнооднозначным преобразова­
нием В. Преобразование Н определяется так, что характеристике ^(и) е тВ 
ставим в соответствие как раз ту характеристику Ф(г) е тЛ, которая проходит 
через точку, сопряженную с любой точкой, лежащей на характеристике ^(и). 

Теорема 3.6. Пусть Н взаимнооднозначное преобразование множества тВ 
на множество тЛ. 

Если Ч*х(и), ..., Ч*п(и) (Ф^г), ..., Фп(г)) линейно независимые характеристики 
уравнения (В) ((Л)), тогда ВУ^и), ..., ВхРп(и) (В'Ф^г), ..., В'Фп(г)) будут ли­
нейно независимые характеристики уравнения (Л) ((В)). 

Доказательство. Матрица(ВФ;1(и)9..., ВУ^и)) = К(г)(Ч/\(г(г)),..., ^п(г(г)) 
регулярная, так как регулярны К(г) и (У\(и), ..., Ч*п(и)). Также доказывается 
вторая часть утверждения теоремы. 

Теорема 3.1. Пусть Ч*\(и), ..., ^п(г1) и Ф^г), ..., Фп(г) линейно независимые 
характеристики соответствующих уравнений (В) и (Л). 

Существует взаимнооднозначное преобразование Н множества тВ на мно­
жество тЛ такое, что НЧ*х(и) = Фх(т), для 1 = 1,..., п. 

Доказательство. Выберем на характеристиках Чх(и) и Фх(т), / = 1, 2, ..., п 
регулярные точки (и0, У[),..., (и0, Уп) и (г09 Х[), ..., (г0, Хп). Согласно теореме 
2.7 существует взаимооднозначное преобразование В такое, что В(и0, У'{) = 
= (г0, Х[), I = \, 2, ..., п. Но преобразование В согласное замечанию 3.1 опре­
деляет искомое преобразование Н. 

Как было показано, взаимнооднозначное преобразование Н однозначно 
определено взаимнооднозначным преобразованием В и поэтому определено 
двумя системами регулярных (точек см. теорему 2.7) с точностью до функции 
и = г(г), которая должна удовлетворять только условию и0 = г(г0). 



4. Преобразование первых интегралов 

Пусть то = )ш(2, X'), т\\> = тм(и, Г ) означает множество первых интегралов 

уравнения (Л), (В), тю множество первых интегралов уравнения (А), рассматри­

ваемое на расширенной области дп + х и т/= т/(г, X') множество функций, 

определенных на области 0 п + 1 . 

Определение 4.1. На множестве т/определяем преобразование Р так, что 

каждой функции/(г, X') ставим в соответствие функцию §(и, У), определенную 

в (п + 1)-размерном пространстве (и, ух, ...,уп) согласно равенству: 

*(и, Г ) =Аг-\и), /К(г~\и)) У/'). (Р) 

Как видно из (Р), преобразование Р однозначно и определено при помощи 

функции и = г(г) и матрицы К(г). 

Теорема 4.1. Пусть преобразование Р определено функцией и = г(г) и син­

гулярной матрицей К(г). 

Тогда Р преобразует множество то в множество тп} (] тс, где тс-мно-

жество действительных чисел. 
I 

Доказательство. Пусть у(г, X') е тй и рассмотрим его образ РV(2, X') = 
= ъ(г~\и\ 1К(г-\и))УГ) = и<и- Г ) . 

1. Функция и'(и, Г ) определена в области уп + 1 . Действительно, если 

(и, У ) е у п + 1 , тогда, согласно теореме 2.1, (г~\и), 1К(г~\и)) У/') = В(и, У) е 

2. Согласно теореме 2.1, и замечанию 2.4, область у п + 1 преобразуется пре­

образованием В (определенное выбранной функцией и = г(г) и матрицей К(г)) 

в какую-то область дп + 1 ^дп+1. Если первый интеграл фг, X') не является 

главным интегралом, то возможно, что в области дп + ^ (г, X') = сопз!, т. е. 

м\и, У) = сопз! в области уп + 1 . 

3. Функция и>(и, Г ) вдоль каждой характеристики уравнения (В) постоянна. 

Действительно. Это верно, если и>(и, Г ) = сопз! в области у л + 1 . В обратном 

случае это вытекает из того, что согласно теореме ЗЛ для Ч*(и)етВ есть 

К(г) Ч\г(г)) = Ф(г)етЛ и тогда ы(и, У) = V(^-\и), _1К(г~\и)) 4>(и)1') = 

= V(г, Ф'(-О) = СОП51. 

Теорема 4.2. Пусть преобразование Р определено функцией и = г(г) и ре­

гулярной матрицей К(г). 

Тогда Р преобразует множество тV на множество т н \ 

Доказательство. Выбранной функцией и = г(г) и матрицей Щг) опре­

делено взаимнооднозначное преобразование множества пугк+1 на множество 

топ + 1. Пусть у(г, X') етV к рассмотрим преобразованную функцию н>(и, Г ) = 

= Ри(г, X') = V(^-\и), /К(г~\и) У)'). Покажем, что ф , У) е т\у. 
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1. Функция ж(и, У) определена в области/п + 1. Это вытекает из того, что 
согласно теореме 2.2 5т/п + 1 = топ + 1. 

2. и>(и, У) ф соп81 в области уп + 1 . В противном случае бы была функция 
V(2, X') = св области оп + 1. Но это невозмоно, так как V(2, X') в этой области 
является первым интегралом. 

3. и>(н, У) вдоль каждой характеристики уравнения (В) постоянна. Пусть 
Ч*(и) е ?г/В, тогда, согласно теореме 3.2, есть Ф(г) = К(г) Ч*(г(г)) е тА и, следо­
вательно, И<1/, У(и)) = V(2, \К(2) Ч*(г(2))\') = V(2, Ф'(г)) = СОП8*. 

Остается доказать, что Р является преобразованием множества ти на мно­
жество ты. Пусть н>(и, У) е т\\\ Покажем, что функция V(2, X') = ж(г(г)), 
\К~1(2) X/') является прообразом этой функции. 

1. Функция V(2, X') определена в области оп + 1. Это вытекает из того, что 
согласно теореме 2.3, В~1топ + 1 = пуп+1. 

2. V(I, X') ф с в области оп + 1.В противном случае бы была функция м(и, У) = 
= с в области ./„ + 1- Но это невозможно, так как м(и,У) первый интеграл 
уравнения (В). 

3. V(2, X') вдоль каждой характеристики уравнения (А) постоянна. Действи­
тельно. Пусть Ф(г) е тА, тогда согласно теореме 3.4, есть 

у (и) = К ~{(г ~' (и)) Ф(г ~1 (и)) е тВ 

и, следовательно, V(2, Ф'(-О) == Мц> У'(и)) - с-
Из 1, 2. и 3. вытекает, что V(2,X')етV. Остается доказать, что V(2,X') яв­

ляется в преобразовании Р прообразом первого интеграла м(и, У). Это про­
верим прямым подсчетом: РV(2, X') = Рм(г(2), /К"1(г) X/') = ^(г(г~1(и)), 
\К(г-\и)) К-\г'\и)) У\') = м(и, У). 

Замечание 4.1. Из определения 4.1, теорем 4.1 и 4.2 вытекает, что пре­
образование Р определено следующим образом: первому интегралу V(2, X') е тV 
ставится в соответствие первый интеграл н'(и, У) е тм, который принимает 
в точке (и, У) е т]п + 1 значение, равное значение функции V(2, X') в точке (г, X'), 
сопряженной по отношению к преобразованию В. Если К(г) сингулярная 
матрица, то (г, X') е дп + 1, если К(г) регулярная матрица, то (г, X') е оп + 1. 

Теорема 4.3. Пусть преобразование Р определено функцией и = г (г) и ре­
гулярной матрицей К(г). 

Тогда Р преобразует взаимооднозначно множество тV на множество тм, 
причем обратное преобразование Р~1 ставит каждому первому интегралу 
и>(«, У) е ты в соответствие первый интеграл V(2, X') е тV согласно равенству: 

^Х')*^**),!^^^). (Р-1) 

Доказательство. Если Vх(г> X') Ф V2(2, X'), тогда из замечания 4.1 вы­
текает, что рV1(29 X') Ф РV2(2, X'). Остается проверить, что Р'1 есть обратное 
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преобразование: Р~\РК(г,Х')) = р-^(г~\и), /^(г_ 1(м))|7') = ю(Г-\г(г)), 
1К(г-\и))К-\г)Х1') = К(г,Х'). 

Теорема 4.4. Пусть V^(2, X'), V2(г, X') (ю1(и, У), \\>2(и, У)) зависимые или 
независимые первые интегралы уравнения (А) ((В)) и Р(р-1) преобразованием 
множества тV(тч^) на множество тн>(тг>). 

Тогда ы\и, У) = Р^(г, X'), и>2(и, Г) = рV2(г, X') (р\г, X') = Р~1н>\и, У), 
V2(г, А") = Р ~' ы2(и, У)) будут также зависимые или независимые первые 
интегралы уравнения (В) ((А)). 

Доказательство. Рассмотрим матрицу 

М(\У\ »2) = /УУЦ уу1, ... н»1 

М(и, Г ) X < ... и>2 

где и>'(и, У) = У ! (Г- '(") , 1К(г-\и)) У/') = А'(-, Л"), .* = 1, 2. Тогда 

(1) 

(2) < = "ъ^г1-+ I "***-' <- = 2 »1л*. (3) 
а " 3 = 1 3 = 1 

и 

Г = У В Д = ( _; /с, ,(-) у,, "У *„(-) Л ' , ..., 2 К&) Уд- (4) 
1 = 1 1 = 1 

Из (4) вытеиает, что 

І = I 

^ у „ = **»(*)• (5) 

После подстановки (5) в (3) получаем, что 

< = X «*.**.(-)• (6) 
5 = 1 

Подставляя (2) и (6) в матрицу (1), получаем, что в сопряженных точках 
(2,Х')еоп + 1,(и,.У)е^+1 

М О У ' У ) _ Щу\у*) (*Г^Ш. 0(1/п) \ 

М ( И ; Г ) "" М ( . , Г ) \ * ! К(г"Ч«))/ 

Так как матрица типа (п + 1/тг + 1) в равенстве (7) регулярная, то оставшиеся 
матрицы типа (п/п + 1) имеют в сопряженных точках одинаковый ранг. Вторая 
часть утверждения теоремы вытекает из равенства 

М(у\ V2) __ Щк\ н>2) 1 ^ - 0(1/и) 

Л ф , Г ) " М(и,У0 (̂  у * х -1 ( 2 )у 

имеющее также место в сопряженных точках (г, Л")ео„+1» (и, Г ) е у п + 1 . 
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Замечание 4.2. Рассмотрим л-первых интегралов уравнения (А) V1(2, X'), 

..., Vп(I, X'). Так как каждый из них удовлетворяет тождеству 1(4), то очевидно 

в каждой точке (г, X') е оп + 1 

М^\...У) М(ь\..,^п) ^(V\...,Vп) 
ранг — - ~ Ц- = ранг —-) г- = ранг — -Аг. 

М(2, Х19 . . . , Х П ) Г М ^ , . . . , Х П ) / ) ( Х 1 5 ...,ХП) 

Таким же образом в каждой точке (и, У) 6 7 П + 1 . 

М(к\ ...,и>п) М ( н > \ . . . , ^ п ) В ( * \ ..„и !") 
Р а н г -Т7Г V = Р а н г -Т77 Г = Р а Н Г ТГ/ ' V > 

М(и,ух; ...,уп)
 у М(у19 ...,уп) ^(у^ ...,уп) 

где IV1, ..., УУП первые интегралы уравнения (В). 

Теорема 4.5. Пусть преобразованиеР определено функцией и = г(г) и матри­

цей К(2) ранга /?, 1 ^ И й п и V^(г, Г ) , 1 = 1, 2,. . . , п независимые первые инте­

гралы уравнения (А). 

Тогда среди преобразованных первых интегралов \м{(и9 У) = РV^(2, X'), 1 = 

= 1, 2, ..., п есть как раз И независимые. 

Доказательство. Используя (6), получаем равенство 

4 ^ ^ (8) 
%,-^п) ^(xи...,Xп)

] ^ V 111 

имеющее место в сопряженных точках (г, Х')еоп+1, (и9У')е]п + х. Ранг опре­

делителя в левой части равенства (8) равен //, так как ранги определителей 

сомножителей в правой части (8) равны пик. 

Теорема 4.6. Пусть Р взаимнооднозначное преобразование множества тV 

на множество гаи; и среди п первых интегралов уравнения (А) ((В)) V^(г, X') 

(и>'(г/, У)) к, \ й к ^ п независимых. 

Тогда среди «-преобразованных первых интегралов Р^(г, X') (Р'\у\и, У)) 

уравнения (В) ((А)) будут также как раз к независимых. 

Доказательство. Вытекает непосредственно из равенства (8). 

Заметим еще, что согласно теореме 4.4 среди преобразованных первых 

интегралов уравнения (А) ((В)) будут независимые те интегралы, чьи про­

образы-первые интегралы уравнения (В) ((А)), независимые. 

Теорема 4.7. Пусть Р взаимнооднозначное преобразование множества тЬ на 

множество ты и р(г, X') (м(и, У)) главный интеграл уравнения (А) ((В)). 

Тогда преобразованный первый интеграл рV(2, X') (Р _ 1 ич>, У')) будет также 

главным интегралом уравнения (В) ((А)). 

Доказательство. I. Пусть ф , Г ) главный интеграл уравнения (А). 

Согласно теореме 4.2, М*> *') ~ <и> V е с т ь п е р в Ы Й и н т е г Р а л У Р а в н ™ (*)? 

определенный в области уп + 1-
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2. Допустим, что в о б л а с т и / п + 1 <-=уп + 1 к(и, Т) = с. Согласно замечанию 

2.4 область / п + 1 есть в преобразованию В образом какой-то области 

о п + 1 с (? п + 1 , Из теоремы 4.1 следует, что в таком случае в области 0п + 1 , 

ъ(г, X') = с. Но это невозможно, так как V(I, X') есть главный интеграл. Итак, 

м(и, У) ф с в любой подобласти областиу п + 1 . 

3. Первый интеграл ы(и, У) = рV(2, X') уравнения (И) удовлетворяет в об­

ласти у п + 1 тождеству 

и>и + У'В'(и) и'у = 0, (9) 

аналогичному тождеству 1(4). Допустим, что в области у п + 1 н'и = 0. Учитывая, 

что по доказанному в областиуп + 1 и> ф с приходим к заключению, что и>у ф 0. 

Пусть в точке (и0, У0) еуп + 1 п\(и0, У0) Ф 0, причем 

и!У1 * 0 , . . . , н ; к ф О , и Н « . (10) 

Для удобства полагаем, что первые к элементы матрицы и>у в точке (и0, У0) 

отличны от нуля. Это, конечно, не влияет на общность наших рассуждений. 

Так как элементы матрицы и!у суть непрерывные функции, то существует 

окрестность ^ точки (и0, У0), в которой верны неравенства (10). Из тождества 

(9), рассматриваемого в окрестности 5 с: у п + 1 , в которой н'и = 0, получаем, что 

в окрестности ^ У'В'(и) и у̂ = 0. В частности 

УВ'(и0)щ(и0,У) = 0, 

для всех точек (и0, Г ) е .У. Последнее тождество перепишем в виде 

у^п(и0, У')Ь1{(и0) + ... + уп\\>ух(и0, У')Ь1п(и0) + ... + 

+ УЬ^УЬ&О, У')Ьк1(и0) + . . . + УпкУь(и0, У) Ькп(и0) = 0. 

Коэффициенты при постоянных Ьтп(и0) суть непрерывные функции переменных 

(У\>...»Уа) ((ио> У) 6-0> следовательно необходимо Ьц(и0) == ... = Ь1п(и0) = 

п= ... = ЬкХ(и0) = ... = Ькп(и0) = 0. Но это невозможно, так как матрица В(и) 

по предположению регулярная. Итак, н и ф 0 в области /п + 1 . 

Теорема 4.8. Пусть Р взаимнооднозначное преобразование множества тV 

на множество ты и ь{(2, X') (м[(и, Г)) , 1 = 1,2,...,и фундаментальные инте­

гралы уравнения (А) ((В)). 

Тогда преобразованные интегралы рV\г, X') (Р~1м\и, У')) будут также фун­

даментальными интегралами уравнения (В) ((А)). 

Доказательство. Вытекает непосредственно из теорем 4.6 и 4.7. 



5. Фундаментальные интегралы и общий вид 

первого интеграла уравнения (II) 

Рассмотрим в области оп+1, где ох = (а, /?), а/? > 0 частное уравнение типа (I) 

ххгХ1 + . . . + хп2Хп = 2, 

уравнение однородных функций первой степени, его матричынй вид 

Х\\12)Е2Х= 1 (1) 

и соответствующее характеристическое уравнение 

^ - = (Цг)ЦХ. (Е) 

Легко проверить, что каждая из функций » 

^(2,Х') = (\12)Х{, 1 = 1,2,..., и, " (2) 

есть главный интеграл уравнения (1). И так как 

£>(*., ...,xn) 
( l / z ) " + 0 , 

то (2) есть фундаментальные интегралы уравнения (1). 

Обозначим тV1 множество первых интегралов уравнения (Е) и тг>1 множество 

первых интегралов уравнения (Е), рассматриваемого в области 0п + 1 . 

В дальнейшем обозначает К(г) решение уравнения 

^ - = (Цг)К(г) - К(г)В(г(г))^, (К,) 

где и = г(г) выбранная функция. 

Замечание 5.1. Из леммы 4 [3] вытекает, что матрица К(г) имеет во всех 

точках 2еох один и тот же ранг Н(\ ^ Н й л) и что можно выбрать минор 

Л-го порядка, который во всех точках г е ох отличен от нуля. В дальнейшем 

будем предполагать, что это минор, определенный первыми Н строками и пер­

выми И столбцами. Как известно, это всегда можно сделать. 

Теорема 5.1. Пусть преобразованиеРмножества т!д1 в множество ты и тс 

определено функцией и = г(г) и сингулярной матрицей К(г) ранга И, 1 ^ Н < п. 

Существует И независимые первые интегралы уравнения (11) вида мх(и, У) = 

= ( М ' ~ Ч " ) Ъ ' 1 + .. . + к^-\и))уп)(\1г->(и)),1 = \,2,...,п. 

Доказательство. Очевидно, что фундаментальные интегралы (2), рас­

сматриваемые в области 0п + 1 , принадлежат множеству тЯ1. Согласно теореме 
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4.1 преобразует Р фундаментальные интегралы (2) в п функций множества 

ти> \) тс. Для этих п функций 

M(w\ ..., wn) 

M(u, yl9 . . . ,y n ) 
K(r-\u)) 

и следовательно, согласно предположению о ранге матрицы К(г) и замечанию 

5.1, существует к функций, которые в любой точке области /п + 1 = Воа + 1 

(В преобразование, определенное выбранной сингулярной матрицей К(г)), 

независимые. Подставлая фундаментальные интегралы (2) в правую сторону 

(Р), получаем первые интегралы (3), для которых, очевидно, уп + 1 = 7п + 1 . 

Теорема 5.2. Пусть взаимнооднозначное преобразование Р множества тV^ 

на множество ти> определено функцией и = г(т) и регулярной матрицей К(х). 
Существуют фундаментальные интегралы уравнения (11) вида (3). 

Доказательство. Вытекает из теоремы 4.8 и равенства (Р). 

Теорема 5.3. Пусть взаимнооднозначное преобразование Р множества тV^ 

на множество ты определено функцией и = г(г) и регулярной матрицей К(г). 
Тогда множество первых интегралов уравнения (II) можно выразить в виде 

тф, Г) = то{т-\и), /К(г~1(и)) У/') (3) 

где у(г, X') однородная функция нулевого рода. 

Доказательство. Пусть V(2,X^) любой первый интеграл уравнения (1). 

Тогда в области оп + 1 имеет место тождество, аналогичное 1 (4) 

V, + хх{\1г) Vx^ + ... + хп(1/2) VXа = О, 

откуда, так как г ф О , 

Ыг + х^Х1 + ... + х^Хп = 0. 

Из последнего тождества следует, что множество тV^ первых интегралов 
уравнения (2) есть множеством однородных функций нулевого рода. Утвержде­
ние теоремы следует из того, что согласно теореме 4.2 множество первых 
интегралов уравнения (11) дано равенством (3). 
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Shrnutí 

TRANSFORMACE PRVÝCH INTEGRÁLŮ DVOU PARCIÁLNÍCH 
DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC PRVNÍHO ŘÁDU 

JINDŘICH PALAT 

V práci se studuje určitá transformace bodů n-rozměrňého Eukleidovského pro­
storu do sebe. Dále se studují vzájemné transformace charakteristických křivek rovnic 
(A) a (B), jakož i vzájemné transformace prvých integrálů rovnic (I) a (II). Všechny 
tyto transformace se definují pomocí libovolné, ryze monotónní, spojité funkce 
u = r(z) (áu/áz ^ 0) a matice K(z), která je řešením rovnice (K). V poslední části 
této práce se uvádí zvláštní tvar fundamentálních integrálů a obecný tvar prvého 
integrálu rovnice (II). 

Zusammenfassung 

ÜBER TRANSFORMATIONEN ERSTER INTEGRALE ZWEIER PARTIELLER 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG 

JIND&ICH PALÄT 

Es wird eine gewisse Transformation von Punkten eines n-dimensionalen eukli­
dischen Raumes in sich untersucht. Desweiteren werden wechselseitige Transforma­
tionen charakteristischer Kurven von Gleichungen (A) und (B) als auch wechsel­
seitige Transformationen erster Integrale von Gleichungen (I) und (I)I behandelt. 
Sämtliche diese Transformationen werden durch eine beliebige, echt monotone, 
stetige Funktion u — r(z) (du/dz ^ 0) und durch die Matrix K(z) definiert. K(z) 
bedeutet hierbei die Lösung der Gleichung (K). Im abschließenden Teil Arbeit wird 
eine besondere Form von fundamentalen Integralen und eine allgemeine Form des 
ersten Integrals von Gleichung (II) eingeführt. 
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