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1975 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKÏANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALШM — TOM 46 

Katedra matematické analýzy přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: Prof RNDr. hfiroslav Laitoch, CSc. 

EINE BEMERKUNG ZU EINER AUFGABE 
VON PROF. N. P. ERUGIN 

J1RI Z E M A N 
Eingegangen am 25. Juni 1974 

Im Buch [1] von N. P. Erugin (Kap. XII, Seite 524) ist die folgende Aufgabe 
formuliert: 
Es sei ein System von linearen Differentialgleichungen gegeben 

dx 
- ^ = .PiiC0x- + PI2(T)*2> 

~Tf = P2lW-Vi + P22W^2, 

bzw. 

~ ~ = -XP(T), p - ( ' " ' " 
dl v ; VP12 P22 

mit te <0, T> = It, T = et mit dem Parameter e e < — r, r> = I£. Wir wollen nun 
die Lösung von (1), welche den Anfangsbedingungen 

xx(t, T, e) | t = 0 = a, x2(t, T, e) | t = 0 = b (2) 

genügt, in der Form von unendlichen Reihen 

* i - S **"('. *)•*, x2 = £x<2)0,T)£
fc (3) 

k=0 fc=0 

bestimmen. Wenn wir (3) in (1) einsetzen, so bekommen wir durch Vergleichung der 
Koeffizienten der gleichen Potenzen von e folgende Bedingungen für x[l\ x[2) aus (3): 

^ = Pi iW4 , , + P12Wxi)
2)

> et 
a*<2> (4> 

Zg-~Pií(x)xP + p22(x)Ąг\ 
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Я v ( 1 )
 Ov(1) 

Oxi / v m / . (2) ( л o 

- - j - = PHWXІ" + P, 2 W*I - - ß - > 
Я Y ( 2 > Я Y ( 2 > 
0 X 1 . м „(1) i ÍЛ v,2> ° 

õt 

ðxï 

- ^ = P 2 1 ( т ) x < » + p 2 2 ( т ) x ( 2 > - - ^ _ , 

= Pи(т)xľ> + p 1 2 ( т ) x ( 2 > - - ^ 

т)x(1> + p 2 2 ( т ) л - ( 2 > - - M - -

(6) 

ðř n , v / t r--w"- я T 

Der Parameter T kann man in der Bedingung (4) als konstant betrachten und auf 
diese Weise findet man hiervon x0

1}, x0

2) als Funktionen von t für konstantes T. 
(4) stellt also ein lineares System mit konstanten Koeffizienten dar. Wenn nun 
x[l

0, x[2
0; xm, X2

2Q solche Lösungen von (4) sind, dass 

x(1
0>(0, T) = x(

2
2
0>(0, T) = 1, x(2

0>(0, T) = xV0>(0, T) = 0 

gilt, so kann die allgemeine Lösung von (4) in der Form 

x0'> = C,(T)x(1
0>(f, T) + C2(T)xy0>(/, T), 

x0
2) = C ^ x ^ t , T) + C2(T)X(

2
2

0>(., T), 
(7) 

geschrieben werden, wo C^T), C2(T) beliebige Funktionen von T bedeuten. Diese 
Funktionen sind durch die Anfangsbedingungen (2) nur in einem Punkte bestimmt, 
da aus (2) und (7) 

a = Clvr), b = C2(T) 

folgt. Es ist möglich beispielsweise a = C^O), b = C2(0) wählen. Ferner kann man 
zum Beispiel xi1}(0, 0) = x£2)(0, 0) = 0 für k ;> 1 verlangen (so dass die Anfangs
bedingung bereits durch die Glieder nullter Ordnung der Reihen (3) erfüllt wird). 
Ganz analog tauchen willkürliche Funktionen C[1)(T), C(

2
])(T) (allgemein C[X)(T), 

C[2)(T)) heraus, wenn wir die Funktionen x[l)(t, T), x[2)(t, T) aus (5) (allgemein die 
Funktionen x(1)(t, T), x^2)(l, T) aus (6) ausdrücken wollen. So ensteht natürlich die 
Aufgabe zu entscheiden, ob es möglich ist die willkürlichen Funktionen so zu wählen, 
dass die Formalreihen (3) konvergieren. 

Die Existenz der geeigneten Wahl von C[V)(T), C£2)(r) wird in folgendem Satze 
bewiesen. 

Satz I: Die Matrix P(T) im System (1) sei auf der Menge It x lt stetig. Die Integral
matrix des betrachteten Systems 

x(t,S)=Mt'iXifsh, (8) 
v ' > \x2l(t,e) x22{t,s))' 
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welche der Bedingung X(0, e) = E genügt, kann in der Form einer unendlichen Reihe 
von Matrixen 

CO 

X(t, e) = £ __,(., e), ._„(.. e) = E (9) 
fc = 0 

ausgedrückt werden, wo Xk(t, e) durch die Formeln 

t 

Xk(t,e)= \Xl^1(u,e).P(r)du, k = V 2, 3, ... (10) 
ö 

gegeben ist. Die Matrixenreihe (9) konvergiert gleichmässig in den Veränderlichen 
t 6 I( und e e Ie. 

Beweis: Wir betrachten die Matrixdifferentialgleichung 

- ^ = X . P ( r ) . ;., (11) 

mit dem Parameter ).. Ihre Lösung wird in der Form 

X=fjXk(t,e)).\ X0(t,e) = E. (12) 
fc = 0 

Durch Einsetzen von (12) in (11) bekommen wir 

±(fxk(t,e)kk)^(ixk(t,e)kk).P(x).X, 
u * k = 0 fc = 0 

oder, was dasselbe ist 

fc = l Q l k = l 

Die Koeffizienten derselben Potenzen von 2 gleichen miteinander; durch Integration 
der so gewonnenen Identitäten von 0 bis t erhalten wir folgende Rekurrentformeln 
für die gesuchten Koeffizienten der Reihe (12) 

Xk(i, e) = Xk(0, e) + j Xk.,(u, e)P(t)du. 
o 

Die Integralmatrix (8) muss auch die Bedingung X(0, e) = E erfüllen, das heisst 
00 

£ Xk(0, e) /} = E. Man kann z. B. dazu verlangen dass Xfc(0, e) = j| 0 || für k = 1, 
fc = 0 

2, 3, ... und Xo(0, s) = F wäre. Unsere Rekurrentformel geht dann in die Form 

t 

Xk(t,e)= j X^^u, e)P(r)du, „ « 1 , 2 , 3, ... (13) 
o 
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über. Die Matrix P(i) ist beschränkt auf der betrachteten Menge; es sei hier z. B. 
| P(T) | __ M. Es gilt für telt: 

t t t 

| Xx(t, e) | __ J" | EP(T) I du = J I P(t) | . du __ J M du = Mf, 
0 0 0 

t t A / f 2 ,2 

| X2(t, e) | __ j | X!(«, e) . P(T) I dw ___ j" MuMdu = 
o 0 2! ' 

| * , ( . , e) 1 <i f | Z f c- t(u, e) . P(T) i du gi j ^L _ " . Mdu = ^f- . 

Als Majorante für (12) bekommen wir also die Exponentialreihe 

oo \/tkfk 

•l = E 4 , L / = eM;'' <14> 
* = 0 K-

die auch für /. = 1 konvergiert. Der Beweis ist so erbracht, da (14) kein e enthält. 
Bemerkungen: 
a) Im Spezialfälle e = 0 hat die konvergente Matrizenreihe (9) die Form 

^ 0 ) = l Ä - = /<o>' (9') 

und (1) ist ein System mit konstanten Koeffizienten. Für e ^ 0 haben wir 

X,(t, e) = 1 £P(r)du = 1 j P(z)dz - LSI(T), 
0 ° 0 fc 

X2(t, e) = j 1 S.(t) P(T) . du = --i- J S.(z) . P(z) dz = - L S2(x), 
o fc e o e 

und die Formel (10) kann in der Form 

**(t, -) = h • Sk(r) (10') 
e 

geschrieben werden, wo 

Sk(t)=\sk.l(z).P(z)dz, S0 = £, k = 1,2,3, ... 
0 

b) Die Reihe (9) konvergiert genau dann, wenn die vier Funktionenreihen 

*u(<. <0 = I 4\t, 8), i,j=l,2, (15) 
fc = 0 

konvergieren, die aus den Elementen der Matrizen X(t, e) bzw. Xfc(t, e) bestehen. 
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c) Der Satz 1 kann bewiesen werden auch im allgemeinen Falle einer n-reihigen 
Matrix PCO. Es folgt aus unserem Beweise, dass die Reihen (15) absolut konvergieren. 

Wir wollen jetzt die Struktur der Reihen (15) näher untersuchen. Dazu setzen wir 

-°W = Px ito -* + P12W B + p21(T) C + p22(T) D9 (16) 
mit 

*-(;!)• •-(,!)• c-(Si> »-(!!.)• 
Für A, B, C, D haben wir folgende Formeln: 

A2 = A BA = B CA = || 0 || DA = || 0 || 
AB = || 0 || B2 = || 0 |! CB = A DB = B 

AC = C BC = D C2 = || 0 |I DC 

AD = || 0 || BD = || 0 || CD = C D2 = D 

Wir erhalten so 

i ; 

i u П 

e o 

VVO 

X,(., e) = i í P(z) dz = 1 [s<y(T) A + S(1
2>(T) B + S

(1>(T) C + s(
2V{» D], 

•vlnW=íp/Xr)dz. i , j = l , 2 
0 

A\(í, e) = [- í S,(z). P(z) dz = -i- [-«>(-) A + S(2>(T) fi + s2
2>(r) C + S(

2
2
2>(T) D], 

ist. Weiter haben wir 

-.VW = J [P„(Z)S(,Y(-) + P.2Ws(
2y(z)]dz, 

0 

-WM = j [P , ,(=)s(y(z) + p.2(2)s(
2y(z)] dz, 

o 

-ffw = j [p2,u)s(y(z) + p22(z)sy>(z)]d2, 
o 

^y(t) = i [^ . ( -^s^z) + P22(^)s(
2y(z)] dz 

o 
bedeutet. Durch Induktion linden wir daraus ganz allgemein 

Xk(t,e) = ' r | ^ . 1 ( z ) P ( z ) d z = 
£ 0 

= L [s«V) A + S(*>(T) ß + S(\>(T) C + &>(-) D], (17) 
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(18) 

wo s[%), s\%), s2%), s(
2%) die folgende Bedeutung haben: 

s\%) = / [P, ,(z) s\\- %) + Pl2(z) s<V'>(z)j dz 
0 

A%) = kpn(z)s< lf »(-) + / ) l2(z)s ;V°(z)]dz 
0 

ft)= J [p21(z)s<V1>(z)+ p22(z)s2V"(z)]dz 
0 

s(2%)= iiP2l(z)s\k
2-%) + p22(z)s2

k
2-%)-]dz. 

0 

Die Elemente x./l, a) der Matrix X(t, E) kann man also folgendermassen aus
drücken: 

oo | 

^ 0 ^ ) = Z T ^ ( T ) , i , j = l , 2 . (19) 
k = 0 8 

Die unendlichen Reihen (19) haben das erste Glied 1 für i — j und 0 für i ?- /. 

Satz 2: Die Funktionen p./t) in (1) seien in einer Umgebung des Punktes i = 0 
holomorph, d. h. es sei 

PyW = i a.jV, i,j=L2, (20) 
n = 0 

und die Konvergenzhalbmesser der Potenzreihen (20) seien grösser als r.T. Die 
unendlichen Reihen (19) können in diesem Falle in der Form 

* u M = i C ( ' K , i,j=L2, (21) 
n = 0 

ausgedrückt werden, wo 

u<;>(o = t " i <*,<;>• ktk (22) 
fc = 0 

ist. Die unendlichen Reihen (21) konvergieren absolut für t e It und c e /.. 

Beweis: Die Formeln (18) liefern zunächst 
T CO oo ( n ) CO 

Ot)-- i I-U^dz-i -^-t-1 = x<ev+1. 
0n = 0 n = 0 f Z " r " 1 n = 0 

Weiter haben wir z. B. 

».vw = .f [ i w i <>- v ' + i <&>-• i «<->• v+•] dz = 
0 n = 0 n = 0 n = 0 n = 0 

CO 

(n),2 n + 2 
= E«ì"rт' 

л = 0 
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und für die übrigen Funktionen s(J\z) erhalten wir die Reihen 

0 ) = ic2^ :. 
n = 0 

Analog kommt man zu den Formeln 

00 

4;,w = ic t T" + f e . (23) 
n = 0 

Die Koeffizienten x^'* in (23) sind für i,j = 1, 2 und k = 1, 2, 3, ... von t und auch 
von e unabhängig. Der Konvergenzhalbmesser aller dieser Reihen ist grösser als r.T. 
Wenn wir aus (23) in (19) einsetzen, bekommen wir 

*iX'. «0 = *y + I T I «•?"v+" = 5u + 1 1 C *«**"• < 2 4 > 
fc=1 C n = 0 fc= 1 n = 0 

Aus dem Satz 1 folgt, dass die Reihen (24) absolut konvergieren. Es ist möglich diese 
Reihen mit T = et auch in der Form 

* y M = l; L«&>'V+V (25) 
fc=On=0 

zu schreiben, wo a ^ ' 0 = 0-22'° = 1 u n c * alle anderen Koeffizienten a-"*'0 für i,j = 
= 1, 2 und /? = 0, 1, 2, ... sind gleich Null. Die Behauptung unseres Satzes folgt 

jetzt unmittelbar aus einem bekannten Satze (vgl. [3], § 5, Seite 332) über Doppel
reihen: 

00 00 00 00 

*y(M) = 1 1 «Ln)-V+V = x x «!;'''i"+v = 
fc = 0 n = 0 n = 0 k = 0 

00 00 

= Z0"IH")''tV. 
n = 0 fc = 0 

Wir werden jetzt die Reihe (21) betrachten und werden hier — der Kürze halber — 
un(t) statt ulj\t) schreiben. Wir führen zunächst eine Transformation dieser Reihe 
durch. Unsere Reihe 

00 

x(t,e) = ZuH(t)e" (21) 
n = 0 

wollen wir in der Form 

xM-=2>-('.t)e" (2ľ) 
л = 0 

schreiben. Unser Ziel ist die Funktionen 

"Л(^) = I ^ ( 0 ^ (26) 
v = 0 
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zu bestimmen. Durch Einsetzen aus (26) in (2 V) erhalten wir 
oo oo 

*(/, *) = I ».('. *) *" = I [ I tf°0) TV] e" = 
n = 0 n = 0 v = 0 

= I[ieUt)t"~m]e". (27) 
n = 0 m = 0 

Es ist also klar, dass die Reihen (27) und (21) genau dann identisch sind, wenn 

d.h. 

Eti'">m(0<""m = «.(0. »=0,1,2,. . . , (28) 
m = 0 

i>0°>(0 = «o(0 (280) 

t"(.0,(t) + t\lo,(t) = «.(t) (28.) 

t>v?Xt) + .p"1»<L)
1(t) + -. + tv(rl\t) + „„'>(.•) = u,(0- (28p) 

Aus diesen Formeln ist leicht ersichtlich, dass eine grosse Willkür im Wahl der 
Funktionen v\l\t) ist. Nur v(

0
0)(0 ist durch die Formel (280) eindeutig bestimmt. Aus 

(281) sehen wir dagegen, dass entweder v(0)(0 oder v0
n(/~) beliebig gewählt werden 

kann. 
Es ist möglich z.B. v(

1
0)(0, 40)(0> • • • > v(

p°\t),... beliebig zu wählen mit der 
Bedingung der Konvergenz der unendlichen Reihe 

fy^M^I tno^^ t .T). 
v = o v = o 

Weiter ist es möglich die Funktionen v[l)(t)9 v2
n(0* • • •> vp

l\t),... so festzulegen, dass 
auch die Konvergenz der Reihe 

ltVv
iXt)e'=Zv?Xt)T* = « . ( / ,T) 

v = 0 v = 0 

gewährleistet wird. Auf diese Weise ist es also möglich, jede der Funktionen (26) in 
der gewünschten Form auszudrücken. Die oben beschriebene Konstruktion ist 
offensichtlich nicht die einzige. So, zum Beispiel, wenn für jedes n = 0, 1, 2 , . . . die 
Funktionen v(0)(t), v(*}x(t), •••>z,o,)(0 (die in (28) in derselben Reihe stehen) so be 
schaffen sind, dass 

s g n O 0 = sgni.<,_>1(0 = ... =sgni#>(.), 

so folgt aus der absoluten Konvergenz der Reihe (21) auch die absolute Konvergenz 
der Reihen (26) und (21'). Das ersieht man unmittelbar daraus, dass in diesem Falle 
(vgl. (28,)) 

I t%°\t) + f - ^ i W + ... + <_ 1 )(0 + t>op,(01 = 
= I t%°\t) | + | ."-1t>,-)

1(0 i + - + I <'op)(01 = I «,(01 
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gilt und also auch 

| .Vp
O )(0ep | + | t>-ivp

lli(t)s>\ + ... + | v0>Xt)s> | = | up(t)e>\. 

Daraus folgen für s = 0, 1, 2 , . . . die Ungleichheiten: 

\*\'\%Xt)*>\£\up+J(t)s>+'\. 

Man kann also 

»J-UO = t""X(0Cn_m, m = 0,1,2,..., », (29) 

setzen, wo C„_m > 0 so gewählt sind, dass 

_ c,_« = 1. 
m = 0 

In diesem Falle haben wir 

t i^UO'""" = _ t-X(t)c»-mtn"ra = »„(0-
m=0 m=0 

(Die Funktionen (29) sind zwar im Punkte t = 0 nicht definiert, aber es ist möglich 
ihre Definition auch in dieses Punkt stetig zu erweitern, wenn wir die Form (22) der 
Funktionen un(t) in Betracht nehmen.) 

Andererseits ist es möglich die holomorphen Funktionen v[l)(t) in (28) auch so zu 
wählen, dass die unendlichen Reihen (26) divergent sind und die Koeffizienten v,,(l, T) 
der Reihe (21) sind dann nicht definiert. Setzen wir z. B. 

v0
0\t) = «o(0 

„(»)(,) _ e»1'. v = 1,2,3, . . . , 

so bekommen wir infolge (26) 

v0(t, T) = f v[°\t) TV= u0(0 + £ e - \ v = «o(0 + I (*v,-y. (30) 
v = 0 v = 1 v - 1 

Für T =-: 0 (d. h. für e == 0 ?= 0 ist also die notwendige Bedingung für Konwergenz 
der Reihe in (30) nicht erfüllt und v0(t, T) in der Reihe (21') ist nicht definiert. 

Resümierend können wir also folgendes zu der oben formulierten Aufgabe 
bemerken: 

Die gesuchte Lösung kann in der Form der konvergenten Reihen (3) ausgedrückt 
werden und zwar auf unendlich viele Weisen. Es scheint aber recht schwierig zu sein 
konvergente Reihen (3) mittels konkreter Wahl der Funktionen C [ ° ( T ) , C^2 )(T), die in 
der Lösung der Gleichungssysteme (4)-(6) auftauchen, zu konstruiren. Nicht minder 
schwierig scheint es die Frage zu entscheiden, welche Wahl der Funktionen Q 0 ) ( T ) , 
C£2 )(T) der ,,günstigen" Wahl der Funktionen v-'^l) in (28) korrespondiert. 
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Die Schwierigkeit dieser Fragen wollen wir auf dem einfachsten Falle illustrieren, 
indem wir anstatt (1) die (skalare) Gleichung 

&-*>, (••) 

betrachten werden mit geeigneten Wahl von p(T). Die Lösung y der Gleichung (V), 
welche der Anfangsbedingung 

y(t, T, e ) | t = 0 = a (T) 

genügt, suchen wir in der Form der unendlichen Reihe 

y = t yk(t,r)ek. (3') 
k = 0 

Die Bedingungen (4), (5), (6) zur Bestimmung von yk(t, T) sind in diesem Falle 

dy°=p(r)y0 (4') 
Ct 

dy1 dy0 

дt дz PІЇУг (5') 

Wir werden von den Funktionen yk(t, T), k = 0, 1, 2, . . . noch das Erfüllen einer 
Zusatzbedingung verlangen, die für die Bestimmung des angenäherten Wertes von y 

von Wichtigkeit ist. Es gelte 

yo(090) = a, yfc(0,0) = 0 für k ^ 1. (31) 

Wenn wir in (4') — (6') neue Funktionen uk einführen, welche mit yk mittels der 
Relationen 

yk = ep(x)tuk, fe = 0 ,1 ,2 , . . . (32) 

zusammenhängen, kommen wir zu folgenden Gleichungen zur Bestimmung von uk. 

0 (4") 
01 

tþ(z)uo (У) 
дux дu0 

ct dz 

_ - L = - _ _ J L _ í p ( T ) U k , ( 6 ) 

. , s dp(t) 
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Wenn wir uk aus (4") — (6") bestimmen wollen, benötigen wir dazu willkürliche 
Funktionen Ck(x), k = 0, 1, 2, . . . , welche durch die Bedingungen (2'), (31) und (32) 
nur im Punkte T = 0 bestimmt sind. 

Durch Integration bekommen wir folgende Formeln für uk: 

u0 = Lo(C0) 

u! = LovQ) + L,(C0) 

u2 = L0(C2) + L^C.) + L2(C0) (33) 

k+ 1 
uk+\ — £_j Ln(Ck-n+l), 

n = 0 

wo Ln, n = 0, 1,..., k + 1 rekurrent durch die Formeln 

L0(C) = C 

Ln+i(C) = - / [Щp- + u .p(t)Lл(C)]dм 
(34) 

für n = 0, 1, 2 , . . . 

definiert ist. Da Ln(C) | t = 0 = 0 für n = 1 ist, sehen wir aus (33) und (32), dass die 
Funktionen Q ( T ) SO gewählt werden müssen, dass Co(0) = a, Ck(0) = 0 für k = 1 
gelte. Dann sind auch die Bedingungen (31) erfüllt. Schreiben wir 

t tn t2 

h= j j ••• 1(1 + t1)dt1dr2...drn, 
0 0 0 

so erhalten wir für L„: 

Lv = - C o ^ L 

T r N 2
+ n f l 

2 = ° "TT P 2 

Li = -c°[~^3T~ + ̂ ^ + ph\ 

T -( IYV v W (P7-)'2 (P(,)/')''' _ 
^ n - (-UCo^-T^ r ^ - ... — ^ j — -

' (Vr)iYr 

= (-i)"Coini^#-. 
r- 1 lr • 

wo das Summationszeichen I in (35) über alle ganzzahligen nichtnegativen Lösungen 
der Gleichung 

i\ + 2i2 + 3i3 + . . . + //, -= n 
erstreckt ist. 
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Wir wählen jetzt 

C0(T) = aep(T)-p(0), Cn(i) = 0 für n ^ 1. 

In diesem Falle rechnen wir leicht aus: 

I-o(^o) = Co» 

(36) 

^ i(Co)=-1
í
rc0(ý+i 

Mc0) = т г c 0 f + 1 ) P2 + И>] 
L.(С0) = (-i)ГС0ZД г Щ т т т + Oď' (37) 

wo das Summationszeichen I die oben angeführte Bedeutung hat. Wegen der Wahl 
(36) haben wir infolge (33) 

un(t, T) = L_(C0). (38) 

Wir werden auch zwei spezielle Fälle betrachten, wo die Funktionp(r) durch konkrete 
Formel definiert ist. 

1. Es sei p(r) = (xr -f /?, a # 0. Somit p(r) = a. In diesem Falle (vgl. (37)) 

UCo) = (--r •£ c 0 ( y + i)> = (-i)r[«i(i. + i ) J ^ , 

C 0 (T) = aea 

WO 

Die Reihe (3') hat die Form 

- Kí+iУ 
y _ e<-+«' £ (_i)*.L_Л_ LJ 

das heisst 

j , _ f l e * « + » > + " £ ( _ l ) - - -

fc! 

« | y + l 
fc! 

•J- є (39) 

Die Reihe in (39) ist für alle t und e konvergent und hat die Summe 

s - ( т + ł ) . 



Die gesuchte Lösung y, weiche der Anfangsbedingung (2') genügt ist also 

= Пí.2 
• + fit (40) 

was übrigens auch durch direkte Integration gefunden werden kann. Die Reihen
entwicklung von y in die Potenzreihe in c ist durch (39) gegeben. 

2. Es seip(T) = ax2 -f ßx + y , a ? - 0. Somit ;;(T) = 2aT + /?, p(x) = 2a. In diesem 
Falle haben wir 

L.(C0) = ( - 1 ) Y - C 0 X _ 1

Г T 
l\- l2-

+ i . 

!! 
(-4 

2! 
(41) 

wo das Summationszeichen I auf alle nichtnegativen ganzzahligen Lösungen der 
Gleichung 

ii + 2i2 = n 
erstreckt ist. Die Reihe 

II = £ «*(<,T)6»-=f L»(C0)-* 
k = 0 k = 0 

werden wir jetzt folgendermassen umordnen: Wir schreiben zuerst alle Glieder auf» 
die p(x) nicht enthalten, dann die Glieder welche p(x) linear enthalten, dann die Glieder 
welche p(x) enthalten u. s. w. In dieser Reihenfolge besitzt jedes Glied in der Formel 
(15) einen bestimmten Platz und genau einmal auf. Die Glieder welche p(x) nicht 
enthalten, formen die Reihe 

v0(t,т) = C0^(-lf 
+ 1 )P 

/.! 
die Glieder mit p(x) sind 

d.h. 

Kt)(4+i)tv й ГJi. + i)pT 
„.(,, t ) = _ _ Л_ _____ _ x (_i)-_L_^_____L 

2 _ = o k! 

j , ( т ) ( | + l W 
_('. т) = - -Ч — ~l v0(t, т). 

Allgemein formen die Glieder mit pm(T) die Reihe 

р " ( т ) ( i + l ) > e 2 " 

«_(».т) = — v „ . . : .»0('.т; 
(2m)ü 

(42) 
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Die Reihen (42) sind absolut konvergent und es gilt 

vm(U r) - C0 

Wir betrachten die Reihe 

p"(т) 1 ГҐ'V 
-,,( 

. e 

Iг,„( ř .т) = C 0 e - ' Ь + , ) ŕ ' V 

b +  

1 h т 

p(r) 
(43) 

m\ 

mit der Summe 

-tt(l--\) p(т) _J p(т) ̂  + l ) t V 
w = C0(x)e " V 2 V " . «?: 

Wenn wir für p, p, p einsetzen, bekommen wir aus (3') und (32) die gesuchte Lösung 

y = ^ ) . t ( t í = ŕ ^ / H i ű ( ^ : x 

X Є 
-fє - - + 1 (2ax + П) 1. a.(i-+i),v = 

_-afт2+ — /?ťт + yŕ 
ű . Є 3 2 (44) 

welche der Anfangsbedingung y(t, T, a) | t = 0 = a genügt. Diese Lösung kann wieder 

auch durch direkte Integration gefunden werden. Die Reihe (3') im Parameter e 

hat hier die Form 

У = e<"г+<*+»'t(-l)kC0t
kW—± 

k = 0 .,.!.._,• 
( ř i f [JҢ_TL 

1! J L 2! J J ' 
(45) 

und unsere Betrachtungen sind für alle t und e aus den oben angeführten Intervallen 
richtig. 
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Shrnutí 

POZNÁMKA K J E D N É ÚLOZE N. P. J E R U G I N A 

JIŘÍ Z E M A N 

V práci je kladně zodpovězen problém, formulovaný N. P. Jeruginem v [1]. Je 
dokázána existence konvergentních řad (3) podle mocnin malého parametru e. Tyto 
řady jsou analyzovány v případě, že matice P(ť) v (1) je holomorfní v okolí bodu x = 0. 
Obtížnost studovaných otázek je ilustrována na příkladě skalární rovnice (1') 
s vhodně zvolenými funkcemi p{x). 

Резюме 

З А М Е Ч А Н И Е К ОДНОЙ ЗАДАЧЕ 
П Р О Ф . Н. П. Е Р У Г И Н А 

ИРЖИ З Е М А Н 

В работе дан положительный ответ на вопрос формулированный Н. П. Еру-
гиным в [I]. Доказано существование сходящихся рядов (3) по степеням малого 
параметра Е. Эти ряды анализируются в случае голоморфной в окрестности 
точки т = 0 матрицы Р(т). Сложность изучаемых вопросов иллусгрируется 
на примере скалярного уравнения (Г) с подходящим образом избранными 
функциями р(т). 
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