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1977 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALIUM — TOM 53 

Katedra metodiky matematiky a elementární matematiky přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: Prof Paed. Dr. Miloslav Zedek 

Г Р У П П О И Д Ы С М У Л Ь Т И О П Е Р А Т О Р А М И 

Л Е Н К А П О Н Ц О В А 

(Поступило в редакцию 31. 3. 1976) 

Введение 

В основу этой статьи положены работы [1], [3], [4], указанные в списке 

литературы. В работе применена теория универсальных алгебр [3] на груп­

поиды. Теория О-группоидов здесь строится на основании теории разбиений 

в множествах разработанной в работе [1]. Статья обращает внимание на свой­

ства Ф-группоидов, разбиения в О-группоидах, именно образующие и на цепи 

разбиений в О-группоидах. 

Статья придерживается понятий и обозначений работ [1] и [3]. Определения 

обозначены символом О, теоремы символом V. 

Основой для этой статьи служила работа на получение докторской степени 

автора, которая была разработана под научным руководством товарища 

РгоГ. Вт. Ь. 8ес11аска С8с, которому автор приносит искренную благодарность 

за это руководство и за сделаную им рецензию. 

1. Основные понятия и свойства 

0.1.1. Пусть О — непустое множество, пусть М — закон, по которому всяким 

двум элементам /3, с из (7, взятым в определенном порядке ставится в соответ­

ствие однозначно определенный элемент й из (7, что и обозначаем Ь Л- с = й. 

Закон М называется сложение в множестве О. Пусть ^ — множество и-арных 

операций, пусть всякой операции а> т ^ соответствует натуральное число 

п = п(ш), так что операция со любой последовательности п элементов а19 аг> 



..., ап е О сопоставляет однозначно определенный элемент а = аха2 ... апы мно­

жества О. 

Множество О вместе с законом М и системой операций ^ называется груп­

поидом с системой мультиоператоров или гСЗ-группоидом. Обозначаем его 

символом <§ = <<7, + , О.}. С называется поле О-группоида. 

З а м е ч а н и е 1.1. О-группоид <§ = <<7, + , 0 > является универсальной ал­

геброй с системой операций О' = .0 и { + }, т. е. ^ = <(/, 0'>. 

У с л о в и е . Условимся понятия и символы определенные для полей ^-груп­

поидов, применить лдя самых О-группоидов. Будем говорить, например, 

о подмножествах, о разбиениях, о элементах -3-группоида, имея в виду эле­

менты, разбиения и подмножества поля О О-группоида <§. 

О.1.2. Пусть <§ = <С7, + , 0> — О-группоид, пусть 0 е О — нулевой элемент 

аддитивного группоида О-группоида <§. Тогда для всякой л-арной операции 

со из ^ определяем 

О0...0со = 0 (1.1.) 

п раз 

и <§ называем ^-группоидом с нулевым элементом 0. 

Ро1.3. Непустое подмножество А ^-группоида <§ = <(7, + , 0>, вместе с си­

стемой «-арных операций ^ и сложением, называется О-подгруппоидом в ^ , 

если в силе: 

а) для всякой пары элементов ап, ак из А в определенном порядке, элемент 

ап + ак является элементом из А, 

Ь) для всякой л-арной операции со е ^ и всякой «-членной последователь­

ности элементов а1, а2, ..., а„ из А, элемент а1а2 ... а „со является элементом 

множества А. 

Множество А называется полем .О-подгруппоида я/ = {А, + , 0> в с3. 

О.1.4. Пусть ^ = {О, + , :С2> — О-группоид, пусть со — любая «-арная опе­

рация из О, {А19 А2, .-..} ~~ система подмножеств в ^ . Символом ЛА + Ак = А 

обозначаем систему всех элементов а из &, а = ал + ак, где анеАк9 аке Ак. 

Символом А1А2 ... Апа> = А' обозначаем мноежство А! всех элементов вида 

а' = а х^ 2 ... #лш из ^ , где а{е Аи при 1 = 1, 2, ..., «. 

У.1Д. Непустое подмножество А О-группоида {3 -— <С7, + , 0 > является 

нолем О-подгруппоида в <§ тогда и только тогда, когда оно обладает сле­

дующими свойствами: для сложения имеет место соотношение вида 

А + АаА (1.2.) 

м для всякой «-арной операции со е О, при Ах =- А2 = ..'..=- Ап = Л, справедливо, 

что 

Л.^2 ... Апсос:А. (1.3.) 



Д о к а з а т е л ь с т в о . По замечанию 1.1. и по [3] У.1.1 А является полем 

подалгебры в с§'= {0,0') тогда и только тогда, когда для всякой и-арной 

операции со' е О' и для АЛ — А2 = ... = Ап = А имеет место А1А2 ... Апеэ'аА, 

т. е. теорема справедлива. 

У.1.2. Пусть I — множество индексов, пусть д?1 — ^-подгруппоиды 

в Й-грушоиду с§ (== <С, + , 0>, при I е I. Пусть пересечение их полей, Р = [)А17 

ш 
является непустым множеством. Тогда Р является полем О-подгруппоида 

Доказательство предоставляется читателью. 

0.1.5. О-подгруппоид # из предудыщей теоремы, называется пересечением 

й-подгруппоидов я/1 в с§. 

2. Й- фактороиды 

0,2.1. Пусть А — разбиение в ^-группоиду ^ = (О, + , 0>, пусть со е О — 

любая 72-арная операция. Пусть для всякой пары (ан, ак) элементов ан, ак из А 

в определенном порядке, можно найти в А элемент а, такой, что 

йк 4- акаа' (2А.) 

и пусть для всякой последовательности п элементов а1,а2, ..., ап из А содер­

жится в А такой элемент а, что 

ала2 ... апсоаа, (2.2.) 

Тогда разбиение А называется образующим разбиением. 

0.2.2. Пусть А — образующее разбиение в О-группоиду # . Определим 

О-группоид «я/, полем которого будет образующее разбиение А и сложение 

которого будет определено законом, сопоставляющим всякой паре (ак,ак) 

любых элементов ак,ак из А, в определенном порядке, тот элемент а'е А, 

для которого имеет место (2.1.), что и записываем 

$к ® &к = «'• (2-3-) 

л-арные операции со этого Ф-группоида будут определены так, что всякой 

//-•! .енн'.ц после, ̂ ьз;, телы.ости элементов а19а2, ...,#„ из А, операция ш сопо­

ставляет тот элемент а е А, для которого в силе (2.2.), что и пишем 

а1а2 ... апсо =-= #. (2.4.) 

О-группоид ,с/ называем .(2-фактороидом в ^-группоиду # и обозначаем сим­

волом *М = <Л, ©, 0>. 



V.2.1. з# является ^-фактороидом в ^-группоиду ^ = <С!, + ,&> тогда 
и только тогда, когда $0 является фактор-алгеброй в ^-группоиду ^, считаемым 
алгеброй с§ = <(/, ^'). 

Доказательство. По замечанию 1.1., 0.2.1. и [3] Э1/2, разбиение А в 
^-группоиду ^ является образующим разбиением тогда и только тогда, когда 
оно является образующим разбиением в ^, рассматриваемым как универсаль­
ную алгебру с системой операций ^'. По [3] 02/2 и 0.2.2. образующее раз­
биение А в ^-группоиду ^ является полем фактор-алгебры з/ = (А, ^') в ^ = 
= <С7, ^'>, причем Й' = Й и {©}. 

У.2.2. Каждый аддитивный группоид ^-фактороида ^ в ^-группоиду У 
является фактороидом в аддитивном группоиду ^-группоида ^. 

Доказательство. Ввиду (2.1.) и [1] 14.1. всякое образующее разбиение 
в ^-группоиду ^ является образующим разбиением в аддитивном группоиду 
^-группоида ^. Отсюда и из [1] 15.1., вытекает утверждение теоремы. 

У.2.3. На всяком ^-группоиду $ существует наибольший ^-фактороид ^ т а х 

и наименьший ^-фактороид <#тш. 

Доказательство. В силу теорем У.2Л. и [3] У.2/2 утверждение теоремы 
справедливо. 

У.2.4. Пусть д0 = <Л, ©, Й> — ^-фактороид в ^-группоиду ^ = <<7, +, ^). 
Тогда 8А является полем ^-подгруппоида зя0 = ($А, +, ^> в с3 и з$ является 
^-фактороидом на з'я/. 

Доказательство. Ввиду У.2.1. и [3] УЗ/2 85$ является подалгеброй в ^ = 
= <С7, ^') и з# фактор-алгеброй на 8з0. 

В.2.3. Пусть ^ — ^-подгруппоид, ^ , 8в — ^-фактороиды в ^-группоиду ^. 
а) Множество всех элементов в <$/, пересекающихся с г^, называем оболочкой 

^-подгруппоида # в ^-фактороиду д# и обозначаем символом: св С 5/ или 
д/ "2 Ч>. Сечением ^-под^руппоида Ч> с ^-фактороидом ^ называем множество 
всех непустах пересечений отдельных элементов из ,я/, с ^-подгруппоидом ^ 
и обозначаем символом # п 5/ или ^ п ^. 

Ъ) Оболочкой ^-фактороида Ж в ^-фактороиду я/, называем множество всех 
элементов из Л, пересекающихся хотя бы с одним элементом из (М и обозна­
чаем символом СМ С зё или ~я? 3 (Ш. Сечением ^-фактороида Ш с ^-фактороидом 
5# разумеем множество всех непустых пересечений элементов из % с элементами 
из $2 и обозначаем символом $# п Ш. 

У.2.5. Пусть д# = <Л, ©, й) и ! = <Д ©,Й> - ^-фактороиды в ^-гругI-
поиду ^ = <С7, +, ^>, пусть $А п зВ ф 0. Тогда оболочка У& С «я/ ̂ -фактороида 
Ж в ^-фактороиду л/ и сечение з# гл М ^-фактороида я? с ^-фактороидом 9$ 
будут ^-фактороидами в ^ и ^ С ^ = (В с Л, ©, Й>, ^ п ! = ( 1 п Д ф , Й>. 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду того, что имеют место теоремы У.2Л. и [3] У4/2, 

оболочка _? С ̂  и сечение я? п М являются фактор-алгебрами в ^ = <(?, _ '>, 

следовательно в силу N.2.1. _-фактороидами в <_ . 

У.2.6. Пусть _? = <_*, + , _> - „-подгруппоид, _? = <_", ф , Й> - „-факто-

роид в „-группоиду ^ = <С7, + , „> и пусть 5 п 5 1 Ф 0. Тогда оболочка М С 5? 

„-подгруппоида _? в „-фактороиду _/ и сечение М п _? „-подгруппоида _? 

с _-фактороидом _? являются _-фактороидами в _ и _? п _/ = ( 5 п Л", ©, „> 

и ^ С ^ = <ЯС _", ф , _>. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разбиение # т а х , содержащее единственный элемент, ко­

торым является множество Д есть образующим в ^ , потому что М есть _-под-

группоид в ^ . Следовательно _ ? т а х является _-фактороидом в _ . По предполо­

жению 5 п 5Л ф 0 и поэтому тоже _§ п ^_ Ф 0. Далее в силе 

_? С лГ = _* т а х С _^ и 1 п л / = _ ? т а х п _/. 

Ввиду У.2.5. М С _^ и _? п _/ являются О-фактороидами в „-группоиду ^ . 

В.2.4. Пусть А, В, € — разбиения в множестве С7. Разбиение А(Б) называется 

покрытием (подразбиением) разбиения В(А), если всякий элемент разбиения В 

является частью какого-нибудь элемента разбиения А. Обозначаем это сим­

волом А _ В или В — А. 

Если каждый элемент разбиения А содержит в качестве своей части какой-

нибудь элемент разбиения В, то А называется нормальным покрытием раз­

биения В. 

Если даже каждый элемент разбиения А является суммой каких-нибудь эле­

ментов разбиения В, то А(В) называем чистым покрытием (подразбиением) 

разбиения В (А). 

Пусть разбиение А(В) есть чистое покрытие (подразбиение) разбиения В(А). 

Система всех подмножеств в разбиении Б, каждое из которых состоит из всех 

тех элементов разбиения В, которые являются частями того же элемента из А, 

является разбиением В разбиения В. Разбиение А называем покрытием раз­

биения В, вынужденным разбиением В на В или говорим, что разбиение В на Б 

соответствует покрытию А разбиения Б. 

Б.2.5. Пусть _/,_? — _-фактороиды в „-группоиду $. Если поле А(Б) _-фак-

тороида $#(М) является покрытием (подразбиением) поля Б(А) _-фактороида 

_?(_/), то О-фактороид ^(0) называется покрытием (подразбиением) О-фак-

тороида _?(«$/), что и обозначаем символом _^ ^ М или _? ^ _Л Если А(Б) — 

нормальное {чистое} покрытие (подразбиение) Б(А), то _-фактороид з?(М) 

называется нормальным {чистым} покрытием (подразбиением) _-фактороида 

У.2.7. Пусть _? = <Д ф , _> - _-фактороид на „-группоиду ^ = <(7, + , _>. 

Пусть В — разбиение ;С2-фактороида _?, пусть А является покрытием поля Б 
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&-фактороида М, вынужденным разбиением В. Разбиение Л является полем 

О-фактороида Ш = (Л, ©, 0> на ^ тогда и только тогда, когда В является 

полем гО-фактороида Ш = <Д ©, 0> на <$. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме [3]\^.10/2 ^является полем фактор-алгебры 

на & тогда и только тогда, когда А является полем фактор-алгебры па {3 = 

= (С, О'}, О' '== О и { + }. Отсюда, в силу теоремы У.2.1., вытекает утверждение 

теоремы. 

В.2.6. Пусть Ш, 08, Ш — (2-фактороиды из У.2.7. Говорим, что Й-фактороид 

$$ является покрытием <2-фактороида <% вынужденным О-фактороидом ~Ш, или 

что .О-фактороид ~Ш соответствует покрытию М О-фактороида 0$. 

0.2.7. Пусть А, В — любые разбиения на .(2-группоиду (3. 

а) Общим покрытием (подразбиением) разбиений А, В назовем всякое раз­

биение на (§, являющееся покрытием (подразбиением) как разбиения А так В. 

Ь) Общее покрытие разбиений А, В на <3, которое в множестве всех общих 

покрытий А и В является самым малым элементом, обозначаем символом 

[А, В] и называем наименьшим общим покрытием разбиений А и В. 

с) Самый большой элемент в множестве всех общих подразбиений разбиений 

А, В называем наибольшим подразбиением разбиений А и В и обозначаем 

символом (А, В). 

У.2.8. Наименьшее общее покрытие [А, В] полей Л, В ^-фактороидов Ш и э§ 

О-группоида ^ является полем .О-фактороида на г§. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение теоремы вытекает из теорем [3]У7/2 

и У.2.1. 

У,2.9. Наибольшее общее подразбиение (Л, В) полей Л, В О-фактороидов 

-я/, <$ О-груптюида {3 является полем (2-фактороида на г3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства достаточно заметить У.2.1. и [3]У8/2. 

0.2.7. Пусть Ш, (€ — О-фактороиды в О-группоиду <§. Если полями этих 

О-фактороидов являются сопряженные разбиения А, С, т. с. если всякий эле­

мент а из А пересекается только с одним элементом, из С и одновременно всякий 

элемент с из С пересекается только с одним элементом из А, то говорим, что 

О-фактороиды Ш и (€ сопряжены. 

^2.10. Пусть Ш = (А, ©, О}, % « (С, ф , 0> - (2-фактороиды в ^-груп­

поиду (ё, пусть в силе Ш = Щ С Ш, <ё =-= ШмЩ. Пусть О-фактороид & =-' 

== <Д ©, 0> является общим покрытием О-фактороидов Ш п $<у, Ч п 5«Й/, 

пусть Л0, С 0 — покрытия разбиений Я, С вынужденные разбиением II. Тогда 

А\ С° — сопряженные разбиения, АС, С° являются полями О-фактороидов «я/°, 

^ и справедливо, что (М = а/9 п г^°. 

10 



Д о к а з а т е л ь с т в о . По У.2.1. и [3] N6/2. Л°, С° — сопряженные разбиения 

и поля фактор-алгебр в ^- По У.2Л. справедливо утверждение теоремы. 

В.2.8. Пусть 5?, ~€ — -2-фактороиды, $9 О) — О-подгруппоиды в О-группоиду 

<3. Говорим, что О-фактороиды ^ , ^ прргсоединены относительно .(2-подгруп-

поидов <$, ®, когда этими свойствами обладают их поля А9 С относительно 

полей В, В .Ф-подгруппоидов М, @. Это соотношение можно выразить при по­

мощи равенства з[@ С я? п Щ = 5 [ ^ С # п л/], причем # = зЁ, зй = &яГ. 

У.2.11. Пусть л? = <Л, ©, 0>, ^ ; = <С, ©, Й> - Г2-фактороиды, пусть 

,^ =- < д + , 0> и ^ == (I), + , О} — -3-подгруппоиды в :С2-группоиду с§. Пусть 

О-фактороиды $$9

 (€ присоединены относительно О-подгруппоидов /Ж Я. 

Обозначим Цх = ^ С ~3, ~<вх = л/ С V, ^ 2 = ^ С ̂ - ~̂ 2 = * С ^ 7 и ^ = з ^ , 

о$2 =-= ^ 2 , ^ = 5 ^ , ^ 2 = «5̂ 2 • Пусть °И — наименьшее общее покрытие 

О-фактороидов <я/{ п ^ , ^ п "е^
,

1 на О-группоиду я$ п #, пусть Л°, С° — по­

крытия О-фактороидов ^ ! , <^1 вынужденные покрытием # . Тогда справедливо: 

а) А°, С° — поля сопраженных О-фактороидов л/°9

 с€° в (3. 

Ь) ^ 2 е .яГ, # 2 е <Г, 

с) .(2-подгруппоиды ^ 2 , ^ 2 пересекаются. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из [1]4.2. для полей соответствующих (2-фактороидов 

и О-подгруппоидов в 12-группоиду ^ следует, что существуют сопряженные 

покрытия А°9 С° разбиений А{ = С С А, Сл = А С С такие, что Л 2 е А°9 С2 е С°, 

причем А2 = ^Л 2, С 2 — ^ С 2 , Л 2 = I) С Л, <Г2 = В С С и множества Л 2 и С 2 

пересекаются. На основании теорем У.2.6., У.2.4. и У.2.8., $#х п <^, с€\ п с5з/1 — 

О-фактороиды и их наименьшее общее покрытие °Т/ — тоже О-фактороид в ,:§. 

Далее ввиду [1]4.2. справедливо, что л/1 = ~^1 с $$х и %\ = ^ 1 С ̂ . Разбиения 

Л°, С°, по определению, являются покрытиями (2-фактороидов л ^ , # , вы­

нужденными _2-фактороидом # . Выполняются предположения теоремы 

У.2.10. и .4°, С° будут полями .О-фактороидов «я/°, ^'°. 

3. Простые Й-фактороиды 

0.3.1* Пусть ^ — О-группоид, пусть а элемент из с§ и пусть для всякого 

С-фактороида 5? на ^ справедливо или 

а) ^ = ^ т а х , т. е. ^ — наибольший О-фактороид на (ё или 

Ь) .0-фактороид 4/ содержит в качестве элемента множество {а}, образо­

вание единственным элементом а, т. е. {а} е $$, Тогда О-группоид ^ называется 

простым относительно элемента а. Если О-группоид с§ простой относительно 

какого-нибудь своего элемента, то называем его относительно простым. 

О-группоид $\ простой относительно любого своего элемента называется 

простым. 
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V.3.1. О-группоид ^ = <С7, + , 0 > простой (относительно простой) тогда 

и только тогда, когда он — простая (относительно простая) универсальная 

алгебра. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Принимая во внимание 0.3.1. и [3]01/6 видно, что 

утверждение теоремы справедливо. 

V.3.2. О-группоид ^ = <С7, +,(2> простой тогда и только тогда, когда 

^тах и ^ т т "" единственные .(2-фактороиды на ^ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду того, что имеет место V.ЗЛ. и [3]У1/6, теорема 

справедлива. 

В.3.2. Пусть ^ — О-группоид, пусть В ф 0 — подмножество в ^ , содержа­

щееся в качестве элемента в О-фактороиду ^ на ^ , т. е. В е ~4. Пусть для 

всякого .(2-фактороида ~~Ъ на $0 в силе или 

а) ~~* = ~~~тах, т. е. ~~~ наибольший .О-фактороид на ~$Ф\ или 

Ь) 1Й7 содержит в качестве элемента множество В, т. е. В е й \ Тогда говорим, 

что О-фактороид ^ на ^ простой относительно подмножества В. Если В 

является полем О-подгруппоида $ в ^ , то говорим о О-фактороиде простом 

относительно ^-подгруппоида ^ . Если д& простой относительно какого-нибудь 

своего элемента, то называем его относительно простым. Г2-фактороид ~$ на 

^ простой относительно всякого своего элемента называем простым. 

У.3.3. Пусть .О-фактороид <в является покрытием .(2-фактороида ~4 на ^-груп­

поиду <&9 пусть В е ей/, I? ф 0, — подмножзство в ^ . .(2-фактороид «я/ простой 

относительно В тогда и только тогда, когда в силе или 

а) ~~ — наибольший .(2-фактороид на <У9 т. е. <€ = # т а х или 

Ь) I? есть элементом с€9 т. е. I? е #. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть О-фактороид $# простой относительно В и пусть 

<в является покрытием ~~*. Согласно N.2.7. и 0.2.6., существует О-фактороид 

~~* на ^ соответствующий покрытию %' .(2-фактороида ~#. Ввиду 0.3.2. в силе 

или ~~~ = ^й/т а х или В е~~~. Каждый элемент ае~$ является подмножеством 

в «Й/, содержащим все те элементы а е ей/, которые являются частями того же 

самого элемента из # . Ввиду того будет или ~~ = # т а х или В е ~~. Если обратно 

О-фактороид ей/ не простой, то существует в ^ такой элемент а, что I? является 

собственным подмножеством в за и за является собственным подмножеством 

в У. Тогда .С2-фактороид г#, который является покрытием .(2-фактороида ~49 

вынужденным .(2-фактороидом ~~~9 содержит элемент с = за. Итак <$ не яв­

ляется ни наибольшим О-фактороидом на ^ , ^ т а х , ни не содержит в качестве 

элемента подмножество В9 что и требовалось доказать. 

N.3.4. Пусть В Ф 0 — поле ^-подгруппоида в :С2-группоиду г§ = <(7, +,(2> 

и пусть .(2-фактороид 5/ на ^ не простой. Тогда существует покрытие ^ ^2-фак-
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тороида 5/, содержащее в качестве элемента ^-подгруппоид ^ .(2-группоида 0, 
такой, что 5 с ^ б ^ , причем <81 Ф ^ и ^ является собственным .(2-подгруп-
поидом в ^ . 

Доказательство. Ввиду того, что О-фактороид д# не простой, существует 
в ^ элемент 5, причем ^ — :(2-фактороид на «̂ , соответствующий покрытию ^, 
такой, что в силе Вазаа^, В Ф ад Ф # и имеет место с = ад 6 ^, т. е. с — соб­
ственное подмножество в ^ и I? собственное подмножество в Сх = с. Требуется 
доказать, что С- есть поле О-подгруппоида в ^. ^ — О-фактороид на ^, итак, 
для сп = ск = с содержится в <% элемент а, подчиняющийся соотношению 

ск + скаа, (3.1.) 

и далее для сг = с2 = ... = с„ = с и любой л-арной операции ш е й содержится 
в ^ элемент В, для которого имеет место отношение 

схс2 ... спюаЪ (3.2.) 

По предположениям и ввиду У.1.1. имеет место: 

В + ВаВас и (3.3.) 

^2*2 ... Впсос:Вс:с, причем 

Вг = В2 = ... = Вп = В,а>еО (3.4.) 

В силу (3.1.) и (3.3.) очевидно, что а п с Ф 0 и то же самое справедливо ввиду 
(3.2.) и (3.4.) для элементов Вис. Итак, по определению разбиения имеет 
место а = с и 5 = с и ввиду У.1.1., (3.1.) и (З.2.), является Сг = с полем 
(2-подгруппоида <€х в ^. 

V#3.5. (2-фактороид ^ на ^-группоиду ^ простой тогда и только тогда, когда 
для всякого ^2-фактороида <€, который является покрытием ^ в силе или 

а) ^ = # т а х , т. е. <€ — наибольший .(2-фактороид на ^ или 
Ъ) Ц = ^ . 

Доказательство. В силу 0.3.2. и У.3.2. .(2-фактороид ^ простой тогда 
и только тогда, когда кроме 3^ т а х и я?т-хп, нет на & других О-фактороидов, 
причем для всякого 12-фактороида ^ на &? в силе или 

а) Э = Ж т а х или 
Ъ) д? = с^ т 1 п . Принимая во внимание что всякий О-фактороид з# на $$ вы­

нуждает какое-нибудь покрытие ^ .(2-фактороида <я/, имеем в случае 
а) * = ^тах> в случае Ь) ^ = ^ . 

4. Цепи 42-фактороидов 

0.4.1. Пусть ^ = > ^ — О-подгруппоиды в О-группоиду ^, пусть а — натураль­
ное число. Цепью (2-фактороидов от $$ до 38 называем конечную последователь-
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ность а О-фактороидов Жх, Ж2 , Жа в ^ , обладающую следующими свой­

ствами : 

а) Ж\ является О-фактороидом на .с/, 

Ь) для 1 5̂  у ^ у. — I Жу + х есть О-фактороид на каком-нибудь элементе з ж 

с) М е Ж\. 

Цепь обозначаем символом [Ж] = Х 1 -> ... -> ,Жа, сокращенно [/ЗГ]. 

В.4.2. Пусть [X] = Жх ->. . ,-> ,2Га — цепь от ,с/ до ^ в О-группоиду #\ 

Пусть ^/ = <А, -к 0>, ^ = <Д + , 0> и пусть /с',- — поле О-фактороида Ж г„ 

для / = 1, 2, ..., а. 

а) О-фактороид ,Ж\ называем начальным членом" цепи. О-фактороид Ж\ 

концевым членом цепи [Ж]. 

Ъ) Длиной цепи [Ж] называем число а ее членов. 

с) Обозначим для у = 1,2, .... а множество $Ку символом /С. т. е. Ку = зКу, 

причем К] = А и положим А̂ а + 1 = /5. Если К; не наибольшее разбиение на А'.,, 

т. е. /С. м является собственным подмножеством в Ку, то говорим, что О-фак-

тороид Ж.. является существенным членом цепи [Ж]. В обратном случае на­

зываем Жу несущественным членом цепи [Ж]. 

с!) Число а существенных членов цепи [Ж] называем укороченной длиной 

цепи. • • 

е) Если цепь [Ж] содержит хотя бы один несущественный член, то говорим, 

что [Ж] — цепь с повторением, в обратном случае [Ж] — цепь без повторения. 

У.4.1. Для укороченной длины а' цепи [Ж] от $$ до М с длиной а, справедливо : 

О ^ У! ^ а. 

Доказательство очевидно. 

З а м е ч а н и я . 

4.1. Равенство а' = а характеризует цепь без повторения, равенство а = О 

имеет место в случае «я/ = ^ , когда все члены цепи несущественные. 

4.2. Всякую цепь с повторением:, можно вылущением всех ее несущественных 

членов укоротить и обратно: всякую цепь можно продолжить. 

О.4.З. Пусть 5/ — О-фактороид, $ е $0 — О-подгруппоид в .О-группоиду ^ . 

Обозначим 8$# = .г/. Элементарной цепью О-фактороидов от $0 до @& над 

.О-фактороидом .?4, короче элементарной цепью над ,с/, называем цепь О-фак-

тороидоз [Ж] — Ж{ -> ... -> Жа> обладающую следующим свойством: для 

у — 1,2, ...,ос член Жу является покрытием О-факторОида Иу — я? п Жу 

причем Жу = зЖу, Ж\ — з&. 

О.4.4. Пусть $# — 5\я?, .^ — О-подгруппоиды, $0 — О-фактороид в .О-груп­

поиду ^ , пусть [.Ж] == Ж\ ->. . .-> Х а — элементарная цепь от .о/ до Л над ,с/. 

Пусть /?(1 <̂  Р ^ а) — целое число. Пусть справедливо: 

а) лГл = ,УГ2 ==... = ' ^ - 1 наибольший О-фактороид ^ т а х на .с/, 
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Ь) Ж'р — покрытие О-фактороида .с/, содержащее :М в качестве элемента, 

с) ,#'/у + 1 = ... = Жа — наибольший Ф-фактороид ^ ш х на М. 

Тогда говорим, что [Ж] элементарная цепь (/?). Если в частности Ж\ = «я/, 

называем [СЖ] крупной элементарной цепью типа (/?) от .я/ до ^ над ,я/, короче 

крупной элементарной цепью (/>) над <&?. Если /) = 1, то читаем з определении 

только Ь) и с), для р = <х, читаем только а) и Ь). 

За меча пи я. 

4.3. Если цепь [^] 01 «я/ до ^ над л/ образована только одним своим членом 

Ж\ = «Й/, то [,#] является крупной элементарной цепью от ,Й/ до ^ с длиной 1. 

Пишем [Ж] = {.с/}. 

4.4. Если заменить (2-фактороид «."с/ крупной элементанрой цепью (/?) от 

..с/ до .$ над л/ с длиной а и если ;# е .с/, то получим тот же самый результат, 

как и при построении элементарной цепи [Ж] = Ж\ ->. . . -> Жа, в которой 

Ж\ = ...• = Ж 1-х - ^/ ш а х , ,ж'/; - ^, Ж'р + 1 = ... = Ж'р = <# т а х . 

У.4.2. Пусть ,%1.->1Ы — ^-подгруппоиды в (2-группоиду #. [лГ] есть а) цепь, 

Ь) элементарная цепь, с) элементарная цепь (/?), о!) крупная элементарная цепь 

(Р) О-фа к горой до в от «с/ до М в ^-группоиду ^ тогда и только тогда, когда [Ж] 

является а) цепью, Ь) элементарной цепью, с) элементарной цепью (р), ё) круп­

ной элементарной цепью (/>) фактор-алгебр от <с/ до :М в <§, считаем ли с§ уни-

ве рса л ы! о и а л геб ро и. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу У.2.1., ОЛ. 1., О.4.З., Э.4.4. [3].01. 7,[3]Э2/7, [3]03;7 

т еорема сираведл и ва. 

УАЗ. Пусть ,Й/ = л/.Ь.1Х и [,Ж] — элементарная цепь от .я/ до ^ над <#/ с длиной 

а. Тогда [.Ж] является крупной элементарной цепью (/]) над ,д/ для всех />.. 

1 <, р <; а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение георемы вытекает из теорем У.4.2. 

и [3]У1/7. 

У.4.4. Пусть [Ж] = Ж\ -> ••• -*• .>Га ~ цепь от .о/ до (3, пусть ей/ = Жх = 

= ... = ,>Га = ^ . Тогда [Ж] — крупная элементарная цепь (/>) над 1$ = .я/тах 

для веек /?, 1 <̂  /У <; а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как ,у'. — 42-фактороид на О-группоиду ,Й/, Ж 2 е ,^;^ 

и ,Х/*2 = «я/, то должно быть выполнено Ж\ = ^я7тах- Аналогично можно по­

казать, что лГ2 = Ж^ = ••• = .^а = ^тах- Притом для всех /?, 1 <; /? <; а, 

справедливо . ^ >̂ «я/тах п ,Ж"/У. Ввиду того [X] — элементарная цепь над 

.Й/ = 4й/П1ах и в силу У.4.3. [ж] является крупной элементарной цепью (р) над &2. 

УАЗ. Пусть [Ж] — элементарная цепь от $4 до $ над ей/. Цепи [,хх] = {«я/] 

и [Ж°] являются цепями одинаковой укороченной длины тогда и только тогда. 

когда [Ж] — элементарная цепь (Р) над л/, 1 <; р <; а. 
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Доказательство . Утверждение вытекает из теорем У.4.2. и [3]У4/7. 

У.4.6. Пусть 8% — О-подгруппоид в .О-группоиду 0, пусть $ — элемент 
.Я-фактороида Ш в 0. Пусть [Ж] — элементарная цепь от л/ = 8~М до $% над я/. 
[Ж] является элементарной цепью (/?) над "л/ тогда и только тогда, когда 
О-фактороид «̂  простой относительно &. 

Доказательство. Ввиду У.4.2., У.ЗЛ. и [3]У5/7 теорема справедлива. 

Б.4.5. Пусть . й / э ^ Д з . ? — .О-подгруппоиды в .О-группоиду ^, пусть [Ж] = 
= Ж\ -> ... -* Жа — цепь О-фактороидов от ,я/ до ^ и [^] = ^ -> ... - > ^ -
цепь от ^ до <̂ . Цепи [Ж] и [л^] называем сопряженными, если в силе следую­
щее: 

а) существует взаимно однозначное отображение членов цепи [Ж] на члены 
цепи [&], обладаюеще следующим свойством: если .О-фактороид ~&ь является 
образом О-фактороида Жу в отображении <р, то Жу и ~<&6 — сопряженные 
О-фактороиды, 

Ъ)зЖу+1 пз&а+1 ф 0приу = 1,2, ...,а, 6 = 1,2, ..., 0, зЖЛ+1 = ^ , ^ д + 1 = 
= ^ . 

О.4.6. Пусть ^ э ^ — О-подгруппоиды в ^-группоиду ^, пусть [Ж] = 
= ^ -*. . .-* ЖЛ — цепь .О-фактороидов от <*/ до ^ . Пусть член Жу цепи [X], 
при у = 1, 2, ..., а, простой относительно .у<#у+1 = Х у + 1 , Х а + 1 = ^ . Говорим, 
что цепь [Ж] относительно простая. Если всякий О-фактороид Жу цепи [Ж] 
простой, то цепь [Ж] называется простой. 

В.4.7. Пусть [Ж] = Ж\ ->...-> ЖЛ — цепь О-фактороидов от $4 до & в Я-гру-
ппоиду У. Уплотнением цепи [Ж] называем цепь [Ж°] от $4 до ^ , [/Ж°] = 

= Ж 1%х -> . . . -> .>Г1)^._1 - * <>^\,/у. ~* %2,\ ""* *•• """* ^ 2 , / ? 2 - 1 ""* ^ 2^г ""* *•' ~* *^а,/?«> 

обладающую следующим свойством: для у = 1,2, ..., а является частичная 
цепь [Ху] = Х°д -»...-> Жу,ру элементарной цепью от Жу до Жу + 1 над Х у , 
^ , ^ 2 ) - ^ я ~ натуральные числа. 

Замечания. 
4.5. Уплотнение цепи [Ж] можно получить, если заменить всякий член Жу 

цепи [Ж], при у = 1, 2, ..., а, элементарной цепью от Х у до лГу + 1 над Жу. 
4.6. Укороченная длина уплотнения [Ж°] цепи [X] равна сумме укороченных 

длин отдельных частичных цепей. Эта укороченная длина по крайней мере равна 
укороченной длине цепи [Ж] ([1]2.5.). 

У.4.7. У всех уплотнений [Ж°] цепи [Ж] от $4 до СМ в .(2-груптгоиду ^ одина­
ковы укороченные длины тогда и только тогда, если цепь [Ж] относительно 
простая. 

Доказательство. Утверждение справедливо ввиду У.4.2., О.4.6., [3]У.1/9 
и [Зр.1/9. 
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В.4.8. Пусть ^ / - э ^ , <$^3 — ^-подгруппоиды в .О-группоиду <3. Пусть 

[Ж] = Ж1 -* ... -> ^Гя - цепь О-фактороидов от л/ до # , [^] = ^ -> ... -> ^ 

— цепь от г^ до ®. Цепи [X] и [^] называем присоединенными, если в силе: 

а) л* = «, Я = 0 , 

Ъ) каждые два члена «#*у, ^ являются присоединенными О-фактороидами 

относительно зЖу + 1, $&д + 1 для у = 1, 2, ..., а, <5 = 1, 2, ..., /? причем 5 ^ я + 1 = 

= Я, 8^ь + 1 = ®. 

У.4.8. Каждые две присоединенные цепи [X], [^] О-фактороидов в ^-груп­

поиду 0 обладают сопряженными уплотнениями [^Г0], [=^°] с той же длиной. 

Эти уплотнения определены конструкцией, описанной в доказательстве тео­

ремы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть [Ж] = Ж\ -> ... -> Х а

 — любая цепь .(2-факторои-

дов в О-группоиду 0 от ^ до ^ , [^] = ^ -> ... -> 3?р - любая цепь О-фак-

тороидов от Я> до 3. По предположениям теоремы и ввиду 0.4.8. имеет место 

л/ = % Я = 3). Обозначим з^х = 5ех и ,у^д = ^Гд при V = 1, 2, ...,)? + 1, 

/1= 1,2,..:,а + 1 и рассмотрим оболочки ^ у , у = ^ у С Х у , ^ , д = «ЗГД С 3?д. 

Ввиду теоремы У.2.4., У?х и ^Г ^̂ есть ^-подгруппоиды в ^-группоиду ^ и ввиду 

У.2.6. Жу,у и ^ ^ есть О-фактороиды в ^ . Справедливо: ^ = ^^1 = ^ , 

^ Г а + 1 = ЛРр + 1 = 3 и далее 

,Ж у 1 = '*& \ 1_ Уъ у

 = = : < ^ 1 ^ *Л у = = ^ 1 у , 

^ , , = .Г,, С ̂  = . ? , [ • ? , - ] ? „ 

*^у,/? + 1 ~ -Ч*-^ /? + 1 -- <#"у ) = -*(«Л а + 1 -- ^ у ) = ^ у +1 > 

°^<5,а + 1 ~ ' Н ' ^ а + 1 С <^Г(з) — 5\^ р + 1 ^ <&д) ~ °&6 + 1-

Ввиду теоремы У.2.11. отсюда следует что существуют сопряженные О-факто-

роиды Жуд и У?°ь% у, которые являются покрытиями (2-фактороидов Жу,д

 и ^ , у > 

такие, что ЖУгд+1 е / ^ , ^ , у + 1 е ^ у , причем Х у ^ + 1 и ^ > у + 1 инцидентны. 

При сЗ = 1,2, ...,/? О-фактороид «3*Гьа = ^ С ^ ' у образован элементами 

аеЖу, пересекающимися с ^ д и потому Х ^ с ц Г у . О-фактороид ^ у д = 

= с5Гу><5 -- -^ у образован всеми непустыми пересечениями элементов ау е Жу 

с «^-подгруппоидом Жу^. Так как Жу>ь<=-Жу, является #/уд = Жу,$ и ^2-фак-

тороид Ж у д, который является покрытием |0-фактороида ЖУг3, будет покры­

тием тоже з#у>5. Ввиду предыдущего приходим к элементарной цепи 

ЖуЛ ->.. .-» Ж°ъР от Ж у до Жу + 1 над Жу и к ^2^ 1 -> ... -> ^ % 

элементарной цепи от 52 ь до 3?д + х над ^ > при у = 1, 2, ..., а, 5 = 1, 2, ..., /?, 

и следующие цепи [Ж0] и [У?°] являются уплотнениями цепей [Ж] и [&]. 

[ж°] = / г / л - > . . . -> х ; ^ -> ж°2Л - ..." -> х ^ , ^ - > . . . - ^^а;1 ~> . . . -> х а

о

5 / ? , 

[ о ^ ] = У\Л —> . . . -*• ^1,а -> ^ 2 , 1 " ^ ••• " ^ ^ 2 , а " * ••• " ^ ^)],1 ~* ••• " ^ ^ , а * 

Цепи [,УГ°] И [^°] очевидной той же длины а/?. Требуется доказать, что цепи 

[Ж] и [3?°] сопряженные. Обозначим через (р отображение членов цепи [Ж°] 

17 



на члены цепи [^°], такое, что выполнено равенство срЖ°уд = - 2 ^ у . Отображе­

ние (р очевидно взаимно однозначное отображение и соответствующие .(2-фак-

тороиды Ж°уЬ и У?°ду сопряженные. О-группоиды Жу 8 + ^ и У? ь,ул-\ пересекаются, 

т. е. Жу5 + 1 п 3?ь%у + 1 Ф 0. Ввиду О.4.5. цепи [/°] и [&°] сопряженные. 

В.4.9. Пусть [Ж] — относительно простая цепь без повторения от {2-под-

группоида $0 до О-подгруппоида 1М в О-группоиду ($. Тогда говорим, что [Ж] 

композиционная цепь О-подгруппоида $4 относительно 3 в О-группоиду ^ . 

N.4.9. Пусть [Ж] — цепь без повторения от д$ до М в О-группоиду ^ . Всякое 

уплотнение [Ж°] цепи [^Г], является ее продолжением тогда и только тогда, 

когда [Ж] относительно простая. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу N.3.1., 0.4.6. и [3]У.5/10 теорема справедлива. 

N.4.10. Пусть [Ж] = Ж1 ->. . .-» Жа — композиционная цепь ^ — подгруп­

поида $$ относительно М. Тогда О-подгруппоид Жу+1 является собственным 

-3-подгруппоидом в О-группоиду Ж у, т. е. Жу + 1 ф Жу при у = 1,2, ,.., а, 

^Га + 1 = ^ и имеет место соотношение «я/ = Ж^Ж\-=> ...=>Жа^>М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как всякий член цепи [X] существенный, есть ввиду 

О.4.2. Жу+1сЖу, Жу+1 ф /Жу, для у = 1,2, ...,а. Жу является ввиду N.2.4. 

<2-п од группоидом в ^ , при у = 1, 2, ..., а, итак утверждение справедливо. 

5. Изоморфное отображение Й-группоидов 

8.5.1. Пусть ^ = <С7, + , «а> и ^ * = <С7*, + , й> - 0-группоиды. Говорим, 

что О-группоиды ^ и ^ * того же самого типа, если существует взаимно одно­

значное отображение к системы операций ^ на систему операций <2*, обладаю­

щее следующим свойством: если со* = //со, сое ^, со* е ^*, то операции со и со* 

одинакового типа л. 

З а м е ч а н и е . О-группоиды гё = <(7, + , Й> и ^ * = <<7*, + , П*> одинакового 

типа являются универсальными алгебрами того же типа. 

У с л о в и е . Далее мы будем рассматривать только ^-группоиды с тем же 

множеством мультиоператоров ^. 

8.5.2. Пусть С# = <С7, + , 0> и ^ * = <(?*, + , Г2> - О-группоиды, пусть су­

ществует отображение ср поля (7 О-группоида ^ в (на) поле (7* О-группоида ^ * , 

обладающее следующим свойством: для всякой пары (аи, ак) элементов ан, ак 

из # в определенном порядке имеет место 

ср(ан + ал) = (сран) + (<ра*) (5.1.) 

и для любой л-членной последовательности ах, а2, ..., ап элементов из с§ 

и всякой п-арной операции ш из О в силе 

ср(а{а2 ... апсо) = (с?^) (<ря2) ... (срап) со. (5.2.) 
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Отображение ср называем гомоморфным отображением О-группоида <3 в (на) 

О-группоид <§* или деформацией <3 в (на) <§*. 

8.5.3. Пусть ср — гомоморфное отображение О-группоида <3 на О-группоид 

<§*. Тогда говорим, что О-группоид <§* гомоморфен О-группоиду <§ и что ср есть 

гомоморфизм О-группоида <§ на <§*. 

8.5.4. Пусть ф — взаимно однозначное отображение поля О О-группоида <§ 

в (на) поле О* О-группоида <§*. Пусть ф — гомоморфизм <§ в (на) <3*. Тогда 

его называем изоморфизмом О-группоида <3 в (на) О-группоид <§*. Если ф 

изоморфизм <§ на <§*, то говорим, что О-группоид <§* является изоморфным 

образом О-группоида <§ или просто, что О-группоид <§* изоморфен О-груп-

поиду <§. 

З а м е ч а н и е . Отображение ср О-группоида <§ в (на) О-группоид <§* является 

гомоморфизмом (изоморфизмом) тогда и только тогда, если ср есть гомо­

морфизм (изоморфизм) <§ в (на) <§*, считая <§ и <§* универсальными алгебрами 

с системой операций О' = О и { + }. 

В.5.5. Пусть ср — отображение О-группоида <§ в О-группоид <§*. ср опре­

деляет отображение ср систем М всех подмножеств О-группоида <§ в систему 

М* всех подмножеств О-группоида <§*, обладающее следующим свойством: 

для любого А Ф 0, А е М является его образом срА а<§*9 множество всех тех 

элементов а* из <§* выполняющих соотношение а* = ера, причем а е А. Кроме 

того определим ср 0 = 0. Говорим, что ср есть расширенное отображение. 

У.5.1. Пусть ср — гомоморфное отображение О-группоида <3 = <С7, -ь, 0> 

в О-группоид <§* = <(/*, + , 0 > . Пусть {А19А2, ...} — система подмножеств 

в О-группоиду <39 пусть со — любая и-арная операция из О. Тогда для расширен­

ного отображения справедливо: 

<р(Ан + А ) = <М* + <М* (5.3.) 

срОМ 2 ... Асо) = (срАх) (фА2) ... (саЛп) со (5.4.) 

Если /!Л + АкаА' и -4^2 ... АпсосА9 то 

<М/, 4- фАкс2(рА' (5.5.) 

(<М-) (<р42) ••• (<М«) сос^Л. (5.6.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о , ср является гомоморфным отображением универсальной 

алгебры ^ = <(?, 0'> в ^ * - <С7*, 0'>, 0 ' = О и { + }. Ввиду [3]У.1/3 для 

любой /1-арной операции со' из О' справедливо: 

ф О М а ... Апсо') = («рЛ-) (фЛ2) ... (срАп) со' 

и имеют место соотношения (5.3.) и (5.4.). Далее для АгА2 ... Апсо'аА имеет 

место (фАх) (срА2) ... (срАп) со'асрА и справедливы соотношения (5.5.) и (5.6.). 

19 



У с л о в и е . Поскольку обеспечено, что не дойдет к недоразумению, постольку 

будем обозначать расширенное гомоморфное отображение ср, определенное 

гомоморфрным отображением ср, просто только ср. 

У.5.2. Пусть ср — гомоморфное отображение О-группоида ^ = <Сг, +,&> 

в О-группоид ^ * = <&*, + , ^}. Пусть $4 — О-подгруппоид в У. Тогда образ 

ср$$ ^-подгруппоида д$ при расширенном отображении ср является ^-подгруп­

поидом в ^ * . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А1 = А при 1 = 1, 2, ..., п, где А является полем 

О-подгруппоида $4 в ^ . В силу теоремы У.5Л. из соотношений А + А а А 

и А1А2 ... АпсоаА вытекают для расширенного отбражения соотношения 

срА + срАасрА и (срАх) (срА2) ... (срАп) со а ер А, что и требовалось доказать. 

З а м е ч а н и е . Пусть имеется гомоморфное отображение ср О-группоида 

^ на О-группоид ^ * . Это отображение, в качестве отображения множества О 

на множество О*, определяет разбиение В поля О соответствующее отобра­

жению ср ([1].6.5.). 

В.5.6. Разбиение В, всякий элемент а которого состоит из всех первообразов 

того же элемента я * е с3* при гомоморфном отображении ср, называется раз­

биением соответствующим гомоморфному отображению ср или деформацион­

ным разбиением относительно ср. 

У.5.3. Пусть ср — гомоморфное отображение О-группоида ^ = <С7, +,:0> 

на О-группоид ^ * = <С7*, + , ^у. Разбиение В поля О, соответствующее гомо­

морфизму ср, есть образующее. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (ап,ак) — любая пара элементов из В в опре­

деленном порядке, й1,а2, ..., йп — любая последовательность п элементов из В 

и пусть со — и-арная операция из ^. Каждый элемент а{ е В, при 1 = V 2, ..., п, 

к, к, является множеством всех элементов а1 из <§, отображающихся в гомо­

морфизме ср на тот же элемент # * е ^ * , т. е. аье а{ < = > сра1 = а* при / = 

= V 2, ..., п, к, к. Если а' е ап + ак, то а' = ап + ак, ера' = ср(ан + ак) = 

= сран + срак = а* -{- а* = а*, т. е. элемент а' является элементом некоторого 

класса а' разбиения В и справедливо: ап + акаа' е В. Если # е аха2 ... #л<х>, 

то а = ^^2 ... й„ш> ера = ср(а1а2 ... #„а>) = (<№) (фя2) ••• (<№) ш — &*&*.•. а*со = 

= <2* е ^ * , т. е. элемент я является элементом некоторого класса а разбиения 5 

и справедливо: а х а 2 ••• апсоаа. Ввиду того, разбиение В есть образующее. 

Б.5.7. Пусть В — деформационное разбиение, определенное в предыдущей 

теореме. .О-фактороид ^ на ^-группоиду ^ , соответствующий разбиению В, 

называем деформационным О-фактороидом или О-фактороидом, соответствую­

щим гомоморфизму ср. 

З а м е ч а н и е . Пусть ср — изоморфизм О-группоида ^ на .(2-группоид ^ * , 

пусть В — разбиение, соответствующее ср. Тогда это разбиение является наи-
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меньшим разбиением Втш на (2-группоиду <$. Это значит, В является полем 

наименьшего О-фактороида @т[п на ^2-группоиду <3. 

N.5.4. Пусть существует отображение (р поля <3 (2-групповда <3 = <[0, +, 0> 

на множество О*. Пусть разбиение В на О, соответствующее отображению ср, 

образующее. Тогда можно в О* определить сложение и множество мульти-

операторов ^ так, что О* будет полем .О-группоида ^ * и < р гомоморфизмом 

О-группоида <& на .(2-группоид <3*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (ап, ак) — любая пара элементов из У в определен­

ном порядке, а19 а2, ..., ап — последовательность п элементов из <3, со — любая 

л-арная операция из ^. Пусть а{еВ, а* е О* при г = 1, 2, ..., и, А, к и пусть 

справедливо: а1еа-1<[ = У сра1 = #*. Тогда имеет место: 

#' = #л + аке ан + акаае В, 

а = аха2 ... апсо е а1а2 ... апсоаае В. 

Отсюда следует, что существуют элементы а'* и а*, выполняющие равенства 

ера' = а'* и ера = а*. Если определить а* + а* = я ' * , а*я* ... д*ш = я*, то <2* 

является полем .(2-группоида и для отображения <р справедливо: сран + срак = 

= а* + а* = а'* = ера' = ср(аи + ак), (срах) (сра2) ... (срап) со = а*а* ... а*со = 

= а* = ера = ср(а1а2 ... апсо). 

N.5.5. Пусть ф — взаимно однозначное отображение поля О .(2-группоида 

0 = <С7, + , 0 > на множество С7*. Тогда можно в О* определить сложение 

и множество мультиоператоров ^ так, что О* будет полем О-группоида <3* = 

= {О*, +, ^У и ф изоморфизмом <3 на <&*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорема является следствием теоремы N.5.4. 

N.5.6. Пусть У = (О, +^у — .(2-группоид, пусть ^ * — группоид и пусть 

ср — изоморфизм аддитивного группоида .(2-группоида <3 на группоид <§*.. 

Тогда можно в с§* определить множество мультиоператоров ^ так, что У* 

является О-группоидом и ср будет изоморфизмом .О-группоида ^ на <§* = 

= <С*, +,Я>. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , <р есть взаимно однозначное отображение О на О*. Пусть 

а}, а2, ...,ап — любая последовательность п элементов из <3, пусть со е О 

и сра1 = а* е ^ * при / = \,2, ..., п. Так как <р изоморфизм аддитивного груп­

поида .(2-группоида <3 на группоид <§*, справедливо для любой пары (ан, ак) 

элементов из <§ в определенном порядке соотношение: ср(ап + ак) = сран + срак* 

Определим на <§* систему операций ^, пологая: а* = а*а* ... а*со для а* = 

= ера и а* = срал, причем а = а^а2 ... апсо, I = 1, 2, ..., п. В силу предположений 

теоремы элемент а* определен элементами а*, а2, ..., ап однозначно. Спра­

ведливо, что ера = а* = а*а*2а* ... а*со = (срах) (сра2) ... (срап) со, что и т р е б о в а ­

лось доказать. 
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У.5.7. Пусть существует гомоморфизм ср группоида <& на аддитивный груп­

поид (2-группоида <§* = <(?*, + , 0>. Пусть <§ — фактороид на группоиду <§, 

соответствующий гомоморфизму ср. Тогда можно в <3 определить множество 

мультиоператоров так, что фактороид <3 является аддитивным группоидом 

Г р у п п о и д а <§ — ([О, ©, ^У и ^-группоид <§ изоморфен О-группоиду <3*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разбиение О на группоиду <3, соответствующее гомо­

морфизму ср является образующим разбиением на <§ и существует изоморфизм 

ф аддитивного группоида ^-группоида <§* на фактороид <§ ([1]16.1.1.). В силу 

теоремы У.5.6. теорема справедлива. 

У.5.8. Пусть <§ = <С7, +, ^} — О-группоид, обладающий нулевым элементом 

О, пусть ср — гомоморфизм :С2-группоида <§ на .(2-группоид <§* = <С7*, + , 0>. 

Тогда также О-группоид <@* обладает нулевым элементом 0* и справедливо 

О * = срО. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду 0.1.2. О является нулевым элементом аддитивного 

группоида 12-группоида <§. Пусть 0* — образ элемента 0 при гомоморфизме ср. 

Тогда в силу [1] 18.7.4. О* является нулевым элементом аддитивного группоида 

кС2-группоида^*иввиду(1.1.)будетО* = срО = ф(00 ... Оса) = (ср0)(ср0)... (ср0)со = 

= 0*0* ... 0*а>, что и требовалось доказать. 

У.5.9. Пусть существует гомоморфизм ср Г2-группоида <§ = <(?, + , 0 > на 

О-группоид <$* = <Сг*, + ,&>. Пусть в <§* существует нулевой элемент 0*. 

Тогда подмножество Аа<3 всех элементов а из <§, удовлетворяющих равенству 

ера = 0* будет полем .(2-подгруппоида з$ в <§. Поле А этого ш-подгруппоида 

будет нулевым элементом О-фактороида 2 = <[В, ф , 0> соответствующего 

гомоморфизму ср. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . А — множество тех элементов ае<§, удовлетсовряющих 

равенству ера = 0*. Предположим, что аье А1 при / = 1,2, ...,//, пологая 

А1 = А2 = -• = Ап = Л. Всякий элемент #' е У4 + Л будет элементом вида 

а = ан + ал, причем апеА, акеА и имеет место ф#' = <р(ал + ял) = сран + 

+ ф ^ = 0* + 0* = 0*, т. е. а' е >4. Ввиду того есть 

А + АаА. (5.1.) 

Всякий элемент ае А1А2 ... Апсо, со е ^, будет элементом вида а = аха2 ... апсо, 

где аЬЕ А( при / = 1, 2, ..., п и имеет место равенство </>я = ср(ага2 ... айш) = 

= (фах) (</?а2) ••• ((Рап) ю = 0*0* ... 0*ш = 0*, в силу которого л является эле­

ментом А. Ввиду того для г = 1, 2, ..., л справедливо: 

-4ХУ42 ... Апсос:А, А1 = Л. (5.8.) 

Принимая во внимание (5.7.), (5.8.) и У.1.1., видим, что Л является полем 

12-подгруппоида в <§. По предположениям теоремы можно утверждать, что 
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А — а является элементом ^-фактороида Я = < Д ©, Й>, соответствующего 

гомоморфизму ср. Пусть В е О), В ф а. В является множеством всех элементов 

Ье{§, отображающихся при отображении ср в определенный элемент IV* е ^ * , 

Ъ* ф 0*. Элемент Ь + а содержится в классе Н Й И имеет место равенство 

<р(Ъ + а) — срЬ + ера ~ /3* + 0* = 6*. Это значит, что Ь + а является перво­

образом элемента Ь* при ср. Поэтому Ь + ае В и так /5 + ас/5. Ввиду 0.2.2. 

для всякого элемента /3 е ^ , 5 Ф а в силе равенство 

В ®а= В. (5.9.) 

Аналогично для всякого элемента 5 е ^ имеет место 

а 0/5 = /5. (5.10.) 

Ввиду [1 ] 18.4. с7 является нулевым элементом аддитивного группоида ^-фак-

тороида ^ . Так как А является полем ^-подгруппоида в ^ , то для всякой 

операции со е ^, справедливо: АЛА2 ... АпсоаА, при А± = А2 = ... = ^„ = А = 

= а, т. е. аа ... #со = а, со е й. Ввиду 0.1.2. а есть нулевой элемент ^-фактороида 

п раз 

У.5.10. Пусть имеется гомоморфизм ср ^-груп^I0ида У = <<7, + , ^> на 

^-группоид ^ * = <(?*, + , ^у. Тогда ^-группоид 0 * изоморфен ^-фактороиду 

^ на ^ , соответствующему гомоморфизму ср. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поле В ^-фактороида Я га ^ есть ввиду Т>.Ь.1. и У.5.3. 

образующим деформационным разбиением. По [1] 16.1. существует изоморфизм 

ф фактороида аддитивного группоида ^-группоида ^ , т. е. аддитивного груп­

поида О-фактороида й) на адитивный группоид ^-группоида ^ * , обладающий 

свойством: фа = ера = а*, для всякого элемента а из 0> ч аеа. Требуется 

доказать, что это отображение соблюдает тоже все и-арные операции со е^. 

Так как ср — гомоморфизм гё на ^ * , справедливо для всякой последователь­

ности а±,а2, ...,ап,п элементов из # и всякой п-арной операции со из ^ сле­

дующее: а* = ера = ср(а{а2 ... <7,.(о) = (ц>а^)(сра2) ... (с/?ап) со = а^а* ••• а*со> 
а\а1 ••• #«со = а-> примем с/* = сра1 является при / = 1,2, ..., п элементом из ^ * . 

Пусть а{ес11, а{еО) для / = 1,2, . . . ,п. Тогда фа-1 = соя,- = а* и имеет место 

соотношение: Й ^ ... апсоеа{а2 ... апсоаа{а2 ... с7ясо б ^ . В силу того 

íp(a{a2 ... c7„co) = \jj(a{a2 ... ct̂ co) 

и имеет место: ф(ала2 ... а„со) = ср(а{а2 ... с7,?со) = (срал)(сра2) ... (срап) со = 

= (фа1)(фа2) ... (фап)а). 

\\5.11. Пусть существует изоморфное отображение ^-фактороида ^ = 

= <С, ® , 0 > ^-группоида У = <<7, + ,-!> на ^-^руппоид ^ * = <(?*, + ^у. 

Тогда ^-группоид # * гомоморфен &-группоиду У. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть О является полем .О-фактороида {§ на .О-группоиду 

^ , пусть ф — изоморфизм ^ * на (3. Отображение ф является изоморфизмом 

аддитивного группоида ^-группоида <$* на фактороид аддитивного группоида 

О-группоида ^ и ввиду [1] 16.1.1. существует гомоморфизм со аддитивного 

группоида О-группоида ^ на аддитивный группоид .(2-группоида ^ * . Всем 

элементам а из ^ , выпольняющим соотношение: аеаеУ соответствует при 

отображении со тот же элемент а* е У*9 удовлетворяющий равенству фа* = а9 

т. е. ф~ ха = ера. Надо доказать, что ср — гомоморфное отображение О-группои-

да ^ на (2-группоид ^ * в смысле 0.5.2. Пусть со — любая и-арная операция из ^9 

со — соответствующая ей операция из Г2, пусть а19а29 ..., ап(а19а2, ...9с1п) — 

любая последовательность п элементов из 0(0)9 а1еа{9 при / '= 1,2, . . .,л. 

Тогда справедливо: а^а2 ... апсоеа1а2 ... апсоаала2 ... апсое^. Это значит, что 

ср(аха2 ... апсо) = ф~\ала2 ... апсо) == 

= (ф~^а1)(ф~1а2) ... (ф~*ап)со = (срал)(сра2) ... (срап) со 

что и требовалось доказать. 

Совмещением теорем N.5.11. и У.5.10. является так называемая первая тео­

рема об изоморфизме N.5.12. 

N.5.12. Если О-группоид ^ * является гомоморфным образом О-группоида У. 

тогда он является изоморфным образом какого-нибудь О-фактороида ^ на <39 

Если ^ * — изоморфный образ какого-нибудь (2-фактороида «̂  на ^-группоиду 

^ , то он является гомоморфным образом О-группоида {§. 

N.5.13. Вторая теорема об изоморфизме. 

Каждые два сопраженных Ф-фактороида $# = <Л, ©, ^)9 Ш = <Я, ©, 0> 

в О-группоиду ^ изоморфны, причем изоморфизм определен инцидентностью 

элементов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По предположению теоремы всякий элемент .(2-факто-

роида $4 пересекается с одним и только с одним элементом из {% и одновременно 

всякий элемент из Ш пересекается с одним и только с одним элементом из $ё. 

Если всякому элементу а е ~И поставить в соответствие тот элемент Ъ е ЯУ 

который с ним пересекается, то получим взаимно однозначное отображение 

ср О-фактороида $0 на О-фактороид ^ . Пусть (аН9 ак) — любая пара элементов 

в определенном порядке, а19 а29 ...9ап — любая последовательность п элементов 

из ~М9 со — любая «-арная операция из ^9 сое(2. Пусть Ь19 для 1 = 1, 2,..., п9 А, к9 

тот элемент из Ш9 который пересекается с элементом а19 т. е. Ъ{ = сра1. Пологая 

х1 = а1 п Ъ19 получим следующие соотношения: 

хп + хкааи + акаан ® ак9 хн + хкаЬп + ЬкаВп ® Ьк (5.11.) 

причем ан® аке $49 Ън ® Ъке
 (М и далее 

ххх2 ... хпсос:ала2 ... апсоаа1а2 ... апсо (5.12.) 

Ххх2 ... хпсоаЪ1Ъ2 ... ЬпсоаЬ1Ь2 ... ЬпО), 
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причем аха2 ... апсо е &$, ЬХЬ2 ... Бпсо е Ш. Ввиду (5.11.) справедливо: 

хп + хка(ак © ак) п (Ън © Ък) 

итак элемент ап ® ак пересекается с элементом Ък® Ък, т. е. справедливо со­

отношение: срап ® срак = Ъп ® Ък = ср(ап © ак). Аналогично ввиду (5.12.) имеет 

место: ххх2 ... хпспс^аха2 ... апсо п 5,52 ... Ъпсо и можно утверждать, что 

(срах) (сра2) ... (ф#и) со = й 1 б 2 ... />„ш = ср(аха2 ... «„со). Поэтому будет ср изо­

морфным отображением зё на ^ . 

N.5.14. Пусть (€ = <С, + , (2> - О-подгруппоид, § = <(7, ф , Й> (2-фактороид 

в «С2-группоиду (3 = <(7, + , :С2>. Пусть имеет место соотношение С п дС? Ф 0. 

Тогда оболочка ^ С # и сечение ^ ' п ^ изоморфны и изоморфизм определен 

инцидентностью элементов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорема является следствием теоремы N.5.13. так как 
(€ п Ц и (€ С ^ сопраженные Ф-фактороиды. 

N.5.15. Третья теорема об изоморфизме. 

Любой .(2-фактороид Ш = <Й, ©, Й> на каком-нибудь .(2-фактороиду & — 

= <Д ©, О} _Г2-группоида ^ = <С7, + , &> и покрытие ^ = <Л, ©, 0> (2-фак-

тороида Ш, вынужденное .О-фактороидом Ш, изоморфны. При этом изомор­

физме всякий элемент Ь е 0& отображается на тот элемент а из $0, который 

является суммой всех элементов (2-фактороида Ш, содержащихся в Ъ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Всякий элемент .(2-фактороида $$ является суммой всех 

элементов (2-фактороида ^ , содержащихся в том же элементе О-фактороида Ш. 

Если к каждому элементу Ъ е Ш присоединить тот элемент а е $2, который 

явдяется суммой всех элементов из Ш, содержащихся в элементе Ъ, то получим 

взаимно однозначное отображение ф .(2-фактороида Ш на -(2-фактороид $4. 

фЪ = а( = }а = и Ь, ЪеЪ (5.13.) 

Пусть (Ьн, Ък) — любая пара элементов в определенном порядке, в1,62, ..., Ъп — 

любая последовательность п элементов из Ш, со е П, пусть 

Ьи®Ък = Ъ' (5.14.) 

Ъ1Ъ1 ...ЪпсЪ = Ъ (5.15.) 

Для всякого элемента Ъ{ из Ш содержащегося в Ъ{, для / = 1, 2, ..., п, к, к 

и всякой и-арной операции со из О в силе 

Ън®Ьк-Ь\ (5.16.) 

Ъфг ... ЬпсоеЬ. (5.17.) 

Пусть а1 тот элемент покрытия $$, который есть суммой всех элементов Ь1 е &, 

содержащихся в Ъ%, т. е. 

а1 = и Ьь Ь1еЪ1, т. е. фЬ{ = а{ (5.18.) 
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Пусть аналогично в силе: 

а' = и /5', /5'е1/, т. е. фЪ' = я ' (5.19.) 

а = и Б, Бе Ъ, т. е. ^й = я (5.20.) 

Ввиду (5.16.) и (5.19.) имеем 

Бп®Бкаа' (5.21.) 

и ввиду (5.17.) и (5.20.) будет 

Б1Б2 ... Бпсос:а. (5.22.) 

Далее справедливо: 

«А + я* = и(бА + адс= и (5А 0 Й ^ С Й ' (5.23.) 

и ^ ^ 2 ... апоэ = и (Б1Б2 ... Ьп(о)с: и (/51/;2 ••• ВпЫ)аа (5.24.) 

Очевидно, что а (а) будет элементом &-фактороида «я/, содержащим элемент 

#л + ^ (^1^2 ••• «^)> и т а к имеем 

#л © я* = я ' (5.25.) 

^ х а 2 ... а/о = а (5.26.) 

Ввиду (5.18.), (5.19.) и (5.20.) можно соотношения (5.25.) и (5.26.) представить 

в виде 

Ф\ © фБк = фЬ' (5.27.) 

(фЪ1)(ФЪ2)..АфЬпУоо = фЪ (5.28.) 

По (5.27.), (5.28.) и ввиду того, что *// взаимно однозначное отображение ^ на «я/, 

теорема справедлива. 

0.5.8. Пусть [X] = ^ 1 ->.. .-» еЗГа — цепь 0-фак1 ороидов от $$ до .^, 

[^] = ${?\ -> ... -*• ^ ~ Ц е п ь -3-фактороидов от # до .9 в ^-группоиду #, 

^ з ,^, # = > ^ — ^-подгруппоиды в О-группоиду ^ . Пусть существует взаимно 

однозначное отображение ср членов цепи [Ж] на члены цепи [^], обладающее 

следующим свойством: 

а) если .С2-фактороид &ь есть образом .О-фактороида Жу при отображении 

ср, то существует изоморфное отображение сру О-фактороида Жу на Г2-факто-

роид «^ и 

Ъ) образом элемента />Гу + 1 = $Жу + \ е .;Гу при изоморфизме <р есть элемент 

-^5 + 1 = ^ « + 1 е ^ , т. е. <р у Х у + 1 - ^ + 1 при у = 1,2, ...,а, 5 = 1,2, ..., Р, 

зЖа + 1 = Я и б ^ + 1 = ^ . 

Отображение ср называется сильным отображением [Ж] на [^] и говорим, 

что цепи [Ж] и [^] изоморфны. 

У.5.16. Две изоморфных цепи [Ж] и [^] О-фактороидов в Г2-группоиду ^ 

обладают той же длиной. 

Доказательство очевидно. 



\.5.17. Изоморфные цепи [Ж\ и \$ё\ в ^-группоиду с3, с длиной а ^ 1, обла­

дают той же укороченной длиной и укороченные цепи изоморфны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду V.5.16. цепи \Ж\ и \У?\ обладают той же длиной 

а §: 1. Всякому несущественному члену цепи [Ж] при сильном отображении 

соответствует несущественный член цепи \&\. Если а > 1, то, выпуская соответ­

ствующие несущественные члены, получим цепи вез повторения, которые 

также изоморфны и обладают той же длиной у . а является укороченной длиной 

цепей [Ж] и \&\ 

\7.5.18. Пусть \Ж\ и [Й7] сопряженные цепи .О-фактороидов в (2-группоиду ^ . 

Тогда существует сильное отображение ср цепи [Ж] на [&\, причем изоморфизм 

соответствующих членов при сильном отображении ср определен инцидент­

ностью элементов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Цепи [Ж\ и \<&\ есть сопряженные, т. е. существует 

взаимно однозначное отображение ср, членов цепи [Ж\ на члены цепи \&\, 

обладающее следующим свойством: если 5 ^ = <рЖу, то Жу и У?ь сопряженные 

О-фактороиды. Ввиду У.5.13. существует изоморфизм сру ;С2-фактороида Жу на 

^2-факгороид ^ д , и он определен инцидентностью элементов. Так как Жу + 1 

является элементом в жу, ^ д + 1 — элементом в <#д и Жу+1 п ^ ь + у Ф 0, должно 

быть <руЖу + 1 — 3?ь + х и ввиду 0.5.8. ф является сильным отображением цепи 

\Ж\ на [Щ. 

\7.5.19. Обобщенная теорема Шрейера 

Всякие две присоединенных цепи \Ж\ и \Щ О-фактороидов в Ф-группоиду ^ 

обладают изоморфными уплотнениями [Ж°\ и [<^°]. При том О-фактороиды, 

соответствующие друг другу при сильном отображении ср, изоморфны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду V.4.8. существуют сопряженные уплотнения [Ж°\, 

[З7°], обладающие той же длиной, цепей [Ж\ и [^] . В силу У.5.18. существует 

сильное отображение цепи [Ж°\ на \3?°\, итак цепи [Х°] и \3?°\ изоморфны. 

В силу последнего определения это значит, что О-фактороиды Жу и У?°ь, &°5 = 

= с/)^°, изоморфны и изоморфизм сру определен инцидентностью элементов. 

V.5.20. Обобщенная теорема Жордан-Гелдера 

Пусть [Ж\ и \У?\ — композиционные и присоединенные цепи О-подгруппоида 

л/ относительно .(2-подгруппоида & в О-группоиду (§. Тогда \Ж\ и \&\ изо­

морфны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Цепи [Ж\ и \<ё\ обладают в силу У.5.19. изоморфными 

уплотнениями \Ж°\ и [&°]. Ввиду У.5.17. цепи \Ж°\ и \3?°\ обладают той же 

укороченной длиной и укороченные цепи изоморфны. Так как [Ж] и \&\ ком­

позиционные цепи, то ввиду 0.4.9. и У.4.9. [Ж\ является укороченной цепью 

[Ж°\ и [&\ укороченной цепью [-5?°]. В силу того \Ж\ и [У?\ изоморфны. 
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Shrnutí 

G R U P O I D Y S M U L T I O P E R Á T O R Y 

Lenka Poncová 

Práce je zobecněním teorie grupoidů rozpracované v knize O. Borůvka: „Základy teorie grupoidů 
a grup" a aplikací teorie univerzálních algeber, zejména výsledků práce L. Sedláček: „Univerzální 
algebry" na grupoidy. 

Článek je rozčleněn do pěti odstavců, v prvním z nichž jsou uvedeny základní vlastnosti í2-gru-
poidů. Obsahem dalších odstavců jsou poznatky o vytvořujících rozkladech a faktorových 
strukturách — .Q-faktoroidech v .Q-grupoidech, o jednoduchých .Q-grupoidech a .Q-faktoroidecru 
o řetězcích .Q-faktoroidů v .Q-grupoidech a jejich vlastnostech. V posledním odstavci je věnována 
pozornost homomorfnímu a izomorfnímu zobrazení í2-grupoidů. Práce si nečiní nárok na úplnost. 

Summary 

G R O U P O I D S W I T H M U L T I O P E R A T O R S 

Lenka Poncová 

This páper is a generalization of the theory of groupoids treated in O. Borůvka,s "Foundations 
of the theory of groupoids and groups" and an application of the theory of universal algebras using 
especially the results of L. Sedláček's work "Universal Algebras" on groupoids. 

The article is divided into five sections. Section one introduces the basic properties of.Q-groupoids. 
Section two gives the outcornes to decornpositions and factor structures, .Q-factoroids in í2-groupoíds. 
Section three is devoted to sirnple .Q-groupoids and jQ-factoroids. Section four deals with the chains 
of .Q-factoroids in .Q-groupoids and with their properties. In section five speciál attention is paid 
to the hornornorphic and isornorphic rnappings of .Q-groupoids. This article does not lay any daíni 
for cornpleteness and the findings achieved here can well be applied to groups with rnultioperators. 
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