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1977 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALШM — TOM 53 

Katedra matematické analýzy a numerické matematiky přírodovědecké fakulty 

Vedoucí katedry: Prof. RNDr. Miroslav Laitoch, CSc. 

E I N E BEMERKUNG ZUR SICH SELBST B E G L E I T E N D E N 
D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G 

JOSEF HOSEK 
(Eingegangen am 31. März 1976) 

Es gebe eine Differentialgleichung (im weiteren DG1.) zweiter Ordnung Jacobischer 
Form 

>" = ß(0 >', (i) 

mit in offenem Intervall definierten Funktion Q und mit einer Ableitung zweiter 
Ordnung inj. Also Q e C(2). 

Vereinbarung: Wenn u eine Lösung (ein Integral) der DG1. (1) ist, schreiben 
wir abkürzend ue (1). Die Menge aller reellen Zahlen bezeichnen wir mit R. 

in [1] wird der Begriff einer begleitenden Gleichung von (1) mit der Basis [a, />] 
eingeführt und wird als DG1. 

y" = Ö i « y 

bezeichnet. Hierbei 

a - P Q V .Va 2-/> 2Ö 

a2 + ß2 > 0, a, ß e R, Q(t) < 0 

für t ej. In [2] wird dieser Begriff gewissermaßen verallgemeinert, denn es wird 
vorausgesetzt, daß für t ej oc2 - ß2Q(t) # 0 gilt. Der Träger Qt der DG1. (2) wird 
durch die Beziehung 

ß, = ß + --/"„'12 + J\ «2 - £2Ö I (-T-=====--"Y. a ' + ß2 > 0, «,ß e R 
«2 - ß2Q \ V| a2 - ß20 | / 
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definiert. In (3) definiert man die sogenannte erste begleitende Gleichung von (1) 
mit der Basis [a, /?], a, ß sind reelle Funktionen von Argument t, für die 

a, ß e C(3), (3) 

a 2 ( 0 + a(0 ß'if) - a '(0 ß(f) - ß\t) Q(0 # 0, für t ej gilt. (4) 

Es wird gezeigt, daß der Träger Qx der ersten begleitenden Gleichung (2) im vorliegen
dem Fall in der Form 

Q, = Q + 

L
 g g " ± 2 g / 3 ' 8 ± ^ 6 ' + cf."ß' + 2ß'2Q+ ßß'Q' - 2a'ßQ - 2a' 2 - a'/T - 00"Q 

a 2 + aß' - a'ß - ß2Q + 

+ v i a2 + aß' - aß - ß2Q 
1 

V| «2 + aß' - oĽß - ß2Q | 
(5) 

geschrieben werden kann. In [3] wird ebenfalls bewiesen: Wenn Q e C ( 2 ) in /, // e (1) 
und die Funktionen a, ß die Bedingungen von (3) und (4) befriedigen, so ist die 
Funktion z, für d\Q 

-(0 = a(ř)и(í) + ß(t)u'(t) 

V|a2(0 + a(.)/r(f) - a7(7)//(0 - /í2(0Q(0l 

gilt, eine Lösung der DG1. (2) und der Träger ist der Form von (5). 

Be i sp ie l : Es gelte im Spezialfall für den Träger Q{ der ersten begleitenden 
Gleichung (5) vom (1) mit der Basis [a, ß~\ 

1 

V | a 2 + aß' -a'ß-ß2Q\ 

Hieraus ergibt sich unmittelbar 

0, ß(t) + 0 für tej. 

a2 + aß' - a'ß - ß2Q = — • -- — 

' * ' * C
2(t + D)2 

mit C, D e R, C Ф 0, £ = sgn (a2 + aß' - a'ß - ß2Q) = + 1, / ф -D, so daß 

1 QO) = -, 
ßV) 

a2(t) + a(t)ß'(t)-a'(t)ß{t) 
ť(t + D)2] 

und die DG1. (1) im vorliegenden Fall wird in der Form 

У = 
Г(0 

Л a2(t) + a(t)ß'(t)-a'(t)ß(t) 
ť(t + D)l\ 

(la) 

geschrieben. Ohne Mühe wird weiter nachgewiesen, daß die erste begleitende Glei
chung von (la) mit der Basis [a, ß\ durch die Beziehung 
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+^xo+m+*inmi]}y ( 5a) j _ 
ДГt) 

gegeben ist. Nun bestimmen wir noch die zweite begleitende Gleichung von (la) 
mit der Basis [a, ß] (siehe [1]). Wird der Träger Q_ durch (5a) definiert, dann ist 
seine Ableitung 

Ö', = ^ | - 2 a 2 / 3 ' - 2 a / 3 ' 2 + ^ - ^ | + ir-2a2/r-2a/r2 + - - 2 ^ - l 
?3 L C2(l + Df] 

+ - i - f w + a/3" - ß'ß" + -*— - 2___+J_>l + 
/?2 L C2(( + D)3 ( + D J 

+ J L- + r + 2(*' + __ -0- + /O1 

Weiter gilt: 

a 2 + a / r _ «y, _ / J - ß l _ e - C 2 ^ + D)[2(a + ^ ) + (2a' + ^) ( t + D)], 
C2^ + D)2 

aa" + 2a/3'ß, + otfß. + a"j3' + 2/3'2ß, + /?/,'ß. - 2a'jßß1 - 2a'2 - a'/3" - ßß"Qx = 

= 2aa" + a/3'" - 4a'/?" - 4a'2 + 2a"/?' + /?/?'" - /?"2 + — -
C2/?(2 + D)3 

x [(2aa'J?' + 2a'/?'2 + 2a/?'/3") C2(? + Df + 

+ 2j?'(a + J?')2 C2(f + D)2 + e(2a' + /?") (. + D) + 2£(a + /?')] -

- 2 - ^ ± i _ [ a ' 0 + D) + a + /?']. 
(t + Df 

Daraus können wir leicht folgern, daß die zweite gebleitende Gleichung von (la) mit 
der Basis [a, /?] lautet: 

, Í 1 Г / „« є 1 1 Г , .„ 2 (« + /?')! 
»" = {—- a(a + /?') + — a' + ß" + —S -^-

( /i2 L C2(í + D)2J /? L t + I> i 

C2(t + D___[2aa_ + лß'" - 4o__ + 2a"/?' + /?'/?"' - /____ 

є - C 2 ^ . + D)[2(a + /?') + (2a' + /?')(* + D)] 

C2(t + !>)3 [2aa'/?' + 2a'/?'2 + 2a/3'/?" + /?'2/?"] 
+ J?(ř + D) {є - C2/?(г + D) [2(a + /?') + (2a' + /?') (ř + D)]} 

2/?'C2(f + D)2(a + /3')2 + є(ŕ + D)(2a' + J?") + 2є(a + jS')_ 

ß(l + D) {є - jЗC2(í+ D) [2(a + /?') + (2a' + /3')(7+ D)]} 

_ 2C2(a + /?')[a'(t + P) + a + /?'] 

є - /?C2(í + D) [2(a + jЗ') + (2a' + ß')(í + D) 

+ 

(5b) 
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Bemerkung: Wenn a, ßeR, ß # 0, s ^ |, erhalten wir aus (ia), (5a), (5b) 
sukzessiv 

У -
1 

ß2 ß2C2(t + D)2 

a2 1 
W~ ß2C2(t + D)2+W^]y (siChe[3])l 

a2 1_ ___2a 2a[l - aj8C2Q + D)_ 
i82~ j82C2(* + üf ß(t + D) + /j(r + />) [i _ 2a)8C2(t + D)] < } 

Im weiteren befassen wir uns mit dem Problem eine DG1. (I) zu finden, die zu sich 
selbst begleitend mit der Basis [a, ß~] ist, wo a, ß reellen Funktionen vom Argument t 
darstellen. Wir suchen also geeignete Träger Q der DG1. (1) damit bei gegebener 
Basis [a, ß\ in (5) Q±(t) = Q(t) identisch erfüllt wäre. Die angegebene Identität 
gilt genau dann, wenn die Funktion Q ein Integral der DG1. 

2a" + 2aß'Q + aj8ß' + a"j8' + 2ß'2Q + ßß'Q' - 2a ßQ - 2a/2 - aß" - ßß"Q 

a2 + aß' - a'ß - ß2Q 

+ Vi a2 + aj8' - aß - ß2Q\ + (—-== — ~ — — ~ = = - = 0 
\ V | a 2 + aj8'- aß - ß2Q\) 

darstellt. 
Für a, ß e R ist dieses Problem bereits in [2] aufgelöst. Zunächst führen wir einen 

Trivialfali ein. 

Satz 1. Es gebe Funktionen a, ß mit a(t) # 0, ß(t) = 0, t ej, y. e C{3). Dann ist 
für jeden (4) erfüllenden Träger Q e C{2) bei der Basis [a, 0] die DGL (i) zu sich se/bst 
begleitend. 

Beweis: Nach (5) läßt sich schreiben 

*r\ „ /N a(0a"(0-2a ' 2 (0 , M l / 1 
ßi(0 = Ö 0 + ~ ^ H ; T — + I aW I T̂ TTYi 

a2(t) V I a (0 I 

woraus Qi(t) = Q(l) für tej folgt. 

Im folgenden werden die Funktionen a, ß mit den Eigenschaften (3), (4), ß(t) ^ 0 
inj und die DGL (1) zu sich selbst begleitend bei der Basis [a, ß\ vorausgesetzt. Ist 

nun u eine beliebige Lösung von (1), so ist die Funktion 
Vi a2 + aj8' - a'ß - ß2Q \ 

notwendig uch eine solche. Daher gibt es eine Abbildung A, die jeden ue(l) ein 

Integral —<=(!) zuordnet. Auf diese Weise definierte Ab-
V| a2 + aß' - a'ß - ß2Q | 

bildung A ist eine lineare Abbildung der Menge aller Lösungen von (1) in sich. Be-
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trachten wir nun eine solche nichttriviale Lösung u e (1) — soweit es existiert — 
für die 

, _ zu + ßu' 

V | OІ2 + aß' - a'ß - ß2Q i 
su (6) 

gilt, mit ^ e R , s 9- 0. Die Lösung we( l ) , welche (6) erfült, heißt eine normal Lösung. 
Wird 

i a2 + aß' - a'ß - ß2Q \ - e(a2 + aß' - a'ß - ß2Q) 

gesetzt, wo nach (4) e — sgn (a2 + aß' — aß — ß2Q) — + ] , so läßt sich aus der 
Beziehung (6) 

" - Wг(a 2 + *ß' - oĽß - ß2Q) - a 

mit daraus 

u — u 
s Vє(a2 + a/8' - a'j8 - /82Q) - a V / s Vг(a2 + aß' - oĽß - ß2Q) - a Y 

/» .] 
ausdrücken. Da i.e (1), ist u" = Q(t)u, erhalten wir durch Einsetzen in den letzten 
Ausdruck für u" 

k 2 

. [ ( І ^ (a2 + яß' - a'jS - /?2ß) - oc , 

/З 

+ Tss/e(a2 + a < g , - « , j 8 - j 8 2 e ) - a Y _ J _ Q 

Da u nach der Voraussetzung eine nichttriviale Lösung darstellt, gelangen wir nach 
einer Reihe von Umformungen zu 

2 s(2aa' + o/T - a"/8 - 2j8j8'Q - /J2Q') j8 - 2s(a2 + a/T - a']8 - ß20)(2a + ß') 

2[s(a2 + aj8' - a'j8 - j82g]3/2 

+ s - 0. (7) 

Die Gleichung (7) ist eine charakteristische Gleichung der linearen Abbildung A 
und ihre reellen Lösungen existieren genau dann, wenn 

£(2aa' + aß" - aß - 2ßß'Q - ß2Qf) ß - 2s(a2 + aß' - a'ß - ß20)(2ot + ß') __ 

2[e(a2 + aß' - a')8 - ß2Qfl2 

(8) 
wo c geeignete reelle Konstante ist. 

Bei der Integration von DG1. (8) bezüglich Q betrachten wir zuerst den Spezialfall 

xß' - a'ß - ß2Q = k, wo k sgn k = (_____ . ) , k # 0, c * 0, k, ce R. 



'2a + jS'V 
Die Identität k sgn k = ( - — -— | wird erfüllt genau dann, wenn für die Funk

tionen a, ß im Intervall j 
t 

ß(t) = - 2 J a(v) dv + | c | N/k sgn kt + h, he P 

gilt. 

Lemma 1 : Die Funktion 

Q(t) = - ~ Џ2(t) + 2(t)ß'(t) - a'(t)ß(t) - ą (9) 

2a + ß'\2 

für k sgn k = I '— ) iSt die Lösung der DGl. (8) genau dann, wenn c > 0, 

2a(t) + ß'(t) < 0 Oder c < 0, 2a(t) + ß'(t) > 0 gi/t. 

Beweis : Nach (9) gilt 

0' = — [(2aa' + aß" - a"ß)ß - 2j8'(a2 + a/T - a'ß - k)] 
/?3 

und durch Einsetzen dieser Ausdrücke für die Funktionen Q, Q' in die linke Seite 
von DGl. (8), ergibt sich 

e[2aa' + aß" - aß - — ~ ( a 2 + aß' - aß - k) - (2aa' + aß" - a"ß)} ß 

(2eký 

2/ľг(a2 + a/ľ - aŢ? - Ã:) - 2eÃ:(2a + Л 

(2гA :)T _ 

c |(2a + /?') 

| 2a + /ľ 

Daraus folgt die Satzaussage. 

B e m e r k u n g : Sind speziell a, ß e R, a ^ 0, ß ^ 0, so ist k sg 

aus (9) ergibt sich 
-m und 

e«) 2 
' , _ / 2 a ^ 2 ' 

" + v ^ 
Wenn wir noch \i = - - setzen, können wir den Träger Q in der Form 

P 

6(0 = ^2 + V 
schreiben (vergleiche mit [2]). 

Es sie nun a 2 + aß' - aß - ß2Q / 0 im Intervall/; setzen, wir 

x(0 = fi(a2 + aß' - a'ß - ß2Q\ (Ю) 



so ist x(t) > 0 und 

x'(t) = e(2aa' + aß" - a'jß - 2^/3'Q - ß2Q '). 

Danach läßt sich die DG1. (8) in der Form 

x' = 2-~j[2a(t) + ß'(t) + cx,/^ (11) 

schreiben. Mit der Variation der Konstante stellen wir fest, daß diese DGL eine nicht
triviale Lösung 

x(0 = 
e X p 2 f ^ í l ± ^ d í ^XP ZJ p(t) Út  

Y'( C t 2a(t) + P'(t) , \ . I2 

genau dann besitzt, wenn Ke R derart besteht, wo für tej 

gilt. Aus (10) und (12) ergibt sich weiter 

(12) 

І-k-i^m®-")*-***-

6(0 = 
ß\t) 

x ; a2(0 + o(0Я0-«'(0/ï(0-« 
e x p 2 | 

2a(Q + ß'(t) 

~ m át 

! 
YJ c . 2a(0 + P'(t) A \A JX~ 
L ,(«oexpí-iw~dr'-KJ 

(14) 

Lemma 2: Die in (14) definierte Funktion ist eine Lösung von DGL (8) genau dann, 

wenn (13) gilt. 
Der Beweis wird durch Einsetzen für Q, Q' in die linke Seite von DGL (8) 

durchgefühlt. Setzen wir der Einfachheit halber H{t) = expj— —^-^— —dt. so 
ß(t) 

folgt nach (14) 

m-7 - 2 a ' " ' ; 2°ß" + 2.-/Г 
2вЯ2/Г 

Ąjfaнm-к 

2v. 
Iш + a/Г - a'7i -

(2a + J?')(j^H(0d ř-x)-l/cJ 

/.(j-^aUd.-*) 3 
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Wegen 

wo» + •# - ,'ß - ß'm'" - 38« (J c4f i< - A [ "<') 1', 
v «o '[S_$«-K\ 

folgt nach kleiner Umformung 

£(2aa' + aß" -a"ß-2ßß'Q- ß2Q')ß - 2s(a2 + aß'_ - a'ß - ß2Q)(2a + ß') _ 

2[£(a
2 + aß'-a'ß - ß2Q]3h 

~«~(l^?*-»)-
Durch Vergleich mit der rechten Seite von (8) erhalten wir die geforderte Behauptung. 

Satz 2: Es gebe im Intervall] die Funktionen a, ß e C(3), ß(t) ^ 0 und die Konstanten 
t 

0 T- k, Ä e R derart, döjff 2 J a(v) dv + ß(t) = kt + h. Danach ist die DGL (1) mit 
dcni Träger 

-L-rr-
/?2(t) 

ö(0 = -^тт [»2(0 + «(0Я0 - «'0Ж0 - fc] (15) 

zu sich selbst begleitend bei der Basis [a, /?]. 

Beweis: Vor allem aus (15) folgt 

V| a2 + riß' ~ a'ß - ß2Q | = Vfk |, 
sodaß 

vm(-i_-Y=o 
V vi * i / 

und 

ß'(t) = -L [(2aa' + ajß" - a"ß)ß - (a2 + «/?' - a'ß - k)2ß'_. 
ß3 

Einsetzen für die Funktionen Q, Q' in (5) liefert 

ß, = ß + y {«*' + A- [2a3/r + 2a2/T2 - 2aa'ßß' - 2aß'k_ + 

+ -L [2aV/S + a2)5/i" - aa"02 - 2a3/3' - 2a2jß'2 + 2aa'ßß' + 2aß'k_ + 

+ a"ß' + — i2y2ß'2 + 2a/J'3 - 2a'ДО'2 - 2ß'2k] + 

+ Ą- _2ш'ßß' + aßß'ß" - %"ß2ß' - 2a2/?'2 - 2a/?'3 + 2a'ßß'2 + 2ß'2k~] + 
ß 



+ ~ ["-2aV - 2<xa'ßß' + 2a'2/)2 + 2<x'ßk] - 2a'2 - a'/T + 

02 I 

2a' + /?" 
woraus nach einer Umformung Qj = Q H resultiert. Wegen der Voraus
setzung /?" - - 2 a ' gilt ß , ( 0 =-= ß ( 0 für f ej. 

Satz 3 : Es seien im Intervall j die Funktionen a, ß e C(3), ß(t) ^ 0 und reel/e KOn-

stanten c, K derart gegeben, daß 

.1 c ,Җt) + f(í) ,Л dt dt - K Ф 0. 

Hiernach ist die DGl. (1) mit dem Träger 

ß(0 = 

x a2(0 + a (0Я0 -«'(0 /»(0-« 

ß2(0 

е x p 2 í M О _ t я o d f 

Г / c . 2a(0 + Я 0 , V Л 2 | 

rw Sich selbst begleitend bei der Basis [a? /]]. 
(iб) 

Der Beweis wird wieder durch Einsetzen für Q, Q' in (5) durchgeführt. WirdH(t) = 

= e x p J^W+_/ f : (0d r gesetzt, so folgt H'(t)^^/(t)m- Demgemäß 
ß(t) 

folgern wir leicht aus (16) 
ß(t) 

ß'(0 = 
2a2ß' + 2a/ï'2 

ß 
- + 2a'/i' + £ 

2H2ß' 

ßU-Ђ 
c 

ßõ) 

2ш + aß" - a"ß - E -o 2/ í
2 ^t^ í f^/ i (0d ( -A^ 

V Ą0 

0 
(íщH(,)d,-KJ 

IÎУ 



was nach einer Umformung folgende Form 

1 « o v 

2a2/Г + 2aß'2 

+ 2a/Г + є 
2Я2/Г 

+ 
, ., H ( 2 " + y ) 0 m " ( ' ) d ' - + H 

an — a B — s —-« — N v • -J-
2aa' + aß" — a"ß — є 

ß(^н(t)ét-кj 
(17) 

annimmt. Mit Hilfe von (16) und (17) regeln wir die Summanden auf der rechten 
Seite von (5). Wegen 

H 
V| a2 + aß' - a'ß - ß2Q | = 

0 п ж н ( 0 d ř -

vvo 
^ ^ ( í ^ J I I W d t - x ) , 

(7 ' ) ' • vl |a2
 + a/?'-a'j3-/?2oJ 

2r(a + ,3')(2a + p')(^H(t)át - K\ 

ß2H 

ß(2a + ß") ţ°Җt)dt - K) + 2(a + ß')cH 

ß2H 

V| a2 + a/Г - a'/5 - /?2ß | ( - = = ! . Y = 
V V la2 + a/ľ - a'/i - />2ß | / 

2(a + /Г)(2a + Л * * + Л ( f Щ H ( ' ) d < " *) + 2 ( * + ^ < * 

ŕ2 
j8 2 ( j --^--Я(0d í -X 

(0 

• (18) 

Und ferner 

aa" + 2ajS'Q + a/?Q' + a"/?' + 2/T2Q + jS/TQ' - 2a'jJQ " 2*'2 ™ a'0" " W 6 
a2 + a/Г - a'/ü - /І2Q 

(j- |=я(0d f -x) 2 

гИl 

:,.i 



aa"/?2 - aa"ß2 - є 

+ x"ß2ß' - a"ß2ß' - є 

2aЯ2 Г(2a + ß') (j -щ H(t) dí - к ) - ЯcJ 

íwH(t)át-K 
+ 

2ß'H2\(2a + ß>)(l-±^H(t)àt - к ) - Яcl 

+ 2a'2/?2 + є 

J M I l ( t ) d t - K 

2a'PH2 

+ 

( f ж н ( 
- 2 a ' 2 / ? 2 

- a'/?2/?" + a'jS2/í" + є 

Я(Od í -K 

ßß"H2 

-2(a + ß')(2a + ß') 

O м я ( ř ) d ř - x ) 2 

/.(2a' + л(í-y^yH(Odí - к ) + 2(a + /?')cЯ 

^ ( í ^ y l l ( O d t - к ) 
.(19) 

Nach (5), (16), (18) und (19) gilt für tej Qt(t) = Q(t). 

Bemerkung : Wenn a = 0, ß ^ 0, a, /? e R, so gilt nach (16) 

6(0 = 
-8C 

2K. 

Kj, K2 eR beliebig. 
[c(eKlt + K2) - ßKf ' 

Wird noch Kx = K2 = 0, c = A, -Kß = B gesetzt, so gilt 

ß(0 = +1 
(At + B)~ 

(vgl. [2], S. 63). 

Es seien a ^ 0, ß -̂  0, a, ß e R gegeben. Nach einer einfacher Umformung ergibt 

sich aus (16) 

«o - \ f«2 - T — T — V ~ r TP 1 

für beliebibe Ki, K2 e R. Für Kx = K2 = 0 gilt 

0(0 = ~ 
4a"є 

(2Kac ~ß~ - c ) 2 
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m Wird 2Ka = exp 

erhalten wir unmittelbar 

und für — = \i schließlich 

ß(0 = /̂ 2 -

(vgl. [2], S. 63). 

OL ß 
keR, A = — 2 — k + In 2, B = — c, gesetzt, so 

jff a 

16a~s 

И-iH-2И 
16/i2e 

[exp(-2/Л + A) - 2џB] 2 > Є= ±1 
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Shrnutí 

P O Z N Á M K A O D I F E R E N C I Á L N Í R O V N I C I P R Ů V O D N Í K SOBĚ SAMÉ 

Josef Hošek 

Jsou dány diferenciální rovnice 
y" = Q«)y, (l) 

kde Q e Ó2^ pro t e j a reálné funkce a, /? definované v intervalu j s těmito vlastnostmi: 

a, pe C(3), a 2(t) + a ( t ) ^ ' ( t ) - a ' ( t ) /?(/) — /?2(t) Q(t) * 0, tej. 

V práci se uvažují možnosti, kdy (1) je sama k sobě průvodní při bázi [a, /5] a v jednotlivých pří
padech se uvádějí explicitní vyjádření nosiče Q této rovnice. V závěru je ukázána souvislost s případy, 
které byly studovány již v práci [2]. 

:-J 



Резюме 

З А М Е Т К А ОБ С А М О С О П Р О В О Ж Д А Ю Щ Е М 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О М У Р А В Н Е Н И Ю 

Иосиф Гошек 

Даны дифференциальное уравнение 

/ = О(ОУ> со 

где ^ е С^ для / е/ и вещественные функции а, р, определенные на интервале/ с этими свой
ствами: 

а, р е С<3>, а 2 ( 0 + а(/) /Д/) - а'(') № ) - /?2(0 0 ( 0 Ф О, 16у. 

В работе рассматриваются возможности, когда (1) самосопровождающее уравнение 
в смысле работы [2] при базисе [ос, /5] и в отдельных случаях приводится явное выражение 
носителя ^ этого уравнения. В заключение показывается связь с теми случаями, которые рас
сматривались в работе [2]. 
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