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EINE BEMERKUNG ZUR SICH SELBST BEGLEITENDEN
DIFFERENTIALGLEICHUNG

JOSEF HOSEK
(Eingegangen am 31. Mdrz 1976)

Es gebe eine Differentialgleichung (im weiteren DGL.) zweiter Ordnung Jacobischer
Form

=001y, M

mit in offenem Intervall definierten Funktion Q und mit einer Ableitung zweiter
Ordnung in j. Also Qe C%.

Vercinbarung: Wenn u eine Losung (ein Integral) der DGI. (1) ist, schreiben
wir abkurzend u € (1). Die Menge aller reellen Zahlen bezeichnen wir mit R.

In [1] wird der Begrifl einer begleitenden Gleichung von (1) mit der Basis [a, £]
cingefiihrt und wird als DGL

yo=0@®)y

bezeichnet. Hierbei

’ [ 1 ”
Q‘ = Q + *zt'xﬁfQ"?' + \/CZZ _— /gZQ < 'T:,’ZL, :‘..,é.r,?‘> y
a* — B*Q Jai — g0
a? + % > 0,a, feR, o) <0
fir rej. In [2] wird dieser Begriff gewissermaflen verallgemeinert, denn es wird

vorausgesetzt, daB fiir tej a? — B?Q(t) # 0 gilt. Der Triger Q, der DGI. (2) wird
durch die Beziehung

0 =0+ e -p (_W_! _> 24§50, afeR
@ = 0l
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definiert. In (3) definiert man die sogenannte erste begleitende Gleichung von (1)
mit der Basis [o, 8], «, § sind reelle Funktionen von Argument #, fiir die

%, feC, 3)
a2(t) + a(t) B'(t) — o'(t) B(t) — B2() Q(t) # 0,  Tliir te) gilt. @)

Es wird gezeigt, daf der Trager Q, der ersten begleitenden Gleichung (2) im vorliegen-
dem Fall in der Form

0, =0+
Lo 2080 +af Q'+ o'+ 25770+ BBQ" — 20O — 247 — a'B” — BR'Q .
o +af —o'f — ﬂ 0
vl e - el (<o Jw
Jio? +ap —a'f - B0

geschrieben werden kann. In [3] wird ebenfalls bewiesen: Wenn Q € C?) in j, 1 e (1)
und die Funktionen «, 8 die Bedingungen von (3) und (4) befriedigen, so ist die
Funktion z, fir die

L oz(t)ﬁu(t) + ﬁ Hu'(r)
VI + () #(0) - 20 (1) — F() Q)]
giit, eine Losung der DGI. (2) und der Trager ist der Form von (5).

Beispiel: Es gelte im Spezialfall fiir den Triger Q, der ersten begleitenden
Gleichung (5) vom (1) mit der Basis [«, f]

(1) =

<_,”~ b ﬂf:>ﬁ=o, B(t) + O fiir te .
12+ aff — 2 20

Hieraus ergibt sich unmittelbar

oo AP O = s

&

mit C, DeR, C # 0, e =sgn(x? +aff —«f — [?0) = +1,1# —D, so daB
)
00 = s [ #0 + 050~ <o - ]
(X0 C*(1 + D)?
und die DGI. (1) im vorliegenden Fall wird in der Form

" jv o — ' (1) p(1) — ) ‘
y ﬁm(’” PO - <080~ D)} ()

geschrieben. Ohne Miihe wird weiter nachgewiesen, daf} die erste begleitende Glei-
chung von (la) mit der Basis [, ] durch die Beziehung

s
(’()

e



v =g oo - Gt
+ |0+ F 0 + #ﬂiﬁ—@)—}} (50

gegeben ist. Nun bestimmen wir noch die zweite begleitende Gleichung von (la)
mit der Basis [o, f§] (siche [1]). Wird der Triger Q, durch (5a) definiert, dann ist

seine Ableitung
1 B’
Q) = [ 208" = 2aB"* + - —rrzbﬁ ]+

i C¥(t + D)
1 " Vo 2¢ 2B+ )
+ﬁ[2m+aﬂ ﬂﬁ+C2(t+D)3 t+D ]Jr
A 20+ B 2+ B)
+B[oc + "+ D (t+D)2:|
Weiter gilt:
. ﬁQ1_ C/)’(t+D)[2(xz+/3')+2(2¢ +[3)(t+D)]
C*(t + D)
a” + 24 Q; + afQ + o'+ 28720, + O, — 2P0y — 242 — X'B"— BB'Q, =

1
C2p(t + DY
x [(oa'B" + 20/B'? + 20p'B") C*(t + D)* +
+ 28 (o + B2 CHt + D)* + &2’ + ") (t + D) + 2e(x + f)] —
o +p
(t + D)?

Daraus kénnen wir leicht folgern, daB die zweite gebleitende Gleichung von (la) mit
der Basis [z, fi] lautet:

. _ & L 2B
y {[j [ot(a+/) C(+D)]+/3[a + B+ =D :|:+

Z(t + DY [20 + af” — 47+ 20+ FP - ]
C2(t + D) [2(x + /3) + (2 + B) (1 + D)]
7 c? (t + D)’ [2ua'B’ + 2o'B'% + 2ap'B" + BB"]
Bt + D) {e = C*p(t + D) [2(x + ) + Qu' + ) (t + D))}
2p Cz(t + D)2 (o + /}')2 +&(t + D)(2o" + B") + 2e(x + B)
Bt + D){s — BC*(t + D)[2(ec + B) + (2o + B )(t+D)]}
. 2C(x+ B[t + D) + o+ B :
&~ BCX(t + D)[2(a + 1) + (2o + B) (1 +D)}}

= 2ux" + af” — 4o’ — da'? + 24"F + BB — B +

[¢'(t + D) + o + B'].

(b
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Bemerkung: Wenn o, feR, f # 0, ¢ ~ 1, erhalten wir aus (la), (5a), (5b)
sukzessiv

O S -
g pe+of”

Y { ot )y e D)
=4—5 — ' siehe .

p* pCHt+Dp B+ DyfY  enels
P a® 1 2 2a[1 - rxﬂC (I + D)
y 2 o2 A2, 2 + 5 D - = ()

g pCi(t+ D) B+ ) B(t + D)[1 — 22BC(t + D)]

Im weiteren befassen wir uns mit dem Problem eine DGI. (1) zu finden, die zu sich
selbst begleitend mit der Basis [oc, [3] ist, wo «, f§ reellen Funktionen vom Argument ¢
darstellen. Wir suchen also geeignete Trager Q der DGI. (1) damit bei gegebener
Basis [o, ] in (5) Q,(t) = Q(t) identisch erfiillt wire. Die angegebene Identitit
gilt genau dann, wenn die Funktion Q ein Integral der DGI.

2"+ 2ap'Q + apQ’ + a'B + 2p7°Q + BFQ" — 20'BQ — 227 — o/ B" — PB'Q
o +af —a'f— 5 Q

N +aﬂ—a/3—/}Ql+< S >':o
\/lcx +oc[)' oc[} B()i

+

1

J

darstellt.
Fiir «, € R ist dieses Problem bereits in [2] aufgeldst. Zunichst fithren wir einen
Trivialfall ein.

Satz 1. Es gebe Funktionen o, f mit a(t) # 0, p(t) =0, tej, xe C®. Dann ist
fiir jeden (4) erfiillenden Triger Q € C'® bei der Basis [, 0] die DGI. (1) zu sich selbst
begleitend.

Beweis: Nach (5) 148t sich schreiben

_ at) (1) — 2a'%(1) "
0.0 = 00+ OO0 4y (o)

woraus Q,(¢) = Q(¢t) fiir t €/ folgt.
Im folgenden werden die Funktionen «, f# mit den Eigenschaften (3), (4), f(t) # 0
in j und die DGI. (1) zu sich selbst begleitend bei der Basis [«, 8] vorausgesetzt. st

nun u eine beliebige Losung von (1), so ist die Funktion ——— — o + ﬁ” e

Ji2 +af —o'f - pP0|

notwendig uch eine solche. Daher gibt es eine Abbildung A, die jeden v e (1) ein

— a? ,+ ﬁu -—-=- € (1) zuordnet. Auf diese Weise definierte Ab-
122 + aff — o' — Q|

bildung A ist eine lineare Abbildung der Menge aller Losungen von (1) in sich. Be-

Integral
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trachten wir nun eine solche nichttriviale Ldsung v e (1) — soweit es existiert —
fir die
au + pu’
Au= oot PR (6)
VI +ap — 28— 0

gilt, mit s € R, s # 0. Die Losung u € (1), welche (6) erfiilt, heilt eine normal Losung.
Wird

lo? + aff — o' — f?Q| = e(2® + af’ — &'B — f*0)
gesetzt, wo nach (4) ¢ = sgn («® + aff — o’ — B*>Q) = +1, so laBt sich aus der
Beziehung (6)

. sye(@® + ap’ —-ﬂoe’[;’ — B*Q) — «

mit daraus

R | e T TR N PN T TR

ausdriicken. Da w e (1), ist u” = Q(t) u, erhalten wir durch Einsetzen in den letzten
Ausdruck fur "

’ [( s\o(a + ap — o — p?Q) “)2+
B
NECCERTEryEy T B

Da « nach der Voraussetzung eine nichttriviale Lésung darstellt, gelangen wir nach
einer Reihe von Umformungen zu

2y 20 2B = 2" = 2P0 = FTO) B = 26(a7 + ap’ — &' — O) (22 + B)
S 2e(oe® + 2p' — «'B — B*Q]
+e=0. ©)

Die Gleichung (7) ist eine charakteristische Gleichung der linearen Abbildung A

und ihre reellen Ldsungen existieren genau dann, wenn

o(200’ + af” — 2"B — 2BB'Q - Q") B — 2e(o® + up’ — o'f — F7Q)(2e + B) _ .
2e(@® + 2p’ — 2'f — 20T

s

®
wo ¢ geeignete reelle Konstante ist. ‘
Bei der Integration von DGI. (8) bezliglich Q betrachten wir zuerst den Spezialfall

r\2
o 4+ af — 2 — f20 =k, wo ksgnk = (—23—2;&) , k#0, ¢#0, k, ceR.
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\2
Die Identitat k sgnk = Eﬁiﬁ_) wird erfiillt genau dann, wenn fiir die Funk-

tionen o, f im Intervall j
B(t) = -2 }a(v)du +lclJksgnkt +h,  heP
gilt.
Lemma 1: Die Funktion
1
B (1)
24

o) =

[23(t) +21) B(8) — o'() B(t) — K] ©)

fiir ksgn k E( ist die Losung der DGI. (8) genau dann, wenn ¢ > 0,
2u(t) + B'(t) < 0 oder ¢ < 0, 2a(t) + B'(t) > 0 gilt.

Beweis: Nach (9) gilt
0 - —f‘— [ + aff" — "B — 2B (& + af’ — a'f — k)]
)

und durch Einsetzen dieser Ausdriicke fiir die Funktionen Q, Q' in die linke Seite
von DGI. (8), ergibt sich

e[202’ +of" —a'f ~ 3;;; (2 + af — oa'f — k) = Qo + af” — B}
. e e

(2k)*
L et o —of = k) = 2ek Qe+ ) Lol 4 B

(Qek)? |20 + f
Daraus folgt die Satzaussage.

2
Bemerkung: Sind speziell o, fe R, x # 0, f # 0, so ist k sgn kA = (24&) und
c

o5 []

Wenn wir noch u = —- setzen, konnen wir den Trager Q in der Form

B

aus (9) ergibt sich

4,2
o) =p*F -
(4

schreiben (vergleiche mit [2]).
Es sie nun o + off’ — «’'f — B*Q # 0 im Intervall j; setzen wir

x(t) = e(«® + af’ — o'f — B2Q), (10)
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50 ist x(z) > 0 und

X(1) = eQoo’ + af” — o' — 265’0 — B*0Q).
anuch l1aBt sich die DGI. (8) in der Form
x' ﬁ( V0] [2x(t) + B'(t) + ex'*] (1)

schreiben. Mit der Variation der Konstante stellen wir fest, dal3 diese DGI. eine nicht-
triviale Losung

P2 J. 2u(t) + B (t)

(1) = T ﬁ'(l) . (12)

g e

genau dann besitzt, wenn K € R derart besteht, wo fiir 1 €

P OB A0}
f(/f(t) py ZLLS dt)dt K <o, 13
gilt. Aus (10) und (12) ergibt sich weiter
1
O 0
{ ) : exp 2 j‘f—@[}?—)/i@ dt
Lo (1 (1) — () p(1) — & = e -
l (1) + ) B(0) = (1) 1) M o p, )dt K]z
pn B(1)

(14)

Lemma 2: Dic in (14) definierte Funktion ist eine Losung vron DGI. (8) genau dann,
wenn (13) gilt.

Der Beweis wird durch Einsetzen fir Q, Q' in die linke Seite von DGI. (8)

durchgefiihrt. Setzen wir der Einfachheit halber H(t) = exp | ;XE)IT'(%/_SQ dr. so
folgt nach (14)
2228 + 2aB"7 2p¢
0'(t) = /;~ el / Aﬁﬁ— + 240" + 2HP |+

1 ﬁ ”( § gy M4~ )

chZ[(za + ﬁ’)(j L0} H(r)dz ) - Hc]
+ | 200" + aff” — " — - - ol
(0 g 0 = %)
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Wegen
[o(x* + 2 — o'f — B = sen (I B g K) (0T
p) 'jLH—(—th—K‘
[y ¥
folgt nach kleiner Umformung

o2z’ + af” — o' — 2B'Q — B7Q) B — 2(o” + af’ — o'f — B?Q) (2% + f) _
2[e(o® + ap’ — o'f — Q]2

= —c¢ sgn(_f—c/TH(g;—)dt - K).

Durch Vergleich mit der rechten Seite von (8) erhalten wir die geforderte Behauptung.

Satz 2: Es gebe int Intervall j die Funktionen o, f e C, B(1) # 0 und die Konstanten
t

0 # k, heR derart, daff 2 f a(vydv + P(t) = kt + h. Danach ist die DGI. (1) mir
dem Triger

0(1) = —— [3(1) + (1) B(1) — (1) B(1) - K] (s)
B2(1)

zu sich selbst begleitend bei der Basis [, f].

Beweis: Vor allem aus (15) folgt

o+ of — o= p20) = k|,
1Y
i <_> =0
A JIK]

o) = 7;; [Qur' + 9" ~ A B)B — (o + o — o' — k)20,

sodaf

und

Einsetzen fiir die Funktionen Q, Q' in (5) liefert
Q=0+ % {m' + —[:2- [22°8" + 24°B"% — 200’ Bp’ — 20f3'K] +
+ /;12 (2020 + oa?Bp" — 22 "B> — 243" — 207B' + 200/ B + 2afi’k] +
+o'f + 7}2— [20°B% + 20> — 20'BB'2 — 2B"%k] +

+ [:5 (200 BB’ + afp'p” — #'B°B ~ 2420'> — 2ap"® + 20/ BB'? + 28"%k] +



1 [—200 = 200'B" + 20727 + 20'Bk] — 202 — 2'B" 4

+ 5
1 " rpn 7 ”n "
+ I [—aBB" — app'p” + «'B*B" + BB k]};
. 20 + p” .
woraus nach einer Umformung O, = Q0 + ————ﬁ resultiert. Wegen der Voraus-

setzung 7 = =24 gilt Q,(1) = Q) fir t €.

Satz 3: Es seien im Intervall j die Funktionen o, f e C®, B(t) # 0 und reelle Kon-
stanten ¢, K derart gegeben, dafp

¢ 2o(t) + ' (l) .
j(yfv(tj exp J —— D )dl - K=+0.

Hiernach ist die DGIL. (1) mit dem Trager

W=y (?)
p2 |24 20(t) + B’ (l)
S P / , ﬁ(t) '
KA+ AN B ~ L)~ o PO
¢ 2oc(r) +B'(1) 2
[j</7(T) expj 10 dt)dt—K] L

(16)
zu sich selbst begleitend bei der Basis [o, f3].

Der Beweis wird wieder durch Einsetzen fir Q, Q' in (5) durchgefithrt. Wird H(1) =

= exp]‘,,zfﬂ_’;_)%)/i(_’__) dr gesetzt, so folgt H'(1) = 2oc(t) ?)B_(L) H(t). Demgemif
folgern wir leicht aus (16)
1 2 g 2 2 21
Q') = e e ;2“/17-‘» wp e PHE

_ (s ﬁ()li(z)dr )
S T O L R

(1 5y 01— )

+ | 200" + aff" — A" — ¢
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was nach einer Umformung folgende Form

R L
B(I oy 0 ds - K)
2H? | (22 + ) H(t)dt — He
+| 202+ of’ —of e [ (f [[0] 3> ] an
#1530~ )

annimmt. Mit Hilfe von (16) und (17) regeln wir die Summanden auf der rechten
Seite von (5). Wegen

Ji? +of —af—pQl=— —H
(j 0] H(t)dt )
wOo
1=sgn(] ﬂ()H(t)dt )
e =k
Vo +ap’ —a'f - p2Q|
2r(a+ﬁ)(2a+[})<f ()Il(l)dt )
- i -
’ " 4 AN
. B2’ + B") | 0] H()dt — K) + 2(x + /f)—di
BH ’
ist

+¢/f—a[f—/3Q|( a— 1 )—
\/la +a/3’—a/3—/>Q|

) 2+ )2+ B) ) (3(20:’ + /}”)<[ 170] H(t)dt — ) + 2(x + ') cH s

p? 2
B (j 0} H(t)dt — )
Und ferner

@ + 24B'Q + afQ’ + «'B' + 27Q + BFQ’ — 2'pQ — 20" — o'B" — PO _
a4+ af — o' — p2Q

(j ﬁ()H(t)dt )2 K

eH? 52

-X
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>< e 20H? [(20( + ﬁ’)( Y70} H(t)dt — 3 ) Hc]
(I g oa-x)
v B B s 28'H? [(2a + B )(j 0} H(t)di — ~ K ) - Hc]“ .

( 170} H(t)dr — )3

20/ fH?
(j %] H{t)dt — >
—a'PPB + A BB + e pB'H’ ~| =
(j 0] H(t)dt — )

_ =2 + ) (22 + p) N Pa+ ﬂ,/)(f 0} H(t)de — > + 2(x + p')cH )
B :

[32<§ Y70} H(Hde — )

Nach (5), (16), (18) und (19) gilt fiir tej O(t) = Q(1).

4

+ 2478 + ¢

_ 20(’2ﬂ2 _

Bemerkung: Wenn o = 0, f # 0, o, f € R, so gilt nach (16)

2K,

—¢ge
1) = R K., K, € R beliebig.
%) = [+ Ky = KT v ¢

Wird noch K, = K, =0, c = A, —Kf = B gesetzt, so gilt

Q()—@:B‘ =+l

(vgl. [2], S. 63).
Es seien o # 0, § # 0, o, f# € R gegeben. Nach einer einfacher Umformung ergibt
sich aus (16)

Q/):}'z_ P 2a Lo 2
RG]

fiir beliebibe K1, K; € R. Fir K; = K, = 0 gilt

- gt

(2Kae # - c)?
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Wird 2Ko = exp(—-%—k), keR, A= —2%—k +In2, B= gc, gesetzt, so

erhalten wir unmittelbar

160°¢

o’ — 3
[exp(—%t + A)—Z%B]

1643
[exp (—2ut + A) — 2uB]*’

1
0(1) = ra

“_

B

und fir 1t schlieBlich

o) =p* -

(vel. [2], S. 63).
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Shrnuti
POZNAMKA O DIFERENCIALNI ROVNICI PRUVODNI K SOBE SAME
Josef HoSek

Jsou dany diferencidlni rovnice

V' =00y, (65)
kde Qe C® pro 1€ a realné funkce o, p definované v intervalu j s témito vlastnostmi:
% BeC®, @)+ u) B — (1) B)— B QW) £ 0, €]

V préci se uvaZuji moznosti, kdy (1) je sama k sobé priivodni pfi bazi [, f] a v jednotlivych pti-
padech se uvadéji explicitni vyjadreni nosi¢e Q této rovnice. V zavéru je ukdazana souvislost s pfipady,
které byly studovany jiZz v praci [2].
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Pesziome

3AMETKA Ob CAMOCOITPOBOXJAK I EM
JANOPEPEHIIMAJIBHOM YPABHEHUIO

Hocud Towrex

Haubt guddepeHnmanbHoe ypaBHEHHE
V'=00y. 0]

tae Q € C) st ¢ € j v BeLIeCTBEHHbIE QYHKINH &, [3, OMPE/eIeHHbIE HA MHTEPBAJIE j C ITUMH CBOI-
CTBAMMU:

o, B e CO), (1) + alt) f(1) — o'(2) (1) — B2(1) Q1) * O, t€j.

B pabore paccmaTpuBarOTCS BO3MOXKHOCTH, Korga (1) CcamMOCOMPOBONKHAIOILEE YPAaBHEHHE
B cMbiciie paBotsr [2] mpu Gasuce [«, f] ¥ B OTAENBHBIX Cly4asX MPUBOJUTCS SBHOE BBIPAKECHHE
HOCUTENsE Q 9TOTO ypaBHEHUs. B 3aksroueHne oka3bIBaeTCs CBA3b C TEMH Clly4asiMu, KOTOPbIE pac-
cMaTpuBauch B pabote [2].
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