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UBER EINIGE EIGENSCHAFTEN
DER SEPARATION DER NULLSTELLEN
VON LOSUNGEN DER GLEICHUNG y" = Q() y
UND DER SIE BEGLEITENDEN GLEICHUNGEN

JOSEF HOSEK
(Eingelangt am 31. Marz 1978)

Unserem Lehrer Akademiker O. Boriwka in Dankbarkeit und Verehrung zum 80. Geburtstag

Gegeben sei eine Gleichung

y'=0@)y : Q
und eine begleitende Gleichung von (Q)
0+ =00 ( )] @
[ 0+V= J=00

wo Q(t) < 0 in einem offenen Intervall j, Q € C}. Ist die Gleichung (Q) oszillatorisch,
so gilt dies auch von der Gleichung (Q). (Siehe Beweis in [1].)
Betrachten wir nun die sogenannte (erste) begleitende Gleichung von (Q) der Basis

y' =00y Qv
deren Trager Q, durch folgende Beziehung

pO(1) 1 '
Qi) = Q) + 572 "+ Ja = 20() <-——: w——)
=00+ 5 oy TV I Jar = B2Q(1)

definiert wird. Es wird dabei vorausgesetzt, daB Q(t) < O fiir # €, und «, B reelle
Konstanten a? + 2 > 0 sind. Setzen wir « = 0, § = 1, dann gilt fiir z €

1 ”
i) = 0(1) + <)( — )
VO =5

so daB die begleitende Gleichung (Q') von (Q) eigentlich die begleitende Gleichung
(Q,) von (Q) einer Basis [0, 1] darstellt. Wir zeigen, daB sich die obige Behauptung
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(siche [1]) auf die begleitende Gleichung (Q,) von (Q) beliebiger Basis [«, ] ver-
allgemeinern 14Bt. Triviale Losungen beider Gleichungen (Q) und (Q,) werden von
unseren weiteren Betrachtungen ausgeschlossen.

Satz 1: Die begleitende Gleichung (Q,) einer Basis [o, #] von (Q) ist oszillatorisch
genau dann, wenn die Gleichung (Q) oszillatorisch ist.

Beweis. Bezeichnen wir mit Ue(Q,) eine beliebige Losung, t;ej, i = 1,2
(t; < t;) zwei benachbarte Nullstellen, so daB U(r;) =0, i = 1, 2 und U(t) # 0
fir alle r e (¢,, t,). Dann gilt (nach [2])

UGt = lj‘%!_/iiftl (tej), (1)
Va© = B7Q(1)
wo u eine gewisse Losung der Gleichung (Q) bedeutet. Hieraus ergibt sich, daB3
auch fiiri = 1,2
oau(t;) + pu'(r) = 0. 2

Es sei f # 0 und nehmen wir an, daB fiir die (1) erfiillende Losung u e (Q) gilt:
u(t) # 0 fir te (¢, t,). Es gilt auch u(t;)) # 0, wo i = 1, 2. Wire namlich u(t;) = 0,
dann nach (2)auchu/(¢;) = 0,i = 1, 2,s0 daB ueine triviale Lésung der Gleichung (Q)
wire, was jedoch in bezug auf die Vereinbarung nicht moglich ist. Fiir 7 e (t,, t,)
gilt dann

d (M&) _ =B — Q) w¥(®) &
dt u(t) W20 ’
wo u(t) - N u(1) > 0.

u?(t)

Die Integration der Identitit (3) in den Grenzen von ¢, bis t, ergibt nach (2) ein be-
stimmtes Integral gleich Null an der linken Seite (3), wihrend dasselbe an der rechten
Seite (3) von Null verschieden ist, man hat somit ein Widerspruch. Wegen u(t;) # 0
fiir i = 1, 2, ergibt sich demnach, daB im offenen Intervall (¢, ¢,) €j eine Null-
stelle ¢ der Losung u € (Q), d. h. u(¢) = 0 besteht. Da ¢, €/, i = 1, 2, zwei beliebige
benachbarte Nullstellen einer oszillatorischen Losung U e (Q,) sind, ist die Losung
u € (Q) auch oszillatorisch.

Falls = 0, so gilt fiir den Triger Q, der begleitenden Gleichung (Q,) von (Q)
einer Basis [«, 0],  # 0 die Identitat

0.(1) = 0(1),

wo t €/ und die Satzaussage evident ist.

Umgekehrt: sei wieder f# # 0 und es liege eine oszillatorische Losung u € (Q)
mit benachbarten Nullstellen &; €, i = 1,2 (£, < ¢&,) vor. Dann ist nach [2] die
durch die Bezichung (1) definierte Funktion U eine solche Losung der Gleichung (Q1),
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daB U(¢) # 0, i = 1, 2. Gilte U(¢;) = 0, dann nach (1) notwendig
ou(&y) + pu'(€) = 0, =12

und u wire eine triviale Losung der Gleichung (@), was wiederum unmoglich ist.
Gegeben sei fiir dic Losung Ue(Q,) daB U(r) s 0 fur re (&, &,). Dann ist
in diesem Intervall auch
au(t) + Bu'(t) # 0.

Die Integration der Identitdt in den Grenzen von &, bis £, crgibt

A (_ﬁ“(’) ,_‘_) _ B = w0 0)
dt \ au(r) + pu'(1)

12 2
u () —ut(t t
wobei 170 =0 00
(au(t) + fu (t))
ein Widerspruch erreicht. Hieraus folgt schon cic Existenz vom Punkt 7e (¢, &)
einer solcher Basis, wo U(f) = 0. Da &€, i = 1,2, zwei belicbige benachbarte

Nullstellen oszillatorischer Losung u € (Q) sind, ist die Lésung U € (Q,) auch oszilla-
torisch.

Falls f = 0, ist die Satzaussage evident.
Dieses Ergebnis 148t sich auch auf die n-te (n = 2,3,4, ...) in [2] eing:fihrte
begleitende Gleichung von (Q) einer Basis [o, ff] iibertragen.

(cri(t) + pu' (1))

> 0 und in Analogie zum vorangehenden Absatz wird

Satz 2. Besteht eine n-te (n = 2, 3,4, ...) begleitende Gleichung von (Q) einer
Basis [, ], dann ist sic oszillatorisch genau dann, wenn die Gleichung (Q) oszilla-
torisch ist.

Der Beweis wird leicht durch die mathematische Induktion erbracht.

Folgerung: Besteht eine n-te (n = 2, 3,4, ...) begicitende Gleichung von der
oszillatorischen Gleichung (Q) einer Basis [o, ], dann liegt genau eine Nullstelle
jeder unabhingigen Losung derselben Gleichung zwischen je zwei benachbarten
Nullstellen beliebiger Losung der n-ten begleitenden Gleichung.

Satz 3. Es seien u eine beliebige Losung der oszillatorischen Gleichung (Q),
und U eine Losung ihrer (ersten) begleitenden Gleichung (Q,) einer Basis [«, £],
B # 0, fir welche (1) im Intervall j gilt. Dann ist zwischen je zwei benachbarten
Nullstellen von u € (Q) (U e (Q,)) genau cine Nulistelle von U e (Q,) (u e (Q)).

Beweis. Nach Satz 1 ist die Gleichung (Q,) oszillatorisch. Wenn u € (Q), be-
zeichnen wir mit &, < &, die Punkte indenen u(&) =0, &, e/, i = 1,2und u(t) # 0
fur t e (&, &,). Nach dem zweiten Teil des Beweises von Satz 1 besteht ein derartiger
Punkt fe(&,, &,), daB U(7) = 0 fiir die durch (1) definierte Losung U e (Q,). Der

Punkt 7 ist der einzige dieser Eigenschaft im Intervall (¢, &,). in der Tat, ist 7y €
e (&,,¢&,), I, # i, cin weiterer Punkt in dem U(7,) = 0, dann 148t sich voraussetzen,
daB 7 < t;. Auf analogem Wege, wie im ersten Teil des Beweises von Satz 1, 4Bt
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sich die Existenz von Punkt ¢ € (7, f,) beweisen, in dem u(Z) = 0. Wegen (,1,) =
c (¢, &,) folgt & € (¢,, &,) im Widerspruch dazu, daB die Punkte &;, i = 1, 2, zwei
benachbarte Nullstellen von u € (Q) sind. Vollkommen analog beweist man auch
den restlichen Teil der Satzaussage.

Bemerkung. Setzen wir o = 0, f = 1, dann nach (1)

u@) = E—(t) (tej).
\/__

Daraus 148t sich nach den Satzen 1 und 3 das bekannte Ergebnis herleiten: Die
Ableitung u’ jeder Losung u der oszillatorischen Gleichung (Q) oszilliert auch und
die Nullstellen jeder Lésung u und ihre Ableitung «’ untereinander separiert werden
(Siehe [17).

Betrachten wir neben (Q;) noch eine (erste) begleitende Gleichung von (Q) einer
Basis [y, J]

y'=0,0y, Q)
wobei 9, § reelle Konstanten y* + 62 > 0 darstellen. Folglich gilt nach [2] fiir den
Trager Q,

6Q'(t 1 "
0.0 = 00+ "0+ i = 700
Jv? = 6201
mit ¢ €.

Wihlen wir beliebig eine (nichttriviale) Lésung u € (Q) und bezeichnen wir mit
U(z, B) bzw. U(y, ) die Losung begleitender Gleichung (Q,) einer Basis [a, §]
bzw. die Losung begleitender Gleichung (Q,) einer Basis [y, d], fiir die in j

ou(t) + pu'(t) bzw. Ut 7, 8) = u() + 5u'(t)

2 )
Jo? — BQ(1) Vo7~ 5%00)

Ut a p) =

gilt.
Betrachten wir nun besonders die Separation von Nullstellen gewisser Losungen
der oszillatorischen Gleichungen (Q) und (Q,).

Satz 4. Es sei u eine beliebige nichttriviale Losung oszillatorischer Gleichung (Q),
Ula, B) € (Q,), U(y, 5)e(0,;) mit ad — By # 0. Dann existiert zwischen je zwei
benachbarten Nullstellen von U(x, f) € (Q,) bzw. U(y, 8) € (Q,) genau eine Null-
stelle von U(y, 6) € (Q;) bzw. U(a, B) € (Q,). Gilt «6 — fy = 0, dann sind die Null-
stellen beider Losungen Uz, ) € (Q,) und U(y, é) € (Q,) identisch.

Beweis. Nach Satz 1 sind die Gleichungen (Q1) und (Q,) oszillatorisch. Es gelte
%6 — Py # 0. Es sei u eine beliebige Losung von (@) und fiir die (4) in j befriedigende
Losung Ux, f) € (Q,) gelte Ulti;o,f) =0, i=1,2, 1, <t,, Ut;a, ) # 0 fir
te (ty, ;). Vor allem ist

yult) + ou'(e) #0, i=1,2 )
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denn sonst hatte das System
au(t;) + pu'(t) =0
yu(t) + ou'(t) =0, i=12

in bezug auf U(t; ¢, f) = 0, i = 1,2 und nach (4) die Losung u(t;) = u'(t;) = 0.
Wegen ad — By # 0 wire u eine triviale Losung von (Q) im Widerspruch zur Voraus-
setzung des Satzes. Aus (4) und (5) folgt sofort U(t;; y, ) # O fiir i = 1, 2. Ferner
nehmen wir an, es gibe U(t; y, 6) # Ofiir € (z;, t,). Man iiberzeugt sich leicht durch
Berechnung, daB fiir 1€ (¢, 1,)

d [ ou(t) + pu'(t) u(t) — Q) u’(1)
— =2 Y o (@b - fy) — 6
dt (vu(t) + 6u’(t)) o= (yu(®) + Su'(n)? ©
wobei w > 0. Durch Integration der Identitit (6) im Intervall
(yu(t) + ou'(1))?
{t,, t,» erhalten wir den Ausdruck
H ENCTOEN AONY PPN S ORX  OLK O
:Im(wm+wmnm‘w I G + aw)
d. h.
ou(f) + pu'(f) T 2 u'(t) — Q) ' (1)
= (ad — el LA 2 et A T
[vu(t)+6u’(t) ]n . ﬂY)zS. (yu(®) + u'(1))? :

Da der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichheit verschwindet, wihrend der
auf der rechten Seite von Null verschieden ist, ergibt dies einen Widerspruch. Daher
gibt es eine Zahl & e (¢,, t,) so beschaffen, daB U(¢; y, ) = 0. Es seien &; € (#4, 1,),
i=1,2,¢ < &,zwei Zahlen, fiir die U(¢;; y, 8) = Ound U(t; 3, 8) # 0in (&, ¢y)
< (1, t,). Wir integrieren die Identitit

d [ yu(t) + ou'(t) uw'(1) — 0(t) u*(1)
= (D) T OB N (0§ —
m(wm+mm) @O = Pty + puo)?
u'(1) = () u (1)

im Intervall {&,, &,)>, wobei wiederum > 0. Auf analogen Wege

(au() + Bu'(9)*
wie oben 1Bt sich herleiten, daB eine Zahl 7 € (¢,, ¢,) mit der Eigenschaft U(f; «, f) =
= 0 besteht. Dies widerspricht jedoch der Voraussetzung des Satzes.

Ganz ahnlich geht man bei dem Beweis der Behauptung fiir die Nullstellen von
der Losung U(a, ) € (Q,) vor. Ist a5 — By = 0, dann konnen folgende Fille ein-
treten:

Loas#0,8#0,75#0,6+#0,

2.a=0,ﬂ¢0,7=0,5¢0,

3.a#0,=0,7#0,6=0.
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In jedem der vorliegenden Fille gilt fiir t €/
U(t; v, 0) = kU(t; o, B)

wo k eine beliebige Konstante darstellt, k # 0.

Daraus geht hervor, daB U(#; y, §) = 0 genau dann, wenn U(t; «, B) = 0. Folglich
die Nullstellen der Losung U(x, f) €(Q,) und der Lésung U(y, 5) e (Q,) sind
identisch.

Satz 5. Gegeben seien eine oszillatorische Gleichung (Q) und zwei begleitende
Gleichungen (@), (Q,) der nacheinanderfolgenden Basen [a, §] und [y, §]. Es seien
ferner zwei linear abhingige Losungen u, v von (Q). Ist ad — By # 0, dann die
Nullstellen von Ula, ) € (Q,) und U(y, 6) € (Q,), wobei
() + put)
Va2 — B2Q(1)
vt + ov'()_
Vy? = 62000
untereinander separiert werden. Falls «d — By = 0, so fallen die Nuilstellen von
U(a, f) und U(y, 8) zusammen.

Ut o, p) = (M

V(t;y,6) = (te)) 8

Beweis. Nach Satz 1 sind auch beide Gleichungen (Q;) und (Q,) oszillatorisch.
Nach der Voraussetzung des Satzes besteht eine reelle Konstante h 5 0 so be-
schaffen, daB

ut) = ho(t),  (t€)). ©)

Durch Einsetzen von (9) in (7) ergibt sich fiir jedes €

ahv(t) + pho'(t) _ ow()) + o)
Va2 = B20(1) Vo? — 200

Wegen o — By # 0, V(a, f) e (0,) und U(y, §) € (Q,), nach Satz 4 folgt daraus,
daB die Nullstellen von diesen Lésungen untereinander separiert werden. Da nach (10)
U(t; o, B) = 0 genau dann, wenn V(¢; o, f) = 0, ermittelt man daraus weiter, dal}
die Nullstellen von Losungen U(x, f) € (Q,) und ¥(y, 8) € (Q,) auch untereinander
separiert werden.

Es sei a6 — By = 0; dann besteht ecine Konstante & # 0 so beschaffen, daf3

U(t; o, f) = =hV(t; 0, B). (10)

w=ky, B=Kk5. (1n

Unter Beriicksichtigung von (7), (8) und (9) erhalten wir fiir die Lésung U(a, fi) €

€(Q,)inj
Ut; o, f) = hsgn kV(t;y, ),
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wobei hsgn k # 0. Offensichtlich fallen die Nullstellen der betrachteten Lsungen
U(x, B) und V(y, 6) zusammen.

Satz 6. Gegeben sei eine oszillatorische Gleichung (Q) mit zwei begleitenden
Gleichungen (Q;), (@,) von nacheinanderfolgenden Basen [«, f] und [y, §]. Dabei
seien u, v zwei linear unabhingige Lésungen von (Q). Wenn «d — ffy # 0, dann
liegen hochstens zwei Nullstellen von V(p, 8) € (Q4) bzw. U(x, B) € (Q,) zwischen
beliebigen zwei benachbarten Nullstellen von U(x, f) € (@) bzw. V(y, §) e (0)).
Wenn a6 — By = 0, dann werden die Nullstellen von U(x, ) € (Q,) und ¥(y, d) e
€ (Q,) voneinander separiert.

Beweis. Aus Satz 1 folgt, daB die Gleichungen (Q,) und (Q,) oszillatorisch sind.
Es seien t;€j, i = 1,2 (¢; < t,) zwei benachbarte Nullsteller von U(x, B) € (Q,).
Der Satz gillt, falls keine Nullstelle von V(y, ) € (Q,) zwischen den Stellen ¢, und ¢,
liegt. Es gebe nun eine Losung ¥(y, 8) € (0,) mit wenigstens drei Nullstellen &;,
Eie(ty, 1), i=1,2,3, wo & <&, <&;. Betrachten wir die Losung

() + ')
Vo — B20(1)
von (Q,), finden wir, daB hier, nach Satz 4, genau zwei benachbarte Nullstellen 7;,
i = 1,2 von dieser Losung so baschaffen existeren, daB} &, <7, <&, <, <¢&,.
Mithin 7; € (¢4, t,), i = 1, 2. Diese Beziehung fiihrt zum Widerspruch, denn U(a, )
und V(a, ) sind zwei linear unabhingige Losungen der oszillatorischen Gleichung

(Q,). Wenn «é — By = 0, dann ist (11) wiederum befriedigt. Daraus nach (7) und
(11) ergibt sich im Intervall j

V(t; o, p) =

Ut @, ) = sn k PO O kv v, 6) . 12)
N )

Da U(y, ) und ¥(y, 6) linear unabhingige Losungen oszillatorischer Gleichung (Q,)
darstellen, werden deren Nullstellen voneinander separiert. Wegen der Giiltigkeit
von (12) ergibt sich hieraus, daB auch die Nullstellen von U(x, ) und V(y, 6) von-
einander separiert werden.
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Souhrn

NEKTERE VLASTNOSTI
ODDELOVANI NULOVYCH BODU
RESENI ROVNICE y" = Q(t)y
A RESENI ROVNIC K Nif PRUVODNIiCH

JOSEF HOSEK

V préci je dokazano, Ze oscilatori¢nost rovnice

y'=0@1)y @

je nutnou a postacujici podminkou pro oscilatoriénost n-té (n = 1, 2, 3, ...) priivodni
rovnice k rovnici (Q) pfi bazi [o,]. Dale se vySetfuji vlastnosti odd&lovani nulovych
bodi feSeni privodnich rovnic pti bazich [«, 8] a [y, 6] k rovnici (Q).

Pesrome

HEKOTOPLIE CBOVCTBA OTAEJEHUA
HVJIEBBIX TOUEK PEIIEHU A
YPABHEHWUA y" = Q(t)y U PEIHEHU A
VPABHEHUUW CONMPOBOAUTEJbHBIX

NOCHU® I'OIEK

B pabote moxa3aHo, 4yTO K0JiebJIeeMOCTh BCEX PEILUCHUN ypaBHEHWS

Y =00y @

ABNAETCA HEOOXONMMBIM M HOCTATOYHBIM YCIIOBHEM [UIs KOJeOJIeeMOCTH BCex
pewenuit #-toro (n = 1,2,3,...) compoBomuresnsHoro ypasHenus (Q) mpu 6aswuce
[, B

Jlanee MCCNIEQYIOTCS CBOMCTBA OTHENICHHs HYJIEBBIX TOYEK pelieHHH COMpoBOaU-
TeJbHBIX YpaBHeHuil npu 6azuce [o, ] u [y, 6] x ypasuenuro (Q).
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