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Ü B E R E I N E K L A S S E A F F I N E R K L I N G E N B E R G S C H E R 

E B E N E N , DIE P R O J E K T I V E R W E I T E R B A R S I N D 

FRANTßEK MACHALA 

(Eingelangt am 31. März 1979) 

In [2] wurden Abbildungen n, co, \j/, cp, £ in einer AK-Ebene a definiert, wobei 
bewiesen wurde, daß a projektiv erweiterbar genau dann ist, wenn diese Ab­
bildungen den vorgeschriebenen Bedingungen genügen. Ist a desarguessch, dann 
lassen sich co, \\f, cp, £ mittels einer einzigen Abbildung n ausdrücken. 

In vorliegender Arbeit wird eine Klasse projektiv erweiterbarer AK-Ebenen 
gefunden, in denen sich co, i/>, cp, £ mittels einer einzigen Abbildung ähnlich wie 
bei den desarguesschen AK-Ebenen erklärt lassen. Diese Klasse wird durch drei 
geometrische Bedingungen (Pd), (Pa), (PG) charakterisiert. Zum Schluß wird ge­
zeigt, daß stark n-uniforme affine Hjelmslev — Ebenen mit gleichmäßigem Paralle­
lismus (siehe [1]) den Bedingungen (Pö), (Pa), (Pe) genügen, was bedeutet, daß alle 
bisher bekannten projektiv erweiterbaren AK-Ebenen der untersuchten Klasse 
angehören. 

I 

Definition 1. Eine projektive Klingenbergs che Ebene (kurz PK-Ebene) ist ein 
Tripel (n, ri, x), wo n = (£P, S£, e) eine Inzidenzstruktur, ri = (0?, <£', e) eine 
projektive Ebene und x : n -*• ri ein Epimorphismus sind, wobei 

x, y e 0>, xx ^ yx => 3 !P 6 <£, x, y e P, (1) 

P,Qe$£,Px * Qx => 3 \x e ^ , x e P, Q. (2) 

Definition 2. Es sei a = (0*, <£, e) eine Inzidenzstruktur und sei auf <£ eine 
Äquivalenzrelation || (Parallelität) derart erklärt, daß durch jeden Punkt aus 0> 

65 



eine einzige Gerade aus jeder Äquivalenzklasse von || geht. Ist a' = (&', S£', e) 
eine affine Ebene und x : <x -> a' ein Epimorphismus, dann (a, a', x) heißt eine 
affine Klingenbergs che Ebene (kurz AK-Ebene), wenn folgendes gilt: 

x, y e 0>, xx # yx => 3 !P e S£, x, y e P, (1) 

P, Q e S£, Px .H Qx => 3 !x G ^ , x 6 P, Q. (2) 

Unter einer PK-Ebene bzw. AK-Ebene werden wir oft direkt die Inzidenz-
struktur n bzw. a verstehen. Alle Geraden fassen wir als Punktmengen auf und 
diesem Standpunkt nach, bezeichnen wir die Inzidenz mit e. Die einzige durch die 
Punkte x, y mit xx ^ yx bestimmte Gerade P wird mit P = xy bezeichnet. Sind 
P, Q die den Bedingungen (2) der Definitionen 1 und 2 genügenden Geraden, dann 
wird der einzige durch P, Q bestimmte Punkt x mit x = P P Q bezeichnet. Ist a 
eine AK-Ebene, dann bezeichnet man mit L(p, Q) die Parallele zu Q durch p. 
Als Folgerung der Definition 2 erhält man P || Q => Px || Qx. 

Definition 3. Sei (a, a', x) eine AK-Ebene. Ein Tripel (X, Y, e) heißt ein KO-
ordinatensystem von a, falls X, Y Geraden und e ein Punkt aus a mit Xx Jf Yx, 
ex £ Xx, Yx sind. 

Sei (X, Y, e) ein Koordinatensystem der AK-Ebene a = (^, S£, e). Wir schreiben 
o = X n Y, E = Oe, F' = L(e, Y), F" = L(e, X) und ^ = {x e 0 | x e X}, ^ 0 = 
= {x e <£ | xx = Ox}, S£x = {P G S£ | Px jf Yx}, J$f2 = {P G ^f | Px || Yx}. Ferner 
definieren wir die Abbildungen ß : 0t x 0t -> 0>, yx : 0t x 0t -> S£x, y2 : 0to x 0t -> 
-> ^f2, wie folgt: 

(P) Für beliebige (x, y)e 0tx@ setzen wir w = L(y, Y) n E und s = L(w, X) n 
n L(x, Y) = (x, y)ß. 

(LI) Für beliebige (m, k) e 0t x@ setzen wir p' = L(m, Y) p F,p = L(p', X) p 
P F', q' = L(k, Y) P F, q = L(q', X) P Y und P = L(a, op) = (m, k)n. 

(L2) Für beliebige (m,k)eMox0t setzen wir w = L(m, Y) P E" und P = 
= L(k, Ow) = (m, k)72. 

^ bzw. yx bzw. y2 ist eine bijektive Abbildung von 0tx0t auf & bzw. von 0tx0t 
auf J ^ bzw. von 0tox0t auf J*?2 [2]. Im folgenden setzen wir (x,y)ß = [x, y\ 
V (x, y) G 0t x 0t, (m, k)yi = <m, k> V(m, k)G0tx0t und (m, k)n = « m , k» 
V (m, k) G 0tox0t. Den Vorschriften (LI) und (L2) nach gilt <m j , k!> || 
|| <m2, k2> o m! = m2 und <<mj , ki» || <<m2, k2>) ^ W\ = m2- Durch Vergleich 
von (P) und (L2) ergibt sich [x, y\ G « m , k» => xx = kx. Ferner setzen wir ,̂ f3 = 
= {P G ^ 2 | Px = Yx}, J^4 = {P G J£?, | Ox G Px}. Dann ist « m , k}>e£>3oke 
e 0to und <m, k> e S£4 o k e 0t0. 

Wir betrachten nachstehende Abbildungen ö, o, Q: 
1. Es sei ö : <m, k> ~> <k, m> für alle (m, k) e 0t x0t gesetzt. Dann ist S eine 

bijektive Abbildung der Menge S£\ auf sich mit (P8)5 = P V P G Jäf^ Wir setzen 

66 



S£x(s) = {P eS£, | s e P} und ^ ( s ) = {P51 P e J2\(s)} für einen beliebigen Punkt s 
mit sx e Yx. Ist s = [x, y] ein solcher Punkt und P = <m, k> eine Gerade von 
J£x(s), dann gilt nach (P) xe 0to und nach (LI) yx = kx. Für Geraden P = <w t , kt} 
und Q = <m2, k2> aus S£x(s) ergibt sich also kxx = k2x und folglich P^x || Q^x. 
Im Falles e Yerhält manP = <m, k> e S£x(s) => k = y und daherP, Q e ^ ( s ) => 

- P* II Q*. 
2. ES sei a : <m, k> -> <<k, m » für alle (m, k) e ^ x ^ 0 gesetzt. So definiertes tr 

ist eine bijektive Abbildung der Menge S£\ auf die Menge S£2. Setzen wir S£2(s) = 
= {P e S£4 | s e P} und i?2(s) = {Pa \ P e S£2(s)) für einen beliebigen Punkt s mit 
sx = ox, dann gilt Pax || Qax || Yx für beliebige Geraden P, Q G if2(s) . Im Falle 
s G Y gilt speziell P, Q e JS?2(J) => P* || Qa. 

3. Es sei Q : <<m, k>> -> <<k, m » für alle (m, k) e ^ 0 x ^ 0 gesetzt. So definier­
tes Q ist eine bijektive Abbildung der Menge S£3 auf sich. Wir setzen S£3(s) = 
= {P e S£3 | s e P} und i? | (s) = {Pc | P e ^ 3 (s )} für einen beliebigen Punkt s 
mit sx — ox. 

Mit (P,-), (Pa), (Pe) bezeichnen wir folgende Forderungen: 
(Pö) Ist s ein Punkt mit sx e Yx, dann geht durch jeden Punkt von & genau eine 

Gerade aus S£\(s). 
(Po) Ist s ein Punkt mit sx = ox, dann geht durch jeden Punkt von & genau 

eine Gerade aus S£a
2(s). 

(Pc) Ist s ein Punkt mit sx = ox, dann geht durch jeden Punkt m mit mx e Yx 
genau eine Gerade aus S£%(s). 

II 

Sei (7i, ri, x) eine PK-Ebene mit n = (0>, S£, e). Für eine beliebige Gerade U 
von n definieren wir eine Inzidenzstruktur au = (0>u,S£u,e) mit ^ = {x e 
G 0> | xx <£ Ux}, S£u = {P G i f | Px T* U?<}. Die Restriktion x' des Epimorphismus 
x auf av ist ein Epimorphismus der Inzidenzstruktur au auf die affine Ebene a^, 
die aus der projektiven Ebene ri durch Beseitigung der Geraden Ux entsteht. Zwei 
Geraden aus a^ heißen parallel genau dann, wenn sie in n einen gemeinsamen Punkt 
auf U haben. Es ist leicht zu sehen, daß das Tripel (a^, au, xf) eine AK-Ebene bil­
det. Im solchen Fall ist a^ in n eingebettet, oder anders gesagt, n ist eine projek­
tive Erweiterung von av. Eine AK-Ebene a ist projektiv erweiterbar, falls es eine 
PK-Ebene gibt, die eine projektive Erweiterung von a ist. 

Sei a eine AK-Ebene, (X, Y, e) ein Koordinatensystem von a und 0t,, 0to die 
durch (X, Y, e) definierten Mengen. Ferner sei 0t' eine Menge mit 01' n ^ = 0 . 
In [2] wurde bewiesen, daß a genau dann projektiv erweiterbar ist, wenn folgende 
bijektive Abbildungen 

n : 0t' <-> 0to, 

w(x, k) : 0t <-> 0t V x G 0t' V k G ^ , 
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\j/(y9 k) : 0t' <r* 0t"i ye0tyike0t', 

cp(x, m) : 0t' <-* 0t' V x € 0t' V m e 0t, 

£(y, m)\0t' <r+0t'V ye0t'M me0t' 

existieren, welche die Bedingungen (A1)-(A3) und (B1)-(B8) von [2] befriedigen. 
Ist a eine desarguessche AK-Ebene, dann lassen sich die Abbildungen co, ij/, cp, £ 

verlangter Eigenschaften durch eine beliebige bijektive Abbildung von 0t' auf 0tQ 

ausdrücken. Im folgenden verwenden wir dieses Verfahren zu einer allgemeinen 
AK-Ebene a und beweisen, daß auf diese Art konstruierte Abbildungen co, \j/, cp, { 
genau dann die Bedingungen (AI ) - (A3) und (B1)-(B8) befriedigen, wenn die 
Forderungen (Pö), (Pa) und (Pc) in a erfüllt sind. 

Es sei also a = (0>, <£, e) eine AK-Ebene und sei rj eine bijektive Abbildung 
von 0t' auf &0. Wir definieren Abbildungen co(x, k), \jj(y, k), cp(x, rri) und £(y, m) 
folgendermaßen: 

O", mw(x'fc)] G <k, m> V x e M' V m, k G 0t, 

[(m^y>V)\ y] 6 « k » , m"» V y e 0t V m, k G 0t', 

[xn, (k^'^y] G <m, k"> V x, k G <T V me0t, 

[(k^(y,m))\ yn] e « m " , k">> V y, m, k e 0t'. 

Ferner werden wir die Abbildungen co, \\f, cp, £ stets im eben angeführten Sinn 
begreifen. 

Satz 1. co, \fj, cp, £ sind bijektive Abbildungen, die den Forderungen (AI) —(A3) 
aus [2] genügen. 

Beweis. 1. co(x, k) ist tinc bijektive Abbildung der Menge 0t auf sich für alle 
(x, k)e &' x&, wobei mx = (m(o(x,k)) x gilt: Es seien x e 0t', k e 0t und meM. 
Setzen wir P = <k, m>, dann Px \\ Yx und die Gerade Q = L(xn, Y) schneidet P 
in genau einem Punkt s. Wegen (P) ist s = [xn, y~\ und folglich y = m(°(x,k). Somit 
ist co(x, k) injektiv. Wegen xn e 0to gilt Qx = Yx und daher sx e Yx. Setzen wir 
q — P n Y, dann ist sx = qx und aus (P), (LI) folgt mx = yx, also mx = (mCJ(x,k)) x. 
co(x, k) ist eine Abbildung auf 0t \ Es sei m! e 0t. Setzt man p' = L(k, Y)HF und 
p = L(p', X)nF', so läßt sich nach (LI) die Parallele P zu Op durch [x", m'] in der 
Form P = <k, m> ausdrücken und somit ist m' = m(a(x,k\ 

2. \j/(y, k) ist eine bijektive Abbildung der Menge 0t' auf sich für alle (y, k) e 
e0tx0t\ Setzt man dabei O""1 = u, dann gilt u = u'Ky,u) für alle y e 0t\ Es seien 
also ye0t, k e 0t' und m e 0!'. Setzen wir P = « k " , m">>, dann nach (L2) ist 
Px = Yx. Setzen wir weiter w = K[~lL(y, Y) und Q = L(w, X), dannP , Q schneiden 
sich in genau einem Punkt s und nach (P) ist s = [x, y]. Wegen Px = Yx erhält 
man sx e Yx und xx e Yx, also xe0to. Unserer Vorschrift [(mxKy'k))n,y]e 
e((kn, mnyy nach ergibt sich x = (m^^k))n und x""1 = mHy,k) e m'. \j/(y, k) ist 
also eine injektive Abbildung von 0t' in sich. Leicht zeigt man, daß \j/(y9 k) eine 
Abbildung auf ^ ' ist. Ist in der vorigen Konstruktion k = m = u gesetzt, dann 
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wegen kn = mn = un = O ergibt sich P = Y, x = O und w*(y»k> = -/K**) = x'7-1 =.-

= on~l = u. 

3. cp(x, m) ist eine bijektive Abbildung der Menge &' auf sich für alle (x, m) e 
e &' x@: Es seien x e f , m e ^ und k e 0t'. Setzen wir P = <m, k">, dann ist 
Px }f Yx und P, Y schneiden sich in genau einem Punkt q. Wegen kn e 0to gilt 
nach (LI) qx = ox. Die Geraden L(xr/, y), P schneiden sich in genau einem Punkt 
' = \_x~> y]- Wegen xn e 0lo ist sx = qx = ox und nach (P) ergibt sich daraus 
y e 0to. Unserer Vorschrift \xn, (£*<*•m))*] e (m, kn} nach ist yn~l = *,*<*•*> e 0t'. 
Mithin (p(x, m) ist eine injektive Abbildung der Menge ^ ' in sich. Es läßt sich 
leicht nachweisen, daß <p(x, m) eine Abbildung auf 0t' ist. 

4. £(y, m) ist eine bijektive Abbildung der Menge M' auf sich, wobei u = u~(y*u) 

für alle y e 01' gilt: Es seien y, m, k e 01'. Setzen wir P = « n r \ kn}}, dann Px = 
= Yx. Nach (P) gibt es genau einen Punkt s e P mit P = [x, yn~. Wegen sx e Yx 
ist x e l 0 und hieraus folgt xn~" = k^(y,m). Ist speziell k = m = u, so gilt kn = 
= mn = o und folglich P = Y, also x = O. Somit erhält man u = ki(y,u). 

Satz 2. Die Abbildungen co,\l/,(p,^ befriedigen die Forderungen (B3) —(B7) 
aus [2]. 

Beweis. Ad (B3). Es seien xi,x2e&' und y1? y2 e 0t mit yxx ?- y2x. Setzen 
wir sj = [x\, y\~], s2 = [x^, y2], dann wegen ytx ^ y2x gilt sYx ^ s2x und durch 
die Punkte s1?s2 geht genau eine Gerade P. Wegen x^,x2e^0 ist s^e Yx, 
s2x e Yx und folglich Px = Yx. Nach (L2) gibt es daher k', m' e 0to mit P = 
= <<k', m')}. Zu k' bzw. m' gibt es genau ein Element keffl' bzw. m e $' mit 
kn = k' bzw. mn = m'. Aus [x~, yt~ e « k " , mn}}, [x2,y2~ e «k* , mn)) folgt dann 
Xi = m*(yuk) u n d Xi = m*0*,*) 

Ad (B4). Es seien m1, m2, k1, k2e & mit mxx = m2x, k^x ?- k2x. Setzen wir 
Pj == <k 1 ,m 1 > und P2 = <k 2 ,m 2 >, dann wegen fc,x ?- k2x ist PXx |f P2x und 
P!, P2 schneiden sich in genau einem Punkt s. W^gen mxx = m2x gilt dabei nach 
(LI) sx e Yx. Setzen wir s = [x ', y], dann ist x' e 0to und es gibt genau ein x e 0t' 
mit x' = x". Aus [x*, y] e <k1 , m t> und [xn, y\ e <k2, ra2> folgt dann m"(x,kl) = 
= m2

(x'k2). Ist x = u, dann gilt x" = un = o und folglich s e Y, woraus nach (LI) 
mx = y = m2 folgt. Aus mj = m2 ergibt sich umgekehrt s e Y und xn = o = un, 
also x = u. 

Ad (B5). Es seien mx ,kxe0t und m2,k2e 0t'. Setzen wir Px = <k l 5 m t> und 
P2 =. <<k^, ra2», dann wegen Ptx |f P2x gibt es genau einen Punkt s = [x ', y] 
mit s = PjnP^ Da P2;n: = Yx ist, gilt sx e Yx und daher x' e 0to. Mithin gibt 
es genau ein x e 0t' mit x* = x'. Wegen [x^, y~ e (kl,ml} und [xn,y~ e <<k2, m 2 » 
erhält man y = mfx,kl), x = m\(y>k2). 

Ad (B6). Es seien mxe0t und m2,k1,k2e 0t'. Setzen wir Pt = (ml9k\}, 
p2 = « m 2 , k 2 > > , dann ist P2x = Yx. Die Geraden PX und P2 schneiden sich 
in genau einem Punkt s = [x ', / ] . Wegen k\ e 0to ist dabei sx = ox und folglich 
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x',y'e&0. Mithin gibt es Elemente x,yE0t' mit xn = x' und yn = y'. Wegen 
[ x ^ , ^ ] e < m i , k ^ > ergibt sich y == kfX*",1) und aus [x*, y"] e « m * , k*2» folgt 

X = k|(*'m2). 
Ad (B7). Es seien mx,m2E0t und kj, k2 e 0t' mit mxx ^ m2x. Setzen wir 

Pi = <m 1 ? k i> , P2 = (rn\,kn
2}, dann wegen mtx ^ m2x ist Ptx |f P2x und 

Pi,P2 schneiden sich in genau einem Punkt s = [x ', y']. Wegen k^, k^ e ^ 0 

gilt nach (LI) x', y' e ^ 0 und deswegen gibt es x, y e ^2' mit x* = x', yn = V. Somit 
erhalten wir kf x'mi) = y = kf *'m2). 

Satz 3. Die Abbildungen CD, ifr, cp, £ befriedigen die Forderungen (Bl), (B2) 
und (B8) genau dann, wenn (P3), (P<*), (Pc) in oc gelten. 

Beweis. (P^) => (Bl). Seien xl9 yi9y2e & und x2 e 0t' gegeben. Setzen wir 
^i = [*i > yi]- 2̂ = [*2> y2]> dann l S t n^ch (P) s2^ e Yx. Gemäß (Pa) geht durch st 

genau eine Gerade <m, k> aus Li(s2), wobei <m, k>* = <k, m> e j£?i(s2). Daraus 
ergibt sich [ x j , yx] e im, k> und [x2 , y2] e <k, m>. Die zweite Beziehung bedeutet 
aber y2 = iww(X2'fc). 

(Bl) => (P^). Es sei s2 = [*2,y2] ein Punkt mit s2x e Yx, also mit x2e^0. 
Wir setzen x^ = x2, wo x2 e ^ ' . Ist SX = [x i , yi] ein beliebiger Punkt, dann 
gibt es nach (Bl) genau ein Paar (m,k)E0tx0t mit [xX, yt] e <m, k> und y2 = 
= mw(JC2,fe), also mit [x2 , y2] e <k, m>. Daraus folgt <k, m> e ^ i ( s 2 ) und durch sX 

geht genau eine Gerade <m, k> e i f i(s2). 
(P J => (B8). ES seien xj,yiG^ und x2,y2e^'. Setzen wir st = [ * i , y i ] 

und s2= [ * 2 , y 2 ] , dann s2x = ox. Nach (P<-) geht durch sX genau eine Gerade 
<<k', m>> e ^ 2 ( s 2 ) . Setzen wir kn = k' mit k e ^ ' , dann ist <<k", m > » = <m, kn} e 
e <£2(s2), also \x\, y\] e <m, k">. Nach Definition von <p(x, m) gilt y2 = £«»<**. ™> 
und damit (B8) ist erfüllt. 

(B8) => (Pcx). Sei s2 = [ x 2 , y 2 ] ein Punkt mit s2x = Ox und st = [ x i , yx] ein 
beliebiger Punkt. Es gibt x2,y2e^' mit x2 = x2,y\ = ^ 2 . Nach (B8) existiert 
dann genau ein Paar (m, k) e 0t x0!' mit [ x j , yi] e «k*7, /n>> und y2 = k^(x2, m), 
woraus [xn

2, y\] e <m, kn}. Wegen <m, kr?><T = « m , k*» geht durch st genau eine 
Gerade von S£a

2(s2). 

(Pc) => (B2). Seien yj e ^ und xX, x2, y2 e 0t'. Setzen wir sx = [ x i , y i ] und 
iS>2 = [*2>y2]> dann s2% = ox und sjxe Yx. Durch sj geht genau eine Gerade 
« k ' , m ' » e ^ | ( s 2 ) mit k', m E0to. Mithin gibt es k, m e .^' mit k" = k', m* = 
= m'. Wegen «Jfc*, mn»6 = «m* , k»» e J^3(s2) ist [x2 , y*] e <m", k*> und folg­
lich x2 = k^2'm). Aus [x^ , yt] e « k * , m ^ » folgt xt = m^yuh\ 

(B2) => (Pc). Wir wählen einen Punkt s2 = [x'2,y'2] mit s2x = Ox. Dann ist 
X* = x\yn = y' mit x,yE@'. Durch einen beliebigen Punkt sx = [ * i , y i ] mit 
stx E Yx geht genau eine Gerade <<k', m ' » von S£%. Setzen wir x1} = x[, kn = k' 
und /w* = m', dann «k^ , m2>>tf = « m \ k"» e ^3(s2). Aus [x i , yi]e«k^,m^>> 
und [ 4 , y\] E «m^ , k"» folgt xi = mHyuk) und x2 = k^>m\ 
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III 

Im folgenden sei a eine stark n-uniforme AH-Ebene mit gleichmäßigem Paralie" 
lismus ([1], Def. 1.14, 2A) und (X, Y, e) sei ein Koordinatensystem von a. Wi r 

wollen zeigen, daß die Forderungen (P^), (P^), (P0) in a erfüllt sind. Dabei verwenden 
wir einige in [1] eingeführte Bezeichnungen. 

Ad (Pö). Es sei ö: <m, k> —> <k, m> die im Teil I definierte bijektive Abbildung 
von $£\ auf sich. Nach (LI) erklären wir zur Geraden P = <m, k> e S£x eine 
Gerade Pö = <k, m>, wie folgt (Abb. 1): Setzen wir schrittweise p = P n Y, p' = 
= L(p, X) n E\ p' = oP\ P! = L(O, P), p; = P! n E\ Pl = L(p;, X) n Y, dann 
ist Pö = L(px, P'). Für einen Punkt s mit sx e Yx setzen wir ̂ x(s) = {P e <£ x \ s e P} 
und Se\(s) = {P5 | Pe J£\(S)}. Zuerst beweisen wir, daß | Pö n Qö \ = 0 für je 
zwei verschiedene Geraden P, Q e 5£\(s) gilt. 

X E' P 

/f? 

IV 
р'< / / р'< p . 

Р / / 
*Ѓ / ^ ^ *Ѓ 

^ ^ ^ x 

ť 0 

Abb. 1 

Es seien also P, Q e $£x(s) mit P # Q. Nach vorigem Verfahren erklären wir 
die Geraden P6 und Qg (Die Konstruktion von Q" beschreiben wir mit den Sym­
bolen Q und q gleich wie die Konstruktion von Pö mit P und p). 

1. Ist s e Y, so Pö || Qö. Wegen P ^ Q ist P5 # Q* und somit | P* n Q ' | = 0 . 
2. Es sei s ^ Y. 
a) Wir nehmen an, daß Px # Qx ist. Aus unserer Konstruktion von P5 und Qö 

folgt Pxx ?- Qjx, pix / q>, pxx ^ qi^ und Pöx # Q5x. Wegen Pöx || Q5x ist 
also \PÖ n Qö \ = 0 . 

b) Es sei Px = Qx. 
a) Giltp = q, dann gehen wir analog wie im Teil 1 vor. 
ß) Es seip # q. Der Behauptung 1.10, (2), [1] nach gibt es eine natürliche Zahl 

j < n mit p(~j)s. Aus Px, Qx ?- Yx folgt nach Lemma 1.12, [1] s(czj) Y und 
q(o^j) s. Wegen sx e Yx isty ?- 0 und wegen Px = Qx ergibt sich nach Beweis der 
Behauptung 1.16 P(~J + 1) q. Mithin gibt es eine natürliche Zahl k mitp(~ f + k)q. 
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Da p £ Q ist, so gilt nach Lemma 1.12 p(s-f + k) Q. Setzt man | P n Q | = r"\ 
d a n n w e g e n s e P n Q,p£ Q und p(~f) s gilt nach der Eigenschaft S, Def. 1.13, [1] 
p(~ i +J) Q, also i + j = k + J und folglich i = k. Da a eine AK-Ebene mit 
gleichmäßigem Parallelismus ist, so P \\ Px, Q || Qx und | P n Q | = rfc impliziert 
I -Pi n Q! | = rk (Def. 2.1, [1]). Wegen Pt # Qj ist pi # q'x und p[ $ ß - . Aus 
| P n Q | = r* und o(~ 0)p ; ergibt sich dann nach S p\(~ k) Qt und gemäß 
Lemma V12, [1] folgt daraus p\(^ k)q[. Nach S' aus Definition 1.13, [1] und 
nach Behauptung U 5 , [1] gilt p{(~ k)qx, was in bezug auf Lemma 1.12, [1] 
p!(~ k) Qb bedeutet. Aus p(~ j + k) q erhält man nach S': p'(^j + k) q' und 
somitp ' (^ j + k) Q'. Wird | P' n Q' | = r'1 gesetzt, so wegen o(~ 0)p ' gilt nach S 
i =j + k. Setzen wir Q\ = L(p1? Q'), dann Q; || Q*. Aus P* || P', Qi || Q' und 
p! 6 P* n Q; folgt dann nach Definition 2.1, [1] | Pö n Qx \ = r>+*. Somit erhalten 
wir Pl(~ k) Q\ | Q; n Q5 | = 0,p! e Q\Pl e P\ \ P* n Q\ \ = H+*. Wegen 1 £ j 
ist k + 1 ^ jf + k und folglich | Pö n Q; | ^ rk+l. Nach Behauptung 1.16, [1] 
erhält man daraus Pöe^' und | Pö n Q* | = 0. Durch jeden Punkt von Y geht 
genau eine Gerade aus S£\(s) und jede Gerade aus S£\(s) schneidet Y in genau 
einem Punkt. Deswegen gibt es t" voneniander verschinedene Geraden aus S£\(s). 
Da auf jeder Geraden genau tn Punkte liegen, sind in den Geraden von S£\(s) 
genau t2n Punkte enthalten, was aber die Anzahl aller Punkte von a ist. Da ver­
schiedene Geraden von S£\(s) keinen gemeinsamen Punkt haben, geht durch jeden 
Punkt von a genau eine Gerade von S£\(s). 

Abb. 2 

Ү P7 

P 7 / 
vř/ 
/ 1/ E" 

P l/Уv 
/ x 

И 0 1 Pl 

Ad (P<-). Es sei a: <m, k> -» « k , m » die (bijektive) Abbildung der Menge S£ ± 
auf die Menge S£2. Nach (LI) und (L2) bestimmen wir zu einer Geraden P = 
= <m, k> € &A eine Gerade Pa = « k , m » , wie folgt (Abb. 2): Setzen wir p = 

= p n Y, p' = L(p, x) n F,p" = L(p', F) n F", P' = oP\ px = L(o, P), p; = 
= P, n K", pi = L(p; ,Y)HX, dann ist Pd = L(pi, P'). Für einen Punkt s 
mit sx = ox setzen wir S£2(s) = {P e S£±\ s e P} und S£a

2(s) = {P* | P e S£2(s)}. 
Mit oben angeführter Konstruktion läßt sich ganz analog wie in Ad (Fö) \Pa nQa\ = 
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= 0 für je zwei verschiedene Geraden P, Q e S£2(s) beweisen. Unsere Behauptung 
(Po) folgt dann unmittelbar. 

Ad (Pc). Es sei Q: « m , k» -> « k , w » die (bijektive) Abbildung von -S?3 auf 
sich. Nach (L2) erklären wir zu einer Geraden P = <<rn, k» e J2f3 eine Gerade 
p* = « k , m » , wie folgt (Abb. 3): Setzen wir p = P n X,P' = L(p, -0 n £ ' , 
P' = Op',^ = L(O,p),p; = P! H L",Pi - Up'l9 Y) H X, dann ist PQ = L(pl9P'). 
Für einen Punkt s mit sx = ox setzen wir J?3(s) = {P e $£3 | s e P} und -5?3(s) = 
= {Pc | P G Jö?3(s)}. Ganz ähnlich wie in Ad (P3) beweisen wir, daß | PQ n QQ I - 0 
für je zwei verschiedene Geraden P, Q e Jö?3(s) gilt. Jede Gerade von JS?§(s) 
schneidet X in genau einem Punkt px e M0 und durch jeden Punkt px e 0tQ geht 
genau eine Gerade von $£%(s). Die Anzahl der Punkte von ^ 0

 i s t t""1, auf jeder 
Geraden liegen tn Punkte und damit enthalten alle Geraden von <£%(s) genau 
tln~l Punkte. Dies ist aber die Anzahl aller Punkte, die benachbart mit Y sind. 
Da verschiedene Geraden von &%(s) keinen gemeinsamen Punkt haben, geht 
durch jeden mit Y benachbarten Punkt genau eine Gerade von l£%(s). 

Abb. 3 

Da in jeder stark n-uniformen AK-Ebene a mit gleichmäßigem Parallelismus die 
Forderungen (Pö), (P.), (Pfi) erfüllt sind, ist a projektiv erweiterbar. Damit ist die 
entsprechende Behauptung aus [1], Theorem 4.1 auf eine andere Art bewiesen. 
Da auch jede desarguessche AK-Ebene (P,-), (PCT), (Pfi) befriedigt, erfüllen diese 
Forderungen alle bisher bekannten AK-Ebenen, die projektiv erweiterbar sind. 
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Shrnutí 

O J I S T É TŘÍDĚ A F I N N Í C H KLINGENBERGOVSKÝCH ROVIN, 
KTERÉ J S O U PROJEKTIVNĚ R O Z Š Í Ř I T E L N É 

FRANTIŠEK MACHALA 

Pomocí geometrických podmínek (P<5), (PG), (PQ) je stanovena třída AK-rovin, které jsou projek-
itvně rozšířitelné a je ukázáno, že silné n-uniformní afinní Hjelmslevovské roviny s rovnoměrnou 
rovnobežností splňují tyto podmínky. Protože také desarguesovské AK-roviny splňují (Pa), (P<-), 
PQ), náležejí uvažované třídě všechny doposud znimé projektivně rozšířitelné AK-roviny. 

Резюме 

ОБ ОДНОМ КЛАССУ П Р О Е К Т И В Н О Р А С Ш И Р И Т Е Л Ь Н Ы Х 
А Ф Ф И Н Н Ы Х ПЛОСКОСТЕЙ К Л И Н Г Е Н Б Е Р Г А 

ФРАНТИШЕК МАХАЛА 

При помощи геометрических условий (Рб), (Ра), (Рв) определяется класс АК-плоскостей, 
которые можно расширить в проективные плоскости Клингенберга. Показывается, что сильно 
л-униформные аффинные ельмслевовы плоскости с равномерной параллельностей отвечают 
этим условиям. Потому, что дезарговы АК-плоскости тоже выполняют (Р3), (Ра), (Ра), при-
надлежают нашему классу все до сих пор знакомые проективно расширительные АК-плос-
кости. 
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