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UBER EINE KLASSE AFFINER KLINGENBERGSCHER
EBENEN, DIE PROJEKTIV ERWEITERBAR SIND

FRANTISEK MACHALA

(Eingelangt am 31. Mdrz 1979)

In [2] wurden Abbildungen n, w, ¥, ¢, & in einer AK-Ebene « definiert, wobei
bewiesen wurde, daB « projektiv erweiterbar genau dann ist, wenn diese Ab-
bildungen den vorgeschriebenen Bedingungen geniigen. Ist o desarguessch, dann
lassen sich w, ¥, ¢, & mittels einer einzigen Abbildung # ausdriicken.

In vorliegender Arbeit wird eine Klasse projektiv erweiterbarer AK-Ebenen
gefunden, in denen sich o, ¥, ¢, & mittels einer einzigen Abbildung dhnlich wie
bei den desarguesschen AK-Ebenen erklart lassen. Diese Klasse wird durch drei
geometrische Bedingungen (P;), (P.), (P.) charakterisiert. Zum SchluB3 wird ge-
zeigt, daB stark n-uniforme affine Hjelmslev — Ebenen mit gleichmédBigem Paralle-
lismus (siehe [1]) den Bedingungen (P;), (P.), (P.) geniigen, was bedeutet, daB alle
bisher bekannten projektiv erweiterbaren AK-Ebenen der untersuchten Klasse
angehdoren.

Definition 1. Eine projektive Klingenbergsche Ebene (kurz PK-Ebene) ist ein
Tripel (n, 7', x), wo © = (P, &, €) eine Inzidenzstruktur, n' = (%', ¥, €) eine
projektive Ebene und % : 7 — n’ ein Epimorphismus sind, wobei

X,yeP,xx # yx =3 Pe ¥, x,yeP, )
P,Qe ¥ ,Px # Qx =3 1xe P, xeP, Q. )

Definition 2. Es sei a = (2, %, €) eine Inzidenzstruktur und sei auf & eine
Aquivalenzrelation | (Parallelitit) derart erklart, daB durch jeden Punkt aus £
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eine einzige Gerade aus jeder Aquivalenzklasse von || geht. Ist o’ = (2, £, €)
eine affine Ebene und x : @ —» o’ ein Epimorphismus, dann (o, «', ) heiBt eine
affine Klingenbergsche Ebene (kurz AK-Ebene), wenn folgendes gilt:

X, yeEP, xx #yx >3IPe L, x,yeP, )
P,Qe L, PxffQx =3 xeP, xeP, Q. 2)

Unter einer PK-Ebene bzw. AK-Ebene werden wir oft direkt die Inzidenz-
struktur 7 bzw. o verstehen. Alle Geraden fassen wir als Punktmengen auf und
diesem Standpunkt nach, bezeichnen wir die Inzidenz mit €. Die einzige durch die
Punkte x, y mit xx # yx bestimmte Gerade P wird mit P = xy bezeichnet. Sind
P, Q die den Bedingungen (2) der Definitionen 1 und 2 geniigenden Geraden, dann
wird der einzige durch P, Q bestimmte Punkt x mit x = P M Q bezeichnet. Ist «
eine AK-Ebene, dann bezeichnet man mit L(p, Q) die Parallele zu Q durch p.
Als Folgerung der Definition 2 erhdlt man P | Q = Px | Qx.

Definition 3. Sei («, o', ») eine AK-Ebene. Ein Tripel (X, Y, e) heilt ein Ko-
ordinatensystem von «, falls X, Y Geraden und e ein Punkt aus o mit Xx § Yx,
ex ¢ Xx, Yx sind.

Sei (X, Y, e) ein Koordinatensystem der AK-Ebene o = (2, &, €). Wir schreiben
0=XMY, E=o9e, EE =L, Y),E" =L, X)und # = {xeP|xe X}, By =
={xeR|xxw=o0u}, £ ={Pec L |PuliYu}, £, ={Pec¥|Px| Y} Ferner
definieren wir die Abbildungen f : ZXR = P,y - BAXRA > L1, 7, - Ry X R —
- %,, wie folgt:

(P) Fiir beliebige (x, y) € # x # setzen wir w = L(y, Y) M E und s = L(w, X) [
ML(x, Y) = (x, y).

(L1) Fiir beliebige (m, k) € # xR setzen wir p’ = L(m, Y) M E,p = L(p’, X) N
ME,q =Lk, YYE, q =L, X) " Yund P = L(q, op) = (m, k).

(L2) Fir beliebige (m, k)e Ry xR setzen wir w= L(m,Y) 7 FE” und P =
= L(k, ow) = (m, k).

f bzw. y, bzw. y, ist eine bijektive Abbildung von & x Z auf 2 bzw. von Z x %
auf &, bzw. von #, x# auf £, [2]. Im folgenden setzen wir (x, y) = [x, y]
Vx, )€ ZXR, (m k)" = {m k)V(m, k)e RxR und (m, k)* = {m, k>
VY (m, k) € By x #. Den Vorschriften (L1) und (L2) nach gilt <{m,, k> |
| <{my, k,» < my=m, und {{m,, k>) | {(m,, k,>) < m,; =m,. Durch Vergleich
von (P) und (L2) ergibt sich [x, y]e{{m, k> = x3x = kx. Ferner setzen wir ¥, =
={Pe¥,|Px="Yx}, L, ={PecP, |oxePx} Dannist {(m kdde Ly ke
eRound (M, kye L, =>ke,.

Wir betrachten nachstehende Abbildungen 6, g, ¢:

1. Es sei 6 : {m, k) - <{k, m) fiir alle (m, k) € # xR gesetzt. Dann ist § eine
bijektive Abbildung der Menge .#, auf sich mit (P?)’ = PV Pe %,. Wir setzen
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Zi(s) = {Pe#, |sePlund Zi(s) = {P°| Pe #,(s)) fiir cinen beliebigen Punkt s
mit sx € Y. Ist s = [x, »] ein solcher Punkt und P = {m, k) eine Gerade von
Z,(s), dann gilt nach (P) x € Z, und nach (L1) yx = kx. Fiir Geraden P = {m, k>
und Q = {(m,, k,> aus Z,(s) ergibt sich also k,x = k,» und folglich P%x || Q°x.
Im Falle s € Yerhdlt man P = {(m, k) € £(s) = k = y und daher P, Q € & ,(s) =
=P’ Q.

2. Es sei 0:{m, k> - {k, m>) fiir alle (m, k) € & x R, gesetzt. So definiertes o
ist eine bijektive Abbildung der Menge &£, auf dic Menge .Z,. Setzen wir £,(s) =
={Pe Z,|seP}und £5(s) = {P° | Pe &,(s)} fir einen beliebigen Punkt s mit
sx = ox, dann gilt P’x || Q7x || Yx fir beliebige Geraden P, Q € £,(s). Im Falle
s € Y gilt speziell P, Q € £,(s) = P || Q°.

3. Es sei 9 : {m, k)Y — {Kk, m)) fur alle (m, k) € By x R, gesetzt. So definier-
tes g ist eine bijektive Abbildung der Menge £ auf sich. Wir setzen #5(s) =
={Pe ¥;|seP} und L4(s) = {P°| Pe L;(s)} fir einen beliebigen Punkt s
mit sx = ox.

Mit (Py), (P.), (P.) bezeichnen wir folgende Forderungen:

(Pg) Ist s ein Punkt mit sx € Y, dann geht durch jeden Punkt von 2 genau eine
Gerade aus Z%4(s).

(P.) Ist s ein Punkt mit sx = ox, dann geht durch jeden Punkt von 2 genau
eine Gerade aus Z%(s).

(P.) Ist s ein Punkt mit sx = ox, dann geht durch jeden Punkt m mit mx e Yx
genau eine Gerade aus £4(s).

II

Sei (n, ', ») eine PK-Ebene mit = = (2, &, €). Fir eine beliebige Gerade U
von 7 definieren wir eine Inzidenzstruktur ay = (Py, Ly, €) mit Py = {xe
€P | xn¢ Un}, Ly = {Pe P | Px # Ux}. Die Restriktion »" des Epimorphismus
» auf oy ist ein Epimorphismus der Inzidenzstruktur «y auf die affine Ebene oy,
die aus der projektiven Ebene n’ durch Beseitigung der Geraden Ux entsteht. Zwei
Geraden aus ay heilen paraliel genau dann, wenn sie in 7 einen gemeinsamen Punkt
auf U haben. Es ist leicht zu sehen, daB das Tripel (ay, oy, ') eine AK-Ebene bil-
det. Im solchen Fall ist a in 7 eingebettet, oder anders gesagt, = ist eine projek-
tive Erweiterung von oy . Eine AK-Ebene o ist projektiv erweiterbar, falls es eine
PK-Ebene gibt, die eine projektive Erweiterung von o ist.

Sei a eine AK-Ebene, (X, Y, ¢) ein Koordinatensystem von o und £, #, die
durch (X, Y, e) definierten Mengen. Ferner sei #' eine Menge mit 2 " # = (.
In [2] wurde bewiesen, daB o genau dann projektiv erweiterbar ist, wenn folgende
bijektive Abbildungen

n:R >Ry,

ox, k)R> RV XxeRNkeR,
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VOLk) B> RNyeRVkeR,
ox,m): R > RVNxeR VmeR,
Ep.m): R >R NNyeR VNmeR

existieren, welche die Bedingungen (A1) —(A3) und (B1) —(B8) von [2] befriedigen.

Ist « eine desarguessche AK-Ebene, dann lassen sich die Abbildungen w, ¥, @, &
verlangter Eigenschaften durch eine beliebige bijektive Abbildung von %’ auf %,
ausdriicken. Im folgenden verwenden wir dieses Verfahren zu einer allgemeinen
AK-Ebene o und beweisen, daB auf diese Art konstruierte Abbildungen w, ¥, @, &
genau dann die Bedingungen (Al)—(A3) und (B1)—(B8) befriedigen, wenn die
Forderungen (Py), (P.) und (P,) in « erfiillt sind.

Es sei also a = (2, %, €) eine AK-Ebene und sei # eine bijektive Abbildung
von &' auf #,. Wir definieren Abbildungen w(x, k), Y(y, k), ¢(x, m) und &(y, m)
folgendermafBen:

[x", m*™0] ek, m>Vxe R Vm ke,
[(m*@ oy y] e k", m"YYVye RV m ke R,
[x", (k™Y e {m, k"> x, ke RV me R,
[(kemyn y1] e Km", k"> N y, m, ke R'.

Ferner werden wir die Abbildungen w, ¥, ¢, £ stets im eben angefiihrten Sinn
begreifen.

Satz 1. w, ¥, @, ¢ sind bijektive Abbildungen, die den Forderungen (Al)—(A3)
aus [2] geniigen.

Beweis. 1. w(x, k) ist eine bijektive Abbildung der Menge Z# auf sich fiir alle
(x, k) e B xR, wobei mx = (m®®") 5 gilt: Es seien xe #', ke # und me .
Setzen wir P = {k, m), dann Px } Y»x und die Gerade Q = L(x", ¥) schneidet P
in genau einem Punkt s. Wegen (P) ist s = [x", y] und folglich y = m®™®. Somit
ist w(x, k) injektiv. Wegen x"e Z, gilt Ox = Vx und daher sx e Yx. Setzen wir
g = PMY,dannistsx = gxund aus (P), (L1) folgt ms = yx, also mx = (m®0) 5,
w(x, k) ist eine Abbildung auf #: Es sei m’' € #. Setzt man p’ = L(k, Y)ME und
p=L(p’, X)ME’, so 1aBt sich nach (L1) die Parallecle P zu op durch [x", m'] in der
Form P = <k, m) ausdriicken und somit ist m’' = m®*"®,

2. Y(y, k) ist eine bijektive Abbildung der Menge %’ auf sich fiir alle (y, k) €
€ R xR Setzt man dabei 0" ' = u, dann gilt u = ¥ fiir alle y € #: Es scien
also ye Z, ke # und me #'. Setzen wir P = ({k", m"y), dann nach (L2) ist
Py = Yx. Setzen wir weiter w = E[ML(y, Y)und Q = L(w, X), dann P, Q schneiden
sich in genau einem Punkt s und nach (P) ist s = [x, y]. Wegen Px = Yx erhalt
man sxe Yx und xxe Yx, also xe%,. Unserer Vorschrift [(m'®), y]e
€ {Ck", m"y) nach ergibt sich x = (m*®®y und X" = WO e R Y(y, k) ist
also eine injektive Abbildung von £’ in sich. Leicht zeigt man, daB ¥(», k) eine
Abbildung auf £’ ist. Ist in der vorigen Konstruktion k = m = u gesetzt, dann
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wegen k" = m" = 4" = oergibtsich P = Y, x = o und m¢®»h — Ok — xn=t _
=0 =u

3. @(x, m) ist eine bijektive Abbildung der Menge %’ auf sich fiir alle (x, m) e
ER' XR: Es scien xe B, me R und ke R'. Setzen wir P = {m, k"), dann ist
Px }} Yx und P, Y schneiden sich in genau einem Punkt q. Wegen k"€ &, gilt
nach (L1) gx = ox. Die Geraden L(x", y), P schneiden sich in genau einem Punkt
s = [x", y]. Wegen x"e &, ist sx = gx = ox und nach (P) ergibt sich daraus
y € Ro. Unserer Vorschrift [x", (k?™™)7] e {m, k"> nach ist y1~" = k®=™ e g,
Mithin ¢@(x, m) ist eine injektive Abbildung der Menge £’ in sich. Es 1aBt sich
leicht nachweisen, daB ¢(x, m) eine Abbildung auf £’ ist.

4. (y, m) ist eine bijektive Abbildung der Menge £’ auf sich, wobei ¥ = u*0w
fir alle y € %' gilt: Es seien y, m, k € #'. Setzen wir P = {{m", k")>, dann Px =
= Y. Nach (P) gibt es genau einen Punkt s € P mit P = [x, y"]. Wegen sx e Y3
ist x e &, und hieraus folgt x" ' = k*»™, Ist speziell k = m = u, so gilt k" =
= m" = o und folglich P = Y, also x = o. Somit erhilt man u = k%%,

Satz 2. Die Abbildungen w, Y, ¢, ¢ befriedigen die Forderungen (B3)—(B7)
aus [2].

Beweis. Ad (B3). Es seien x,, x, € # und y,,y, € Z mit y;x # y,x. Setzen
wir s, = [x7, 1], 52 = [}, y,], dann wegen y,;x # y,x gilt s;3% # s, und durch
die Punkte s,,s, geht genau eine Gerade P. Wegen x}, x} € %, ist s,x e Yx,
sp% € Y und folglich Px = Yx. Nach (L2) gibt es daher k', m' € Z, mit P =
= k', m'>y. Zu k' bzw. m’ gibt es genau ein Element k € #’' bzw. m € #' mit
k"= k" bzw. m" = m’. Aus [x], y,] e (K", m">), [x,, y,] € (K", m")> folgt dann
X, = md'(yx,k) und X, = mll/(.vzyk)‘

Ad (B4). Es seien my, m,, k, k, € Z mit myx = m,x, k,»x # k,x. Setzen wir
P, = (ky,myy und P, = {k,, m,>, dann wegen k;x 3 k,x ist P;x §f P,» und
P,, P, schneiden sich in genau einem Punkt s. Wegen m,» = m,x gilt dabei nach
(L1) sx € Yx. Setzen wir s = [x', y], dann ist x" € %, und es gibt genau ein x € #’
mit x’ = x". Aus [x", y] € <ky, my> und [x", y] € <k,, m,) folgt dann m@&k) =
= m2™*)_[st x = u, dann gilt x” = u" = o und folglich s € ¥, woraus nach (L1)
m, =y = m, folgt. Aus m, = m, ergibt sich umgekehrt se Y und x" = o = u",
also x = u.

Ad (B5). Es seien 1, k, € # und m,, k, € #'. Setzen wir P, = {k,, m;> und
P, = (KkY, mly), dann wegen P;x ff P,»x gibt es genau einen Punkt s = [x/, y]
mit s = P,TP,. Da P,x = Yx ist, gilt sx € Yx und daher x’ € #,. Mithin gibt
es genau ein x € £’ mit x" = x’. Wegen [x", y] € <k,, m;> und [x", y] e {(k%, m})>>
erhilt man y = mP™*), x = myO-*),

Ad (B6). Es seien m, € # und m,, k,, k, € #. Setzen wir P, = {m,, k7>,
P, = {(mh, k%»>, dann ist P,x = Yx. Die Geraden P, und P, schneiden sich
in genau einem Punkt s = [/, »']- Wegen k| € &, ist dabei sx = ox und folglich
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x',y" € R,. Mithin gibt es Elemente x,y € # mit x" = x" und y" = y’. Wegen
[x", y"] € {my, k1> ergibt sich y = k™) und aus [x", y"] € <{m}, k3>) folgt
x = K§rm),

Ad (B7). Es seien m,,mye # und k,,k, e # mit m;x # myx. Setzen wir
P, =<m k1>, P, = (ml, k%>, dann wegen mx # myx ist Pix }f P,x und
P,, P, schneiden sich in genau einem Punkt s = [x',y]. Wegen ki, k% e %,
gilt nach (L1) x’, y’ € 2, und deswegen gibt es x, y € #’ mit x" = x’, " = p’. Somit
erhalten wir k9™ = y = fgtom2),

Satz 3. Die Abbildungen w, Vs, ¢, & befriedigen die Forderungen (Bl), (B2)
und (B8) genau dann, wenn (P;), (Ps), (P.) in o gelten.

Beweis. (P;) = (B1). Seien x,,y;,y,€# und x,e # gegeben. Setzen wir
sy =[xy, »1], 52 = [x%, y,], dann ist nach (P) s,% € Y. GemiB (P,) geht durch s,
genau eine Gerade {m, k> aus L3(s,), wobei {m, k>® = (k, m> € £,(s,). Daraus
ergibt sich [x,, y,] € {m, k> und [x}, y,] € <k, m)>. Die zweite Bezichung bedeutet
aber y, = m®C»H,

(Bl) = (P,). Es sei s, = [x},y,] ein Punkt mit s,x € Yx, also mit x} e Z,.
Wir setzen x% = x5, wo x, € #'. Ist s; =[x, y,] ein beliebiger Punkt, dann
gibt es nach (Bl) genau ein Paar (m, k) € Z x# mit [x,, y,] e {m, k> und y, =
= m®>»8 also mit [x1, y,] € <k, m)>. Daraus folgt <k, m» € £,(s,) und durch s,
geht genau eine Gerade {(m, k> € £5(s,).

(P,) = (B8). Es seien x;,y,€Z und Xx,,y,€#. Setzen wir s, =[x, y,]
und s,= [x%, »3], dann s,% = ox. Nach (P,) geht durch s, genau eine Gerade
Kk', m)y> e #,(s,). Setzen wir k" = k' mit k € #', dann ist {k", m>)° = {m, k">
€ £,(s,), also [x7%, y1] e {m, k">. Nach Definition von ¢(x, m) gilt y, = k¢C=m™
und damit (B8) ist erfiillt.

(B8) = (P.). Sei s, = [x}, y5] ein Punkt mit s,% = ox und s, = [x,, y;] ein
beliebiger Punkt. Es gibt x,, y, € #' mit x}, = x3, 3 = y,. Nach (B8) existiert
dann genau ein Paar (m, k) € # x #' mit [x,, y;] € ((k", m}D> und y, = k®(x,, m),
woraus [x7%, y3] e (m, k"y. Wegen (m, k"»° = {{m, k")) geht durch s, genau eine
Gerade von Z%(s,).

(P,) = (B2). Seien y, € # und x,, x,, y, € #. Setzen wir s, = [x",,] und
s, = [x3, 3], dann s,% = ox und syx € Y. Durch s; geht genau eine Gerade
LK, m'yy e Py(s,) mit k', m' e By. Mithin gibt es k, me %' mit k" = k', m" =
= m'. Wegen ({k", m"y>e = {{m", k"yy € L5(s5) ist [x], y3] e (m", k"> und folg-
lich x, = k*0»™_ Aus [x7, y,] € k", m")) folgt x; = mtOrb,

(B2) = (P,). Wir wihlen einen Punkt s, = [x2,¥2] mit s,% = ox. Dann ist
x" = x',y" =y’ mit x, ye 2. Durch einen beliebigen Punkt s, = [x}, y1] mit
5,% € Y geht genau eine Gerade ((k’, m')) von £5. Setzen wir x| = x\, k" = k'
und m" = m’, dann (K", m*)>e = ((m", k")) € Z3(s2). Aus [x1, y,Jek" mmyy
und [x4, y1] e (m", k") folgt x, = m*O0" und x; = kSO2m
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II1

Im folgenden sei « eine stark n-uniforme AH-Ebene mit gleichmdBigem Paralle”
lismus ([1], Def. 1.14, 2.1) und (X, Y, e) sei ein Koordinatensystem von a. Wil
wollen zeigen, daB die Forderungen (P;), (P.), (P,) in « erfiillt sind. Dabei verwenden
wir einige in [1] eingefiihrte Bezeichnungen.

Ad (P;). Es sei 6: {m, k> » (k, m) die im Teil I definierte bijektive Abbildung
von %, auf sich. Nach (L1) erkliren wir zur Geraden P = {(m, k> e &, eine
Gerade P? = <k, m>, wie folgt (Abb. 1): Setzen wir schrittweise p = P[1 Y, p’ =
=Lp,X)MME,P =o0p',P, =L0,P),p, =P, AE, p, = L(p}, X) M Y, dann
ist P* = L(p,, P’). Fiir einen Punkt s mit sx € Y setzen wir £ (s) = {Pe %, |se P}
und Zi(s) = {P°| Pe £ ,(s)}. Zuerst beweisen wir, daB | P’ n Q% | = 0 fiir je
zwei verschiedene Geraden P, Q € £ (s) gilt.

Y. h E' P
% f
R
pl p:‘ P:
P 1
p
X
o]
Abb. 1

Es seien also P, Q € Z,(s) mit P # Q. Nach vorigem Verfahren erkldren wir
die Geraden P’ und Qg (Die Konstruktion von Q* beschreiben wir mit den Sym-
bolen Q und ¢ gleich wie die Konstruktion von P° mit P und p).

1. Ist se ¥, so P°|| Q°. Wegen P # Q ist P* # Q° und somit | PP~ Q"I = 0.

2. Esseis¢?Y.

a) Wir nehmen an, daB Px # Qx ist. Aus unserer Konstruktion von P? und Q°
folgt Pyx # Q,x, pix # qix, pyx # qx und P’x # Q%%. Wegen P’ | Q% ist
also | P°n Q°| = 0.

b) Es sei Px = Qx.

®) Gilt p = ¢, dann gehen wir analog wie im Teil 1 vor.

B) Esseip # q. Der Behauptung 1.10, (2), [ 1] nach gibt es eine natiirliche Zahl
Jj < n mit p(~j)s. Aus Px, Qx # Yx folgt nach Lemma 1.12, [1] s(~j) ¥ und
g(=j)s. Wegen sx € Yx ist j # 0 und wegen Px = Qx ergibt sich nach Beweis der
Behauptung 1.16 p(~ j + 1) g. Mithin gibt es eine natiirliche Zahl k mit p(~ j+k)q.
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Da p¢ Q ist, so gilt nach Lemma 1.12 p(~j + k) Q. Setzt man [P n Q| = r',
dann wegens e P n @, p ¢ O und p(~ j) s gilt nach der Eigenschaft S, Def. 1.13, [1]
p(~i+j)0, also i +j=k + j und folglich i = k. Da « eine AK-Ebene mit
gleichméBigem Parallelismus ist, so P | Py, Q| @, und | PN Q]| = r* impliziert
[P, A Q| =rk (Def. 2.1, [1]). Wegen P, # Q, ist p} # q; und pj ¢ Q,. Aus
[P~ Q| =r* und o(~ 0) p ergibt sich dann nach S pi(~ k) Q; und gemil
Lemma 1.12, [1] folgt daraus p)(~ k) g;. Nach S’ aus Definition 1.13, [1] und
nach Behauptung 1.15, [1] gilt p;(~ k) g,, was in bezug auf Lemma 1.12, [1]
pi(~ k) Q° bedeutet. Aus p(=~ j + k) g erhdlt man nach S’: p'(~j + k)¢’ und
somit p'(~j + k) Q. Wird | PP n Q' | = ri gesetzt, so wegen o(~ 0) p’ gilt nach S
i=j+ k. Setzen wir Q) = L(p,, Q"), dann Q7 | Q°. Aus P’ || P’, Q|| @' und
p, € P Q) folgt dann nach Definition 2.1, [1] | P’ n @, | = r/**. Somit erhalten
wir p(= k) 0% 10, nQ° | =0,p,eQ.,p el | PP Q| =r" Wegenl </
ist k + 1 <j+ k und folglich | P° ~ Q} | = r**'. Nach Behauptung 1.16, [1]
erhilt man daraus PPe 7’ und | P’ n Q° | = 0. Durch jeden Punkt von Y geht
genau eine Gerade aus #%(s) und jede Gerade aus Z4(s) schneidet Y in genau
einem Punkt. Deswegen gibt es " voneniander verschinedene Geraden aus Zi(s).
Da auf jeder Geraden genau ¢" Punkte liegen, sind in den Geraden von Li(s)
genau t2" Punkte enthalten, was aber die Anzahl aller Punkte von a ist. Da ver-
schiedene Geraden von #9(s) keinen gemeinsamen Punkt haben, geht durch jeden
Punkt von « genau eine Gerade von f‘i(s).

Abb. 2

Ad (P.). Es sei a: {(m, k) = {{k, m)) die (bijektive) Abbildung der Menge #,
auf die Menge %,. Nach (L1) und (L2) bestimmen wir zu einer Geraden P =
= (m, k> e L, eine Gerade P° = ((k, m)), wie folgt (Abb. 2): Setzen wir p =
=PMY, p=Lp,X)MEp =Lp,Y)ME", P =op", P, =L(o,P), p\ =
=P, ME" p, = L(p,, Y)M X, dann ist P* = L(p,, P). Fiir einen Punkt s
mit sx = ox setzen wir Z,(s) = {Pe€ %, |se P} und L5(s) = {P° | Pe Z,(s)}.
Mit oben angefiihrter Konstruktion I4Bt sich ganz analog wie in Ad (P°) | P n Q7 |=
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= 0 fiir je zwei verschiedene Geraden P, Q € &,(s) beweisen. Unsere Behauptung
(P,) folgt dann unmittelbar.

Ad (P,). Es sei o: {{m, kD> — ({k, m)) die (bijektive) Abbildung von £ auf
sich. Nach (L2) erklaren wir zu einer Geraden P = {{m, k)) € & eine Gerade
Pe = ((k, mdD, wie folgt (Abb. 3): Setzen wir p = P [ X,p" = L(p, Y) [ E”,
P = op',P, = L(o, p),p, = P, M E",p, = L(py, Y) " X,dannist P* = L(p,, P’).
Fiir einen Punkt s mit sx = ox setzen wir Z5(s) = {Pe &5 | se P} und L4(s) =
= {P?| P e #,(s)}. Ganz dhnlich wie in Ad (P;) beweisen wir, daB | P* n Q=0
fur je zwei verschiedenc Geraden P, Q€ Z;(s) gilt. Jede Gerade von ZL8(s)
schneidet X in genau einem Punkt p, € #, und durch jeden Punkt p, € #, geht
genau eine Gerade von #4(s). Die Anzahl der Punkte von %, ist t"~ 1, auf jeder
Geraden liegen (" Punkte und damit enthalten alle Geraden von £4(s) genau
t2"=1 Punkte. Dies ist aber die Anzahl aller Punkte, die benachbart mit Y sind.
Da verschiedene Geraden von #5%(s) keinen gemeinsamen Punkt haben, geht
durch jeden mit Y benachbarten Punkt genau eine Gerade von Z§(s).

R P, P
. /P’ .,
P, p’ E

Y

Abb. 3

Da in jeder stark n-uniformen AK-Ebene a mit gleichmaBigem Parallelismus die
Forderungen (P;), (P.), (P.) erfiillt sind, ist o projektiv erweiterbar. Damit ist die
entsprechende Behauptung aus [1], Theorem 4.1 auf eine andere Art bewiesen.
Da auch jede desarguessche AK-Ebene (P;), (P.), (P.) befriedigt, erfiillen diese
Forderungen alle bisher bekannten AK-Ebenen, die projektiv erweiterbar sind.
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Shrnuti

O JISTE TRIDE AFINNICH KLINGENBERGOVSKYCH ROVIN,
KTERE JSOU PROJEKTIVNE ROZSIRITELNE

FRANTISEK MACHALA

Pomoci geometrickych podminek (Pg), (Ps), (Po) je stanovena tfida AK-rovin, které jsou projek-
itvn€ rozsifitelné a je ukdzdno, Ze silné n-uniformni afinni Hjelmslevovské roviny s rovnomérnou
rovnobéznosti spliiuji tyto podminky. Protoze také desarguesovské AK-roviny spltiuji (Py), (Ps),
P,), ndleZeji uvazované tfidé viechny doposud znimé projektivné rozsifitelné AK-roviny.

Peszrome

Ob OJJHOM HJIACCY IIPOERTHUBHO PACIHNPUTEJ/IbHBIX
AODOUHHBIX INJIOCKOCTEN KJMHTEHBEPTA

OPAHTHUIIEK MAXAIJIA

Ilpu momoiu reomerpuveckux yciosuit (Ps), (P,), (P,) onpenesnsiercs kmacc AK-nmockocreit,
KOTOPBIE MOXHO PACIIAPHUTh B IIPoeKTUBHbIE tockocTu Ktnnren6epra. IToka3bIBaeTCs, YTO CUIILHO
n-yHudopmusie aGduHHBIE €IbMCIEBOBbI IUIOCKOCTH C PABHOMEPHOH MapasuieIbHOCTEH OTBEYaroT
aTuM ycrosusam. Ilotomy, 9o ne3aprosol AK-1wiockoctu Toxe BHONHAIOT (Pj), (Po), (P,), npu-
HAJIOKAIOT HANIEMYy KJAacCy BCE IO CHX [Op 3HaKOMbIe MPOEKTHBHO pacmuputenbHble AK-mmoc-
KOCTH.
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