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ZUR ASYMPTOTISCHEN INTEGRATION
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG
Y +4q)y=0

JIR[f ZEMAN
(Eingelangt am 15. Mdrz 1980)

Wie bekannt spielen die Losungen der Differentialgleichung
4zz" — 52 =0 0

eine gewisse Rolle in manchen Gebieten der Theorie der linearen Differentialgleichung
zweiter Ordnung

Y +qt)y =0. (2)

In [5] wurde gezeigt, daB genau wenn die Funktion ¢(¢) in (2) eine positive Losung
von (1) im Intervall j ist, so gibt es eine soiche Basis u,(), u,(¢) von (2) in j, daB die
erste Phase ([1]) o(¢) dieser Basis eine primitive Funktion zur Funktion ¢(¢) im
Intervall j ist. In [6] wurde bewiesen, daf jede Differentialgleichung mit dem Para-
meter A der Form

Y = 2f()y=0 ©)

mit der Eigenschaft, daf sich die Reihe im Exponenten der WKB-Losung ([2], [4])
im Intervall j in eine endliche Summe reduziert,die Differentialgleichung (3) ist,in der
der Koeffizient f(¢) eine Lésung von (1) in j ist.

Die Loésungen von (1) sind jedoch anwendbar auch in anderen Gebieten der
Theorie linearer Differentialgleichung zweiter Ordnung, z. B. bei asymptotischer
Integration von (2) im sog. elliptischen Fall. In [3], Seite 438 finden wir

Satz 1.

Sei g(t)e C? positive Funktion im Intervall j = €0, c0), welche die Bedingungen

T Ja@de = TSP d0 | sy 4
[Janydt=co, | 60 a0 e dt < o @)

erfiillt. Sind ¢, B beliebige Konstanten, so gibt es eine einzige Losung y(t) der
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Differentialgleichung
Y +q)y =0, )

die den asymptotischen Gleichheiten

4/a(0) y(t) = [a + o(1)] cos (! Ja@) de + [B + o(1)] sin (j; Ja) d,
(/2D O — 2 = ~[a + o(1)] sin [ Jg@ ds + )
JVa() 0

+ [B + o(1)] cos } \/mdt

fiir t —» oo geniigt.
In [5] und [6] enthaltene Resultate erméglichen uns folgende Behauptung auszu-
sprechen:

Satz 2.

Die Bedingungen (4) sind nicht zur Giltigkeit von (5) notwendig.

Beweis: Es geniigt eine solche die Bedingungen (4) nicht erfiillende Funktion g(t)
zu finden, daf die Gleichheiten (5) erfiilt sind.

Betrachten wir die Funktion

q(t) = (at + b)™%,

wo a > 0, b > 0 beliecbige Konstanten sind. Diese Funktion ist die Lésung von (1),
ist offensichtlich positiv und gehért zur Klasse C? im Intervall <0, ). In die-

sem Fall
dt

JJa®di=|

Jatnde =0,

T 5470 _ q'0 | T 547 (0 —44(1) ()
Hisen ~ 4w !@(1) =] 164°()

denn ¢(t) geniigt der Differentialgleichung (1). Die Differentialgleichung

” 1 —
@+’

(6)

hat z. B. die Basis ([5])

4(t) = (at + b)sin {_ 7(%57}

y2(t) = (at + b) cos [—— ;(-‘—171—;—1)-)-] ,

und daher ist die Funktion

y(t) = (at + D) {cl cos {—~__1—_} + ¢, sin [___lw]} i
a(at + b) a(at + b)
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fiir beliebige Konstanten c¢,, ¢, die Lésung von (6) im Intervall <0, co). Wéhlen wir

1
€1 = 00COS — +ﬁsm 25’

= —o sin L + B cos —
2= ab ab’
wo «, f§ Konstanten aus Satz 1 sind. Die entsprechende L&sung von (6) 148t sich in
folgender Form schreiben:

=t {( cos g + i a%) 008 [‘Trlm] ¥
.1 1 ) 1 ~
+ —asm;b—+ﬂcos—d3 .sin ~m( =
SRl [‘ﬁ w5 )+~ )} -

dr ! dr
=(at + b [oz cos | ———— + fsin| ————
) g T + b)? A i (at + b)?
Somit gelten die Bezeichungen
1 dr Lt dr
— () =acos | ——— + Bsin | ————,
v 5= J (at + b)? d g(ar4—b)2 )
1 dr ! de
Hp(at+b —osin | ———— + —
{m+by()}( V= g( + b)? feo j(ar+b)

Die letzten zwei Beziehungen sind asymptotische Gleichheiten (5) fiir die Glei-
chung (6).
Es gebe aufer der oben angefiihrten Losung y{f) noch eine solche Lésung y*(t)
von (6) im Intervall <0, o), dap
dr

* — . _d—_
Y (1) —[a+o(1)]cosg P + [+ o(1)] smj ey ®)

gilt. Subtrahieren wir voneinander (7) und (8) eri:alten wir fiir die Funktion Y(¢) =
= y*(t) — y(t) die Beziechung

dr dr '
Y(1) = (at + b)] o(1) cos ~—~—~~~—~+olsm e 9)
=@+ pfoweos] S raman] ]
Da Y(t) die Lésung von (6) im Intervall {0, o0) ist und die Funktionen

! dr dz
(1) = b — Tyl = =
yi() = (at + )cos‘j)' s y3(t) = (at + b)sin j PP

ihre Basis bilden, gilt

Y(1) = Y + 3y3(),
wo ¢ und ¢} geeignete Konstanten sind. Aus beiden Bezichungen (9) und (10) folgt
durch Vergleich, dap dann o(l) = ¢} (oder ¢3) und demnach ¢} = ¢¥ = 0. Dies
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bedeutet natiirlich, daf Y(¢) eine triviale Lésung von (6) ist. Daher y*(¢) = y(¢) fiir
alle t € (0, 00) und die Losung y(t) is somit die einzige den asymptotischen Gleich-
heiten (5) geniigende Losung dieser Gleichung.
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SOUHRN

POZNAMKA K ASYMPTOTICKE INTEGRAC!
'DIFERENCIALNI ROVNICE
Y +q)y=0
JIRI ZEMAN

Prace se zabyva asymptotickou integraci diferencidlni rovnice (2) v eliptickém
pfipadé ([3]). Specialné je dokdzdno, Ze podminky ve vét€¢ 8.3 monografi [3]
nejsou nutné. Pfi diikazu je pouZito nelinedrni diferencialni rovnice (1), jejiz feSeni
hraji jistou roli v teorii WKB-metody ([2], [4]) resp. v teorii fazi ([1]) linedrni dife-
rencialni rovnice (2).

PE3IOME

3AMEYAHUE K ACUMIITOTUYECKOMY
NHTETPUPOBAHUIO UG PEPEHLIUAJBLHOTO
VPABHEHUA 3" + p(t) y = 0

NPXU 3EMAH

PaboTa 3aHMMacTCs acUMNTOTHYCCKHM MHTerpuposanueM auddepeHuuansbioro
ypaBuenus (2) B ayuuntayeckoMm ciyyae ([3]). ViMeHHo noxa3aHO, 4TG ycJIOBUS
TeopeMsl 8.3 monorpaduu [3] He sBrsitoTcst Heo6xonUMUMBL. [Id HoKka3aTenhCTBa
TMpHMEHEHO Hefmueltoe mudpdepenumansioe ypasuenue (1), pelleHuss KOTOPOro
UIpaIoOT HEKOTOPYIO poiib B Teopun BKB-meTona ([2], [4]), vau B Teopru daz ([1])
smmHeitHoro aubdepenumansioro ypasnenys (2).
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