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Z U R ASYMPTOTISCHEN INTEGRATION 
DER D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G 

y" + q(Oy = o 

JIRI ZEMAN 
(Eingelangt am 15. März 1980) 

Wie bekannt spielen die Lösungen der Differentialgleichung 

4zz" - 5z'2 = 0 (1) 

eine gewisse Rolle in manchen Gebieten der Theorie der linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

y" + q(0y = 0. (2) 

In [5] wurde gezeigt, daß genau wenn die Funktion q(t) in (2) eine positive Lösung 
von (1) im Intervall j ist, so gibt es eine solche Basis u^t), u2(t) von (2) inj, daß die 
erste Phase ([!]) a(t) dieser Basis eine primitive Funktion zur Funktion q(t) im 
Intervall j ist. In [6] wurde bewiesen, daß jede Differentialgleichung mit dem Para
meter X der Form 

y"-^f(t)y = 0 (3) 

mit der Eigenschaft, da/? sich die Reihe im Exponenten der WKB-Lösung ([2], [4]) 
im Intervall./ in eine endliche Summe reduziert, die Differentialgleichung (3) ist, in der 
der Koeffizient f(t) eine Lösung von (1) in j ist. 

Die Lösungen von (1) sind jedoch anwendbar auch in anderen Gebieten der 
Theorie linearer Differentialgleichung zweiter Ordnung, z. B. bei asymptotischer 
Integration von (2) im sog. elliptischen Fall. In [3], Seite 438 finden wir 

Satz 1. 

Sei q(t)s C2 positive Funktion im Intervall j = <0, oo), welche die Bedingungen 

JVđ(í)dř= co, J 5q'\t) q"(t) .Jq(ђåt< oo (4) 
16q3(0 4q2(t) 

erfüllt. Sind a, ß beliebige Konstanten, so gibt es eine einzige Lösung y(t) der 
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Differentialgleichung 
y" + q(t)y = Q, 

die den asymptotischen Gleichheiten 

(2) 

V«(0 У(t) = [« + "(1)] cos J Jq(т) dx + {ß + o(l)] sin J 7«(т) dт> 
0 0 

< 

{V«(oxor 
i 

V«(o 
= -[a+o( l) ] s inJV«WdT + (5) 

+ [ß + O(l)] cos J ^ ( T ) ^T 

für t -> oo genügt. 
In [5] und [6] enthaltene Resultate ermöglichen uns folgende Behauptung auszu

sprechen: 

Satz 2. 
Die Bedingungen (4) sind nicht zur Gültigkeit von (5) notwendig. 
Beweis: Es genügt eine solche die Bedingungen (4) nicht erfüllende Funktion q(t) 

zu finden, da/? die Gleichheiten (5) erfült sind. 
Betrachten wir die Funktion 

q(t) = (at + b)~\ 

wo a > 0, b > 0 beliebige Konstanten sind. Diese Funktion ist die Lösung von(l), 
ist offensichtlich positiv und gehört zur Klasse C2 im Intervall <0, oo). In die
sem Fall 

dt 
jVo(odt = j 

Í q"(0 5q'2(t) 
Í6q3(t) 4q\t) 

V«0)dt= J 

(йí + b)2 

5q'\t)-4q(t)q"(t) 

Í6q\t) 
V«(Odí = 0, 

denn q(t) genügt der Differentialgleichung (1). Die Differentialgleichung 

1 
+ v = 0, 

hat z. B. die Basis ([5]) 

yi(0 = (at + b) sin 

y2(0 ~ (at + b)cos 

und daher ist die Funktion 

(at + b)4 

• Г * 1 
Ш | _ a(at + b)f 

l"aJãT+~Ь)У 

(6) 

X0 = (at + b) | C l cos [ ~ ^ ~ ] + c2 sin [ " ^ ^ T ^ ] } ' 
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für beliebige Konstanten ct, c2 die Lösung von (6) im Intervall <0, oo). Wählen wir 

1 o • 1 
Ci = OL COS —r- + ß Sin —r- , 

ab ab 
• 1 * 1 

c2 = — a sin —— + p COS ——, 
ab ab 

wo a, /? Konstanten aus Satz 1 sind. Die entsprechende Lösung von (6) läßt sich in 
folgender Form schreiben: 

*0-(rf + * ) { ^ 
/ i * i \ . r i TI 

+ ( —a sin —-- + /? cos —7- I. sin — IV = 
V ab l ab) l a(ar + b)Jj 

= (at + b)<acos -. — + —- + /?sin — + - _ 11 =• 
J \ L <*(at + b) ab] M [_ a(at + b) abjj 

= (at + b) I OL cos f + ß sin f J. 
L 0 (aT + b)2 0 (aT + b)2J 

Somit gelten die Bezeichungen 

1 dT ö . ' dT 
r- XO = a cos + ß sin , ,_ 

at + b yKJ 0 (aT + b)2 0 (aT + b)2 CO 
f 1 /xV/ IA2 . ' dT ö ' dT 
; r X O l ^ + 6) = - a s m f + ß cos - . 
[ a t + b ^ ' P 0 ( a T + b ) 2 ^ O (aT + b)2 

Die letzten zwei Beziehungen sind asymptotische Gleichheiten (5) für die Glei
chung (6). 

Es gebe außer der oben angeführten Lösung XO noch eine solche Lösung y*(t) 
von (6) im Intervall <0, 00), daß 

1TTT '*(0 = [a + 0(1)] cos J 7^Z^ + C/? + 0(1)] sin i HrT^ (8) 
0 1 + 0 0 (aT + b) 0 (aT + b) 

gilt. Subtrahieren wir voneinander (7) und (8) erhalten wir für die Funktion Y(t) = 
= y*(t) — y(t) die Beziehung 

dr 1 Y(0 = (at + b)\o(í) cos } d T — + o(l) sin } 
L O (flT + O) O 

(9) 
6 (aT + b)2 J 

Da Y(t) die Lösung von (6) im Intervall <0, co) ist und die Funktionen 

y*(t) = (at + b) cos J d T , jr*(0 = (at + b) sin J — ^ r , 
0 (aT + b) 0 (aT + b) 

ihre Basis bilden, gilt 

Yd) = c?rf(0 + cM(0, 
wo c* und c* geeignete Konstanten sind. Aus beiden Beziehungen (9) und (10) folgt 

durch Vergleich, daß dann o(l) = c* (oder c*) und demnach c* = c* = 0. Dies 
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bedeutet natürlich, daß Y(t) eine triviale Lösung von (6) ist. Daher y*(t) = y(t) für 
alle / G <0, co) und die Lösung y(t) is somit die einzige den asymptotischen Gleich
heiten (5) genügende Lösung dieser Gleichung. 
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S O U H R N 

POZNÁMKA K ASYMPTOTICKÉ I N T E G R A C I 
[ D I F E R E N C I Á L N Í ROVNICE 

y" + q(t)y = 0 

J I Ř Í Z E M A N 

Práce se zabývá asymptotickou integrací diferenciální rovnice (2) v eliptickém 
případě ([3]). Speciálně je dokázáno, že podmínky ve větě 8.3 monografi [3] 
nejsou nutné. Při důkazu je použito nelineární diferenciální rovnice (1), jejíž řešení 
hrají jistou roli v teorii WKB-metody ([2], [4]) resp. v teorii fází ([1]) lineární dife
renciální rovnice (2). 

PE3IOME 

3AMEMAHHE K ACHMÜTOTHMECKOMY 
HHTETPHPOBAHHK) AH<ří>EPEHLÍHAJIbHOrO 

VPABHEHHM y" + p(t)y-0 
MP)KM 3 E M A H 

P a ö o r a saHHMaeTCH acwMnTOTH^ecKMM MHTerpnpoBaHMeM AM(J>$epeHii,Haj!bHoro 
ypaBHemiH (2) B sjuiHnTHHecKOM cjiynae ([3]) . MMeHHO ,ooKa3aHO, MTO VCJIOBHA 
TeopeMM 8.3 Moiiorpac^KH [3] ne ^BjmK)TCH HeoöxoAHMKMLi. ^ J I H AOícaiaxejibCTBa 
npMMeHCHo nejiHHeHHoe ,n,H(J)(J)epeiiij,Hajií>Hoe ypaBHCHHe (1), peuienHH KOToporo 
HrpaKDT HCKOTopyio pojib B TeopHH BKB-MCTO^a ( [ 2 ] , [4]), MJIH B YeopKM (j>a3 ([1 ]) 
jiHHeHHoro AK4>4>epeHlínajíbHoro ypaBneiiMH (2). 
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