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v Olomouci 

Vedoucí katedry: prof. RNDr. Miroslav Laitoch, CSc. 

П Р И Л О Ж Е Н И Е Т Е О Р Е М Ы ШТУРМА 

И Н Д Р Ж И Х П А Л А Т 

(Поступило в редакцию 15. марта 1980) 

Рассмотрим неоднородное линейное дифференциального уравнение 2-го рода 

(г) у" - ^у = г, 

где функции ^(^) е С2(]), ^(^) > 0, г(1) е С(]) и ) = (а, Ъ), где а, Ъ могут быть 
несобственными числами. 

О соответствующем однородном уравнении 

(а) у" - ^у = О 

будем всегда предполагать, что оно осцилирующее, т. е., что каждое ее решение 
осцилйрует к обеим граничным точкам интервала у (см. [1] стр. 4). 

Определение 1. 
Решение у(1) уравнения (г) назовем осцилирующим по отношении к функции 

/({), г еу, если существует такая последовательность точек 1к еу, А>целое, 
Ч < **+1 у к~*Ъ, /_* -> а для к -> со такая, что у((к) = /((к), у(1) Ф/(г) для 
*е(1к, 1к+1). 

Если ДО = 0, /еу, тогда назовем такое решение просто осцилирующим. 
Пусть у(г) е (г) осцилйрует по отношении к функцииД/). Рассмотрим взаимно­

однозначное отображение Т 

\y=f(T)- Y.) r-m-т. 
Если в уравнении (г) перейти, согласно (1), к новым переменным (Т, У), 

тогда получаем уравнение 
(IV) У - дУ = IV, 

где К = /" — ̂ / — г, причем ось 0у перейдет в ось О У и кривая ̂  = Д/) перейдет 
в ось ОТ. 

В дальнейших рассуждениях будем предполагать, что для каждого уравнения 
(г) нам известно одно основное частное решение и>(/), I еу. 
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Рассмотрим отображение Г в котором /(/) = м>((), 1<В]: 

Г = ( (t-T. \ 
7 = ^ ( 0 - ^ , (2) 

Тогда, как известно, если у(0 е (г) осцилирует по отношении к функции ДО, 
то У(Т) =/(Т) — у(Т), Те] является осцилирующим решением уравнения (д), 
так как ^ = 0. 

Далее известно, что если и, V суть линейно независимые решения уравнения 
(<7), тогда общее решение уравнения (г) запишется в виде у = Схи + Схъ + и>. 

Уравнение ^) осцилирующее и поэтому можно его общее решение выразить 
в виде 

к §111 (а(0 + к2) 

VI а'(0 I 

где кх, к2 произвольные постоянные, а(0 е С1^), а'(0 Ф 0 первая фаза базиса 
(и, V) дифференциального уравнения (#) (см. [1 ] стр. 39). 

Итак, каждое решение уравнения (г) можно записать в виде 

у = и<0 - «(')> (5) 

где к(0 определенное осцилирующее решение уравнения ^). Отсюда вытекает» 
что каждое решение уравнения (г) осцилирует по отношению к решению и>(г). 

Теорема 1. 
Пусть и, Vе(^), ух = и> — щ у2 = и> — V, 8Х(82) множество общих точек 

решений ух, и> уравнения (г) (у2, и> уравнения (г)) и 8и(8„) множество нулевых 
точек функции и(у). 

Существует простое отображение множества 8Х на 8и(82 на 5У) причем 
для и, V линейно независимые (зависимые) 8Х п 82 = 0 (8Х = 82). 

Доказательство. Очевидно верны утверждения ,,и({0) = 0 < = > игЛ)) = 
= ух(*0)" и ^(к) = 0 < = > \у(1х) = у2(^хУ\ которые определяют простые отобра­
жения Рх и Р2 множества нулевых точек функции и(1), V(^) на множества общих 
точек функций ух, и> и у2, и> соответственно. 

Пусть и, V линейно независимые, т. е. V = Схи, Сх ф 0 и ((0, У\(*о)) Е 8Х, 10 е/. 
Тогда ич>0) = УХ(10) и у2(10) = >К'о) - »(*о) = Н*о) ~ Схи(10) = ы(10) = ух((0). 
Следовательно, (*0,ух(10)) = (/0> Уг&о)) е 5 2 , и поэтому 5Х с: 5 2 . 

Аналогично проверяется, что 82 <= 8Х, следовательно 8Х = 5 2 . 
Пусть и, у линейно независимые и существует точка г0

 еУ такая, что 
(*о>Л('о)) = (*о>У2(*о))9

 гД е С о ^ х О о ) ) ^ и (^о^2^о))е^2- Т о г Д а Л('о) -
= и</0) - и(г0) = ^2(Г0) = и>(/0) ~ К'о) и поэтому и((0) = V(^0). Отсюда, как 
известно, вытекает, что и(г), V(^) е (#) линейно зависимые, чтож противоречит 
предложению. Следовательно 5Х п 82 = 0. 
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Замечание. 
Так как для у = и> — и есть у' = и>' — г/, можно определить простое отобра­

жение множества нулевых точек функции и, и е (#) на множество точек, в ко­
торых функции / , и>', у е (г), и> е (г) имеют одиннаковые значения. Для этих 
точек и соответствующих множеств можно провестии такие же рассуждения, 
как выше приведенные. 

Для дальнейших рассуждений нам понадобятся некоторые понятия и факты 
из работы [2]. 

Определение 2. 
Пусть X еу произвольное число, и, V е (#) такие, что и(х) = 0, р'(0 = 0. 
Число х Ф /, х еу назовем сопряженным с числом X по отношению к диффе­

ренциальному уравнению (#) и именно 1. рода или 2. рода, 3. рода и 4. рода 
в зависимости то того, если и(х) = 0 или &(х) = 0, и'(х) = 0, V(x) = 0. 

Если число х является я-той (п = 1) нулевой точкой этой функции, лежащая 
налево или направо от числа X, тогда назовем ее лево- или правосторонным 
сопряженным числом с числом X. 

Далее обозначим ср, ф, х, со основную центральную дисперсию 1., 2., 3., 4. рода 
принадлежащую дифференциальному уравнению (д) (см. [1 ] стр. 105). 

Для п = 0, ± 1 , ±2, ... обозначим срп, фп и-тую центральную дисперсию 1., 
2.родаидляя = ± 1 , ±2, ... обозначим %п, соп гс-тую центральную дисперсию 3., 
4. рода. Причем <рх = ср, Хг = X, Фх = Ф,Щ = со, ср0 = ф0 = Х0. 

Из определений и свойств сопряженных точек и центральных дисперсий вы­
текают следующие теоремы (см. [2]). 

1. Пусть и, V е (#), г0 еу, и(10) = ^(Х0) = 0, тогда имеет место 

и(<рп((0)) = 0 для и = 0, 1, 2, ... и и(х) Ф 0 для X еу, X Ф ф„(г0), 

»'(Фп(*оУ) = 0 для л = 0, 1, 2, ... и 1/(0 Ф 0 для 1 еу, X Ф ^Й(Г0), 

и'(Хп(*о)) = 0 для и = 1, 2, ... и м'(0 Ф 0 для Г еу, г Ф х„(/0), 

*>(й>я(*0)) = 0 для л = 1, 2, ... и г?(0 ф 0 для / еу, X Ф ш„(/0). 

2. Пусть х0 еу, у0 произвольные числа иух, у2 произвольные решения уравне­
ния (г). Если ^(^о) = у2(х0) = у0, тогда имеют место равенства Ух((рп(^0)) ** 
= УгЫо)) = (̂ФпОо)) и ^ ( 0 Ф у2(х) для Г бу, X Ф ф„(Г0) и л = ± 1 , ±2, .... 

3. Все решения у е (г), которые проходят точкой (/0, у0) имеют общими как 
раз точки [<рп(Х0), У(срп(х0))] = [<рп(Х0), ы((рп(х0))], где п = 0, ± 1 , ±2, .... 

4. Пусть 10 еу, у0 произвольные числа яу1,у2 произвольные решения уравне­
ния (>). Если у'х(Х0) = у2(х0) = у0, тогда имеют место равенства у[(фя(*о)) ш 

= У2(Фп(*о)) = > К № ) ) , где п = 0, ± 1 , ±2, .... 

5. Все решения у к (г), первые производные которых проходят точкой (/0, У о)» 
имеют то свойство, что их производные имеют одинаковое значение как раз 
в точках [фп(Х0), У(фп(х0))] = [фп(х0), к'(фп(*о))1 где п = ± 1 , ±2 
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Определение 3. 
Пусть 10е]. Точки [(рп(10\ ич>и(*0))] [фп(10), н#п(* 0))], п = 0, ± 1 , ±2, ... 

назовем системой 8((0, у0) (Т(10, у0)) узлов 1. (2.) рода соответствующая диф­
ференциальному уравнению (г). 

Определение 4. 

Пусть 10, ^еу, 1Л,Ч*о)], [^ ^ ) ] е % , ^0) (['о. *'('о)], [>1> ">('_)] 6 

е ДЛь о̂)))> назовем соседними узлами 1. (2.) рода соответствующие дифферен­
циальному уравнению (г), если числа г0, ^ являются соседними сопряженными 
числами 1. (2.) рода. 

Определение 5. 
Все решения дифференциального уравнения (г), которые проходят узлами 

системы 8((0, у0) (первые производные которых проходят узлами системы 
ДЛъ Уо))> назовем пучком решений 1. (2.) рода. 

Рассмотрим теперь два уравнения типа (г) 

(г1) У" - д±У = >*!, ' еЛ, 

(Г2) / ~^2> , = ^2> * е Л> 

где у*! п у2 Ф 0. Пусть и7!, т̂  и и>2, ,у2 суть два частные решения уравнений (яг) 
и (#2). Тогда и1 = щ — у1 будет решением осцилирующего уравнения 

Ы У" - ЧхУ = О 

и и2 = м2 — у2 решением осцилирующего уравнения 

(д2) у" - д2у = 0. 

Пусть <с, <з?> с ; . пу 2 и (р1,(рп центральные дисперсии 1. рода уравнений 
(яД О??.) соответственно. При этих предположениях имеет место следующая 
теорема. 

Теорема 2. 
Пусть 

Чх(г) ^ д2(г), г е {с, ау. (6) 

Пусть пучек решений З&о, Щ^о))* ^ое(с^У соответствующий дифферен­
циальному уравнению (#1) имеет на отрезке (с, с!} как раз к узлов [(р1(*о)» 
М\(<р1и0))], и = 0, 1, ..., к — 1, и решение у2 е (г2) удовлетворяет неравенству 

*'М - у[(с) ^ \у'2(с) - у2(с) 
Щ(с)~ ух(с) = \ч2(с) - щ(с) 

(если мх(с) — ух(с) = 0 или и>2(с) — у2(с) = 0, то соответствующая дробь 
заменится со). 

Тогда пучек решений 82(<р1^)9 и>2(<р̂ (0) имеет на отрезке (с, *к) хотя бы 
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к узлов, если в неравенстве (7) имеет место острое неравенство или когда в (6) 
имеет место острое неравенство. 

Доказательство . Оба уравнения ^х) и (#2) являются на своих интервалах 
определения осцилирующими. Из условий теоремы вытекает, что мх(0 е (с^) 
имеет на интервале (с, а1) как раз к нулевых точек и из неравенства (7) вытекает 
неравенство 

Щ(с) > и2(с) 
"М ~ и2(с) ' 

где и2 е (#2). 
Следовательно, для уравнений (с^), (д2) выполнены условия теоремы Штурма 

(см. [3 ]), согласно которой имеет решение и2 е (<г/2) на интервале (с, !к) хотя бы 
к нулевых точек с < хх < х2 < ... < хк < (к. Согласно теореме 1. соответ­
ствуют этим нулевым точкам узлы Ьр2(хх), ^(ф^ОО] е 82(х1> Мг&д)? х1 е (с> 0> 
г = 1, 2, ..., т, т _ к. 

Следствие V Пусть имеют место предположения теоремы 2. и [ц>\ (г0), 

™(<р1(1о))1 ОП+Л'ОХ Ч<Р1+1(!О))] Д в а соседних узла пучка решений ^(г 0 , 

Тогда каждое решение у2 е (д2) осцилирующее по отношению к функции 
и>2(0 имеет на интервале <Ф*(10)>

 СР1+1^О)У хотя бы один узел [(р2(хг), и>2(<р*(.Х1))]е 
е 82(х1, щ(хг)). 

Следствие 2. (см. [2]). Пусть имеют место предположения теоремы 2., где 

й ( 0 = ^ ( 0 = ч(*)> * е <с, </>. 
Пусть >'! = и^ — их и у2 = и'! — г/2 два решения того же уравнения (г) (оба 

осцилируют по отношении к функции Ууг(г)), непринадлежащие к одному и тому 
же пучку решений уравнения (г). 

Тогда узлы [(р1(1х), щ(<рЖ))] е 8^, щ(^)) и узлы [<р2(к)> ^(Фп(^))] е82{к> 
и>А (/-.)), ^ ф 1Л, /х е/'взаимно отделяются т. е., между каждыми двумя соседними 
узлами 

[<р1(к\ щ(<р1(к))1 [<р1

п+1(к\ Щ(<р1+1(к))Ъ 

лежащими на кривой ^-(О, лежит как раз один узел 

[ ? * й ) ^ 1 ( й ( У ) ] б а д , ^ Ф-КГ.) < Ф , 2 ^ ) < (р1+1(1х) 

и наоборот. 

Замечаъие. 

Если имеют место предположения теоремы 2. и если для каждого уравнения 
(г\)> (гг) перейдем к новым переменным, согласно (2), где и> = и\-, * = 1, 2, 
тогда функции У; = м?1 — иь / = 1, 2 будут осцилирующие решения уравнения 
^(), I = 1, 2 и теорема 2. я ее следствия 1. и 2. перепишутся в классическую 
формулировку. 
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Р Е З Ю М Е 

П Р И Л О Ж Е Н И Е Т Е О Р Е М Ы ШТУРМА 

ИНДРЖИХ ПАЛАТ 

Рассматриваются два уравнения 

(г±) У" - ЯгУ =* гх, у" - д2у = г2, (г2) 

где ^^(^) е С2^), ^^(^) > О, г 1(1) е С^), I = 1, 2, у* = (а, Ъ), а, Ъ могут быть и не­
собственными числами. О соответствующих однородных уравнениях 

Ы Ы / ™ Ч\У = 0, у" - ^2У = 0 (д2) 

предполагается, что они осц'илируют (см. [1 ] стр. 4). 
Пусть м?1,1 = 1,2 частные решения уравнений (г(). Каждое решение уравнения 

(г;) имеет бесконечно много общих точек с решением ц?1, что и лежит в основе 
определения осцилации решения уравнения (г() по отношению к решению и^. 

Показывается, что существует простое отображение общих точек решений 
У и ™х уравнения (г() на нулевые точки решения и{ = XV ь — у{ уравнения (с^). 
Далее, при определенных условиях и при помоци теоремы Штурма, показы­
вается, что если решения ух, и^ уравнения (#0 имеют на интервале (с, йу а /' к 
общих точек, тогда решения у2, и>2 уравнения (г2) имеют на этом интервале 
хотя бы к общих точек. 

Если в частном случае ^^ ~ ^2, тогда между любимыми двумя соседними 
общими точками решений у±, XV уравнения (гг) лежит на кривой XV как раз 
одна общая точка решений у2, XV того же уравнения. 
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SOUHRN 

P O U Ž I T Í STURMOVY VĚTY 

JINDŘICH PALAT 

Uvažují se dv rovnice 
(Гl) / ' - - ЧÌУ = = rv, 

(гa) y" -- ЧгУ = -- r2, 

kde qt(t) e C2Q), qt(t) > 0, rt(t) e C(j), i = 1, 2, f = (a, b), a, b mohou být popřípadě 
nevlastní čísla. O příslušných homogenních rovnicích 

(qi) f - qiy = o, 
(q2) y" - q2y = 0 

se předpokládá, že jsou oscilující (viz [1] str. 4). 
Nechť wi9 i = 1, 2 jsou partikulární řešení rovnic (rt). Každé řešení rovnice (r() 

má nekonečně mnoho společných bodů s řešením wi9 což se bere za základ definice 
o oscilaci řešení rovnice (rt) vzhledem k řešení wt. 

Ukazuje se, že existuje vzájemně jednoznačná souvislost mezi společnými body 
yi9 wt řešení rovnice (rf) a nulovými body řešení ui = wt — yt rovnice (qř). Dále se 
za jistých předpokladů a za pomoci Sturmovy věty ukazuje, že mají-li řešení yi9 wi 

rovnice (qx) na intervale (c, d> c j k společných bodů, potom řešení yl9 w2 rov­
nice (r2) mají na tomto intervale alespoň k společných bodů. 

Je-li ve zvláštním případě q± = q2, potom mezi libovolnými dvěma sousedními 
společnými body řešeni yi9 w rovnice (rx) leží na křivce w právě jeden společný bod 
řešení y2, w téže rovnice (rt). 
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