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ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
FACULTAS RERUM NATURALIUM

1986 Mathematica XXV Vol. 85

EiINIGE EIGENSCHAFTEN
DER VERALLGEMEINERTEN
POLARFUNKTION
UND DER RADONSCHEN FUNKTION

MILAN VOTAVA

In diesem Beitrag studiere ich einige Eigeschaften der
Polarfunktion und der Radonschen Funktion vom Akademiker B o =
7 v k a aus der Hinsicht der begleitenden Differential-
gleichungen mit den Gewichtsfunktionen a(t), b(t) zur Gleichung

y* = q{u)y E (9)

singeflihrt, die in [2] untersucht sind, Dabei nlitze ich einige
Resultate aus, die in [5] publiziert sind, die ich kurz im 1.
Teil des Artikels zusammenfasee, Da ich eng an die Monographie
{1] und den Artikel [5] anknlipfe, setze ich ihre Kenntnis vo-
raus,

i.,Die zweite verallgemsesinerte
P hase,

Yerabredung: Sofern es nicht anders angeflihrt wird, bezeichnen
die Buchstaben u, v, U, V, a, b, p, q, r, y,w.«, £ die
Funktionen der Variablen t.

In [5] ist die zweite verallgemeinerte Phase /? definiert,
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im Falle, da3 b g O flir alle te j, mittels der Formel

(% - n%) sgn [w(wz -w - q)] fir t 'Tn
L= (1.1)

arctg LL2M. - nngn[W( w? - - q)]

WV + vV

fﬁr te (’[‘n, Tha1)
(te )

('rn sind die Nullstellen der Funktion wVv + v°, u, v ist ein
unabhé@ngiges Paar der LOsung in der Gleichung (q), w = g-, a,
b sind sog. Gewichtsfunktionen.)

Weiterhin werden in [5] diese Beziehungen abgeleitet:

-W .
sin (/_(-o() -m , (1.2)

wo E-:l.r-Lu2+v2,p-lr(wu-l-u')za-(a,v-rv')z.,(

ist die erste Phase.

ﬁ;ﬁ;-wzq-w's-q (1.3)
r v

ﬁ = { + arcotg X , o (1.4)
wo
X 3=h (1.5)

X man auch mittels solcher Formeln ausdriicken kann.

X = _&_I“_,_t:_f_'_. (1.5)
2 P . -
X = wr w"- rr : (1.7)



X = Wy + u”) + viwv + v°) (1.8)
-W

Verabredung: Wir werden weiter voraussetzen, da3

qeC,(j)e a€Cy(3), b6Cs(j), b # O fiir alle t¢ j,

w=2, w?- W’ -qKofiralle tej und q 4 O fir alle

te J gilt-

2, Die verallgemeinerte Polar-
funktion

Definition 2.1.: Die verallgemeinerte Funktion der Basis (u, V)
der Differentialgleichung (q) bei den Gewichtsfunktionen a, b
ist die Funktion der Form

S L=, \ (2.1)

wo £ die erste Phase der Differentialgleichung (q) der Basis
(u, v) ist, im Intervall j definiert und /{ ist die zweite
verallgemeinerte Phase, im Intervall j definiert. Die Phase
K ,,4 nennen wir die Komponenten der Funktion Ql. Nach der
Formel (1.4) und (1.5) gilt

T

1l = arccotg [-—— + "er) + k ' (2.2)

‘)

wo k die ganze Zahl ist.

Bemerkung 2.1,: Ist w = O, so erhdlt man &

A o= arccotg = l ~2)" + kT,

’<)
was die Formel (2) § 6 in [1] ist/.
Die Formel (2.2) kdnnen wir nach (l1.4), (1.6) und (1.,7) auch
wr v T

]

2£ = arccotg
Are

(2.3)
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schreiben, oder

wrl s or’

o~ ’
+ ki {5.8)

1[ = arccotg

Ehnlich, wie die Phase A , / ein Syster bildet, wo jede zwei
Phasen sich um das genzzashlige Vielfache deor zeh: T vonsinan-
der unterscheiden, bildet auch die Polarfunktion ein System,
in dem jede Funktion durch die Beziehung gegebern w.' rd

&

Ay = b« VT (veo0, 10 2, Ll (2.5)

Aus der Beziehung (2.4) erhalten wir {fir k = @)

e

(r2) + 2wr? = -2w cotg W+ (£e6)
Ahnlich aus (2.2) folgt

(~2)° + 2wt = 2 cotg 2f (2.7)

L L
und endlich aus (2.3)

L' cotg L = w + (ln r)° {2.8)

Die Beziehungen (2.6), (2.7) sind die linearen Cifferentile
gleichungen 1., Ordnung, die nicht homoger hinsichtlich der

2 und == sind.

Funktionen r 7

Bemerkung 2.2.: Flir ( = O bekommen wir die Beziehungen (8)
§ 6 in [11_0

Durch die L8sung der Gleichung (2.6) bekommer wir

r2 = e'z‘f‘”dt(c - zwfesz dt cotg /lrg‘dt) . (2.9}
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Durch Einsetzen der Anfangsbedingungen r(to) = r, und der

Beziehung =W = rg d(_; (wo o(; = (°(t,)) erhdlt die Formel
(2.9} die Gestalt

t
-2 S w (w)dw ¢ 2 jww (x)dx
2 2 t . to
rémrie (1 + 2«7 S e cotg % (w)dw
%%
(2.10)
¢ 2 Sﬁ»(x)dx
t
Sgtz 2,14t Dig Funktion 5 e ° cotgﬂﬂ(w)dw = D ist im
t
Inzervall j stets weningstens eimseitig begrenzt.
Beweds: Aus der Formel (2.10) geht hervor, da3
1+2 £ D>0 } (2.11)

Fir L] > 0 gilt
D > - -!'-::
2 °<o
und flir o g < O gilt

DL - et

L4
2,(0

Im sreten Fall ist also die Funktion D von unten und im zweiten
vorn oben begrenzt.

Durch die L8sung (2.7) ergibt sich

L - 1 (2.12)
e"zsr“’dt (C + ZJ’GZS“"" cotg 2fdt)
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Durch Einsetzen der Anfangsbedingungen oc'(to) = ,(; nimmt die
Formel folgende Gestalt an:

AL = ¢<° (2.13)
t w
-2 {w(w)aw t 2 Sw(x)dx
tO 4 tC)
e L+ 24 e cotg/tfl(w)dw)
to

Aus -der Formel (2,12) erhalten wir durch Integration

1

-2fwdt S 2(wdt
e

«L = C, + dt , (2.14)

e (Cl + 2 cotgn}dt)v

wo C;,C, durch die Anfangsbedingungen 0('(t°) = p(o .

e (t,) = p(.o gegeben werden.

Die Beziehung zwischen dem Tréger q(t) und der verallge-
meinerten Polarfunktion driickt der Satz aus:

Satz 2,2,: Im Intervell j existiert genau ein Triger q einer
Differentialgleichung (q). der durch die verallgemeinerte Po-
lerfuntion <f mig den Anfengsbedingungen «£(t,) = «,.
L7(tg) = L s durch die Formel
)
2 . oL 0

9= w- w -
8in2 4L

(2.15)

-2 S!w (w)dw ZSWw (x)dx
ty t
,(; + e (L +2 -(; e ° cotgqﬂ(w)dw)

o

_ w

-4 ‘(w(w)dw t 2 Sw(x)dx
% . % '

e (1 + 2-(; e . t':otg/l%(w)dw)2

ad
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Beweis: Nach [1] ist der Tréger q einseitig mittels der
ersten Phase e durch die Gleichung

- Koo ] = LB = an

bestimmt,
Nach Umordnung

. /oes 2
N R 3 A= -2
q A R q (2.16)
Bezeichnen wir
-Z‘rw dt . '
e = A ‘ (2.17)
2)wdt
e S cotg4ldt = B
ergibt sich aus (2.12)
parp— , (2.18)
AC + 2AB
Daraus
0(.. _-2wCA-4wQ§_+ 2cotgqﬂ (2.19)
(AC + 248)2 "
und danach
3.
(20°CA = 4 2CA+4 0 "AB=8 w 2AB+4 ¢ cotgf+ =2 4 ) (AC+24B)
a<lll' sin
3
(AC + 2AB)
2
+ 2("2“)'% - 4w AB + 2 COtgq}'L (2'20)

(AC + 2a8)°
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Durch Einsetzen von (2.18), (2,18), (2,20} in (2,16) ergibt
sich nach der Umformung

a= w2- . ia(CAs 2 (z.21)

sin22f(ca + 248)?

Zum Einsetzen der Anfangsbedingungen kdnnen wir schon die aus-
gerechneten Beziehungen (2,12), (2.13) benutzen.

Der Vergleich und Einsetzen von (2.17) in (2.21) ergibt die
Formel (2,15), Analog wie im Beweis dss Satzes sus dem Artikel
2 § 6 1n [1] geht hervor, da3 genau eine Funktion q solcher
angegeben Eigenschaften (beim gew8hlten W ) existiert,

Bemerkung 2,3,t Sind a, b die Konstanten, d.h. w = % ist euech
eine Konstante, ergibt sich aus (2,10) (flir b # 0)

2 2 -2w(t-t°)

r=rge (L+24] . F) / {2.22)
f o 2u(w-ty) '
wo F = e cotg%ﬁ(w)dw ) (2.23)
to
Ahnlich aus (2.13) : ’ ~
L= L. L (2.24)
-Zw(t-to) .
e (1 + 24 F)

und nach der Umformung
t
e Lyv L2 =

o
-Zw(t-t ) Zw{mng ) ,
e %7 (1+2 (; Sx ) o cotgqﬂ{wbdw)

o

dx

o

{2.25)
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Die Formel (2,15) nimmt folgende Gestalt an:

. . -Zw(t-to)
2 oL 4(0 + o e

o

o1 -2 -t
[e w(t=t)

(1L + 242 F) (2.26)

2
(1 + 2K F)] sint

wo F durch die Formel (2,23) gegeben ist.
Insofern w = O, ergibt sich aus (2.23), (2.24) und (2.26) die
Formeln (9}, (11) und (12) § 6 in [1].

3o ie verallgemeinerte Radonsche
Funktdon

Befinition 3,1.3 Die veraligemeinerte Radonsche Funktion der

;ga‘xsmig {u, v) ist eine Funktion, die_durch die_Gleic

.._.-—,-..—__—-——--...-uﬂg

f = /§ + L, (te]) gegeben ist, (3.1,)

o e

A dis 'ste Phase derselben Basis ist. Aus_den Beziehungen

o Rl faped

WO /f dis verailgemeinerte zweite Phase der Basis (u, v) und

geht
Leg(§-dfr. f=yfeih (3.2)
hervers

Satz 3.1,: Ist wz - w' -q >Ogng_ wgZ o, dann_gilt
- f< FLE

nd ist w“ - w’ - q > 0 und W >0, dann_gilt
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f'<4}'4 - f , (3.4)
Beweis: Aus den Beziehungen (3.2) geht
4 td o L4 1 Ll .
L3 - FmF
hervor.

Unter der Voraussetzung @F‘- w = q >0 und =W > 0 sind nach
dem Satz (3.,2) in (5) K" >0, A » 0.
Daraus nach (3.2)

{‘- A& >o. (‘ s >0,

so da3
- f‘</v¢"< f. )

Unter der Vorsussetzung wz -w” - gqg>0und =W O sind nach
dem Satz (3.2) in (5) «°<4 0, (L o0.
Es folgt wieder aus der Formel (3.2)
f"n}'éo' §'+nﬂ:4°-
so da3

Ef L- g -

Nun finden wir die Beziehung zwischcn dem Tréger q, der
verallgemeinerten Polarfunktion aﬂ und der verallgemeinerten
Radonschen Funktion .

Aus der Formel (1.2) ergibt sich

2
sin? At = -%-5 ' (3.5)
per

und aus (3.2)
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.1, ;. .
"= 3 f - a0
(3.6)

. 1 . .
£ = 3( f + L) .
Einsetzen der Beziehungen (3.5) und (3.6) in (1l.3) ergibt

. . 2
Q= w2 -0 - (£ v Ly w . (3.7)

( f’ - aL')r4 sinZ/

Es gilt offensichtlich
ﬂ'cotgn)‘s (£° + /vL')cotg/\/La ,('cotg/vl+ (ln!ein 4/])'.
Wendet man die Formel (2.8) an, so erhalten wir

A‘cotgak = w + (1n ;)' + (InfsinAt])”.

Nach der Umformung (wenn wir die Beziehung (2.8) benutzen)
folgt hieraus -

,,('cotg'l/‘ + /é'cotg'lj = 2w + 2(1n r)” + (In]sin4t[)°

und weiter

E'cotg ha2ws+ 2(1n r)° + (ln|sin All)' (3.8)
eventuell
f'cotgAﬂ = 2w + (In r2[sinat|)’ ' (3.9)
Setzen wir W2 = K;zr: in (3.7) ein, so erhalten wir
. .y 702 4
-( + A ) L% .
q = § [ S Y (3.10)

( f' -yt sin24f
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Diese Formel gibt die verallgemeinerte Radonsche Form des Tr@-

gers q an, wobei r die LGsung der Gleichung (3.8) ist, Bei der
LSsung gehen wir aus

el georgabe o - & (Infotn of )7
(1n r) 3 fcotg w2 (1n[sin 5]
heraus.

Integrieren wir in den Grenzen von ty bis t, sv erhalten wir

t ) 4
In r --15 J' f'(w)cotg A/t(w)dw - Kw(w)dw - % lnfsin "Vill +
% o )

+ % ln!sin 4L°l +lnr,

wo r = r(to) und ﬂ/; = 4;(t°).

Nach der Umformung

g‘ ;'(w)cotgql-(w)dw
t

2 L o
r_sin e ©
r2 = .0 (]

25; w (w)dw
e fo sin At

Nach Einsetzen in (3.10) und Vereinfachung erhalten wir

\
4 St w (w)dw
o

o e w? o LI ) L2
( f'- A*)sinl

S (3.11)
2( E"(w)}cotgwié;w}dw
J
%

e
was die endliche Formel der verallgemeinerten Rahonschen Po=
larform des Tragers q ist.
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Bemerkung 3.1,: Wenn @ eine Konstante ist, dann nimmt die
Formel (3,.,11) folgende Gestalt an:

( F 5y L2 4w(t-t))
o - W2 - f + ot ) £ . t e o .
( f' - (J-')sinzn/eo 2 ‘r f’(w)cotg /v((w)dw
to

e

Wenn @ = O, so erhalten wir die Formel (23) § 6 in (1],

/Y
/2/

/3/
/4/

/5/

[Sal]
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SHRNUTE

NEKTERE VLASTNOSTI ZOBECNENE POLARNT A RADONOVY FUNKCE

MILAN VOTAVA

V préci jsou studovény ndkteré pojmy z teorie fézi uspo-
*d4dané dvojice feSeni diferencidlni rovnice

y'' =q (t)y : (q)
zavedené akademikem Borivkou z hlediska privodnich rovnic
s vadhovymi funkcemi k rovnici (q). Timto zplsobem jsou zavede-

ny pojmy zobecn&né polérni a Radonovy funkce a vySetiovdny
nékteré jejich vlastnosti.
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PE3KME

HEKOTOPHE CBOJCTBA "OBOBIUEHHO/" MOJAPHON &YHKLMA
Y OVHKUMM PAIOHA

MIWIAH BOTABA

B pafoTe uccrenynTcs HeKOTODHe NOHATUA U3 Teopuu das ymno-
panoueHHO! mapm pemeHuli nuPPepeHLUAIBHOrO ypaBHEHUS

¥y'=a (8) y (@)

BBeZeHHHe axaneMUKOM BOpYBKO# C TOUKM 3peHUS CONPOBOAUTENBHHX
YpPaBHeHU#t ¢ BeCOBHMM (QYHKIUSIMM K YD8SBHEHUD (Q).

Texuu o6pasoM, BBeleHO MOHATHe OGOCmeHHON moaspHON GyHKuUMHU

¥ pyHxkuum PeanoHa ¥ MCCHOJB3OBaAHH HEKOTOPHe MX CBOlicTBa.

AUPO, Fac,r.nat.85, Mathematica XXV, (1986)
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