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ACTA UNÏVERSÏTATIS PALACKIANAE OLOMUCENSÏS 
FÄGULTAS RERUM NATURALШM 

1986 Maîh matìca XXV Vol. 85 

EINIGE EIGENSCHAFTEN 
DER VERALLGEMEINERTEN 

POLARFUNKTION 
UNO DEM RADONSCHEN FUNKTION 

MILAN VOTAVA 

In diesem Beitrag studiere ich einige Eigesehaften der 

PoXarfunktion und der Radonschen Funktion vom Akademiker B o -

r ü v k a aus der Hinsicht dar begleitenden Differentiai-

gleichungen mit den Gewichtsfunktionen a(t), b(t) zur Gleichung 

y- . q(t)y (q) 

eingeführt,, die in [2] untersucht sind«» Dabei nutze ich einige 

Resuitate ause die in [5] pubXiziert sind« die ich kurz im X. 

Teil des ArtikeXs zusammenfasse. Da ich eng an die Monographie 

|X] und deo ArtikeX [sj anknüpfe, setze ich ihre Kenntnis vo­

raus m 

1* D i e z w e i t e v e r a X X g e m e i n e r t e 

P h a s e , 

go^edunä; Sofern es nicht anders angeführt wird, bezeichnen 

die Buchstaben u, v, U, V, a, b- p, q9 r, y.Cü.oc, fi die 

Funktionen der Variablen t„ 

In [5] ist die zweite verallgemeinerte Phase ß definiert. 

- 117 -



( | - ntf ) agn [ » U 2 - «' - q)J für t - Tfl 

ß 
,rctg &Ü * "•; - nT8gn[w( w

2 - w ' - q)7 
Od V + V* 

W r t€«- n. r n + 1 ) 
(t€ j) 

(T"n sind die Nullstellen der Funktion co v + v*# u, v ist ein 
unabhängiges Paar der Losung in der Gleichung (q), OJ m %, a, 
b sind sog. Gewichtsfunktionen.) 

Weiterhin werden in [s] diese Beziehungen abgeleitet: 

sin (/tf-oO - — = ä - . (1.2) 
/ £p r 

wo £ » - 1 , r • »u + v , p « V Q»u + u*) + (&,v + v * ) , -£ 

i s t die erste Phase. 

- Ä ^ S - 002 * OO' " -q - ( 1 . 3 ) 
ÖC r 

ß m, oL+ arcotg X , ( 1 . 4 ) 
wo 

X man auch mit te ls solcher Formeln ausdrucken kann. 

^ ^ ^ (1.6) 

(1.7) 

Л 

^ r 

X 00 Г + rr X 
-w 

\ 
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X «, u . ^ u * Q » Ч*>У.,*, O (1.8) 
-w 

Verabredung,; Wir werden weiter voraussetzen, da3 

q € C 2 ( j ) # a ^ C 3 ( j ) , b 6 C 3 ( j ) , b * 0 für a l l e t <S j , 

o; s S , (jj - co" - q /- 0 für a l l e te j und q i- 0 für a l l e 

t £ j g i l t . 

2 . D i e v e r a l l g e m e i n e r t e P o l a r « * 
f u n k t i o n 

Definition 2.1.i Die verallgemeinerte Funktion der Basis (u, v) 
der Differentialgleichung (q) bei den Gewichtsfunktionen a, b 

ist die Funktion der Form 

lß*fi-'cL. (2.1) 

wo <L d ie erste Phase der D i f fe rent ia lg le ichung (q) der Basis 
( u , v) i s t , im I n t e r v a l l j d e f i n i e r t und /f i s t d ie zweite 
veral lgemeinerte Phase, im I n t e r v a l l j d e f i n i e r t . Die Phase 

oC , /$ nennen wir d ie Komponenten der Funktion ifi . Nach der 
Formel (1 .4 ) und (1 .5 ) g i l t 

iß «- arccotg [ -ÄL + i ( — - i ) * + k f , (2 .2 ) 

wo k die ganze Zahl ist. 

Bemerkung 2.1.; Ist du • 0, so erhalt man 

IT m arccotg -| (-rp)* + k T , 

was die Formel (2) § 6 in [1] ist/. 

Die Formel (2.2) können wir nach (1.4), (1.6) und (1.7) auch 

iß * arccotg MJLJJL. + k!T (2.3) 
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schreiben, oder 

/ 2 * r^-
1/- m arccotg -Ä-.U •-!/-* * k# • [2.4) 

-W 

Ähnlich, wie die Phase sk , /s ein Systen? bildet § wo jede zwei 
Phasen sich um das ganzzahlige Vielfache or* 2 ©hl T* voneinan­
der unterscheiden, bildet auch die Polarfunktion ein System, 
in dem jede Funktion durch die Beziehung gegeben K^rä 

^(t) - *{(t) • vT" (V- O, ilf i2, .„.) (2.5) 

Aus der Beziehung (2*4) erhalten wir (für k «= 0) 

(r2)* + 2a>r2 * ~2W cotg ̂  (2*6) 

Ähnlich aus (2.2) folgt 

(-~~)* + 2w«-~. P 2 cotg t$ (2.7) 

und endlich aus (2.3) 

/} cotg 4- «- (O + (in r}* (2.8) 

Die Beziehungen (2.6), (2.7) sind die linearen Oifferentil« 
gleichungen 1. Ordnung, die nicht homogen hinsichtlich der 

2 1 Funktionen r und -y» sind. 

§SS£iÜ.ütIISä 3s$2äs F^r Cv " ° bekommen wir die Beziehungen (8) 
§ 6 in fl]# 

Durch die Losung der Gleichung (2*6) bekommen mir 

2 -2 
Г ш Є 

• / 'w d t(C - ttj *-/•"** cotg/i/dt) , (2,9) 
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Durch Einsetzen der Anfangsbedingungen r(t ) • rQ und der 

Beziehung -W • rQ JJQ (wo f* « f/*(t0)) erhalt die Formel 

(2«9) die Gestalt 

-2 ( u>(w)dw 2 Ja; (x)dx 
t r t 

r2 « r2 e ° (1 + 2 < \ e ° cotg^(w)dw 
o o iL 

(2,10) 

t 2 j(u(x)dx 

\jjjj,! Die f"PKl-î JWi J e cotg/lr(w)dw • D is ̂ ijn 

o 

Intervall 1 stets weningstens einseitig begrenzt, 
«gm «** «-*.'» «MM MW ** M * MM» MM» tM MM» M**»**«»»«» M * MW MM» MM» MW M W MW MW M W MW MW «30 

B e w je 1. £s Aus der Formel (2.10) geht hervor, da3 

För o£* )> 0 gilt 

1 • 2 аCQ 0 > 0 (2Л1) 

0 > ' 2 ^ ; 

und für /* < 0 gilt 

D < "77 ; 
Ii?. ersten Fall ist also die Funktion D von unten und im zweiten 

von oben begrenzt. 

Durch die Losung (2.7) ergibt sich 

cf 1 r ~ (2-12) 

p -2 j*dt { c + 2 J e 2Udt c o t g / 1 / d t ) 
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Durch Einsetzen der Anfangsbedingungen *C{tQ) • </* nimmt die 
Formel folgende Gestalt ans 

aC -
-2 U(w)dw t 2 U(x)dx 

t P ^t 
(1 • 2 *C* I e cotg/(w)dw) 

t. 

(2.13) 

1 

o 

o 

Aus der Formel (2.12) erhalten wir durch Integration 

o( - C 2 + i 7 dt . (2.14) 
* -2jo;dt f 2>dt -

U e (C-̂  + 2 le cotgyirdt) 

wo ci»C2 durch die Anfangsbedingungen o(*(t ) » << " , 

lyl(tQ) « /.Q gegeben werden. 

Die Beziehung zwischen dem Trager q(t) und der verallge­
meinerten Polarfunktion druckt der Satz aus: 

Jtft&JLJJUi&i»* _ l m - I n t e r v a l l j j s x i ^ i e r ^ jfcejnajj e±n Träger q jBijnejr 

£ i i fÄ rSnX i i l1_l1_l i£n i in iä M • -Äe-£. _iu£cJl ii1,6. XfiSP^SPSPiPSTSP p5r 
la r funt ion ^ jnit <d eji Anfangsbedingungen «Z ( t ) » <<. , 

^ * ( t Q ) «- < / 0 , durc^h d ie Foj-mel 

2 - * o 
q « co - frj | ~ ~ . (2 .15) 

sin^/iA 

-2Jco(w)dw t 2 ] co (x)dx 

/ 0 + /iF« (1 + 2 ^Q e cotg/ / (w)dw) 

-4 U)(w)dw 2 ţ a ) ( x ) d x 
t Q (f u t Q 

(X • 2 «č* | e cotg//(w)dw) 2 

Ło 
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B e w e i s : Nach [l] ist der Trager q einseitig mittels der 

ersten Phase <X_ durch die Gleichung 

- {*C. t j - /*2(t) » q(t) 

bestimmt. 

Nach Umordnung 

Bezeichnen wir 

-2 fo;dt 
A (2 .17) 

2Jo?dt 
cotg/i /dt • B 

ergibt sich aus (2 .12) 

JC » 1 (2.18) 
AC + 2AB 

Daraus 

£* • " 2 ^ C A - 4<ЛJAB + 2 c o t g ^ ( 2 . 1 9 ) 

(AC + 2 A B ) 2 

und d a n a c h 

( 2 a / C A - 4 ÛO 2 CA+4 0 ; # A B - 8 бü 2 AB+4й ; c o t g / í /+ JLЗLm) (AC+2AB) 

Г-
(AC + 2AB) 

3 

SXП 

•> ?S?£JS&шr*AЧЃ*mfЛsPm*Я.lřl. (2.20) 
(AC + 2 A B ) 3 
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Durch Einsetzen von (2,18). (2*19). (2.20) in (2.16) ©rglfet 
sich nach der Umformung 

q - C U 2 - C U - - - + * * • £ * ,+ -3aSJU . (2 .21) 
s i n 2 / / ( C A + 2AB)2 

Zum Einsetzen der Anfangsbedingungen können wir schon die aus­
gerechneten Beziehungen (2.12). (2.13) benutzen* 

Der Vergleich und Einsetzen von (2.17) in (2*21) ergibt d±© 
Formel (2.15). Analog wie im Beweis des Satzes ays de® Artikel 
2 § 6 in [l] geht hervor. da3 genau eine Funktion q solcher 
angegeben Eigenschaften (beim gewählten OJ ) existiert« 

^-eiroeJrk_ULnil £ * 3 * : Sind a» b d i e Konstanten. öGb0 &> » £ iut auch 
eine Konstante, ergibt sich aus (2.10) (für b f 0) 

2 2 - 2 w ( t - t ) 
r* « r* e ° ( 1 • 2 <C/ . F) y (2 .22 ) 

p* 2t, ,(v.-t ) , 
l c o t g l / Ҷ * ) * " wo F • t e u cotg<r(w)dwi (2^23) 

Ahnlich aus (2 ,13) 

# _ 
p( • / ! . ; -~± • (2.24) 

- 2 c o ( t - t ) 
e ° ( I • 2 •£ F) 

und nach der Umformung 

t 

^ s ^o + ^o l?Ѓ*J2foíiИ'-t ) I - 2 û ü ( t - t ) 
tQ e (1+2 .C0 \ ° cotgVҶw)dw} 

s 
( 2 . 2 5 ) 
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Die Formel (2«,15) nimmt folgende Gestalt an: 

• 2 w ( t - t 0 ) 

r -2o>(t-t ) ,2 , , 
[e ° (1 + Z/.0 F)J ainV 

o 

wo F durch die Formel (2 .23) gegeben i s t . 
Insofern CO « 0 , erg ibt sich aus ( 2 . 2 3 ) , (2 .24) und (2 .26) die 
Formeln ( 9 ) , (11) und (12) § 6 i n [ l j . 

3 . D i e v e r a l l g e m e i n e r t e R a d o n s c h e 

F u n k t i o n 

BSJ&£$£&S£LJ»äi&t £ i e * y»e£aA^ileJ[EeAnS iL8!. 
f SPS^S* Cw» v) j ^ j^e^Fj^nJct^o^ 

f - j i + o C , ( t i i ) Äeilej£en £8£» ( 3 . 1 . ) 

S£ /? die ^@£fii?,&eSLeiPSJrXQJsSfiif& £nJ.8 e . ä e £ B Ä 8 i 8 ( u # v ) ü n ä 
f£ äJ-S, SFSJS, £n«S8£ Ä6!.88 .^6-!! -£a8. i 8. ^^»^Ay^s^den^Beziehungejri 

"7" /? - cC . f - / І • •£ 

âвilS. 

^ - | ( f - î / ) . /ř - ± ( f + / ) (3.2) 

hervor. 
an» .aя» eяw .зs* 

Şat-Ł,3f\<>» I в І U ) 2 - w # - q > 0 дnd W 4 0# íLaдn^gilt 

- H^Ѓ 
und i « ( ü 2 - cu# - q > 0 j.нтd W > 0 , Дaдn^cДlt 
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f < -t/' L - f (3.4) 

ä JL JL 4 i S.' A u s den Beziehungen ( 3 . 2 ) geht 

/ -•!( ( - J-') • ß' -¥ f + /'> 
hervor. 

Unter der Voraussetzung GJ2 - öS - q > 0 und -W > 0 sind nach 

dem Satz ( 3 .2 ) in (5) / / > Of [( > 0 . 

Daraus nach ( 3 .2 ) 

f* - / >°- f • i**>° • 
so da3 

- f<^<f • 
Unter der Voraussetzung co - co# - q > 0 und -W ./ 0 sind nach 

dem Satz (3.2) in (5) / # <C 0, /T ̂  0 . 

Es folgt wieder aus der Formel (3.2) 

f-yco, p ^ < o . 
so da3 

Nun finden wir die Beziehung zwischon dem Trager q, der 

verallgemeinerten Polarfunktion nß- und der verallgemeinerten 

Radonschen Funktion / . 

Aus der Formel (1.2) ergibt sich 

sin2 J - ̂ L (3.5) 
p r 

und aus (3.2) 
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(3.6) 

/T - i ( f • / ' ) . 

Einsetzen der Beziehungen (3 .5 ) und ( 3 . 6 ) in ( 1 . 3 ) ergibt 

q * ( , 2 - C # - t i : * £ J «* . (3.7) 
( i ' - n/->4 sinV 

Es gilt offensichtlich 

/ ? # c o t g / i / - « ( <<# + A ^ # ) c o t g / t ^ a / # c o t g ^ + ( l n j s i n 4/ / ) # . 

Wendet man d ie Formel (2 .8 ) an« so erhal ten wir 

/ ^ ' c o t g i / « cu + ( I n r ) # + ( l n [ s i n nr [ ) # . 

Nach der Umformung (wenn wir die Beziehung (2.8) benutzen) 

folgt hieraus 

/#cotg 1/ + /?'cotg ir « 2 u> + 2(ln r) # + (lnfsin l/ f) * 

und weiter 

£ #cotg n^« 2 Co + 2 ( l n r ) # + ( l n | s i n /lß\)' ( 3 . 8 ) 

e v e n t u e l l 

£#cotg/t/ • 2 co + ( I n r 2 [ s i n / i / | ) * ( 3 . 9 ) 

Setzen wir W • / * rQ in (3 .7 ) e i n , so erhal ten wir 

-( f + J') <C#2r4 

q « £ 1 . A - . S • w
 2 - dl * (3.10) 

( *# - ^ # ) r 4 s i n V f 
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Diese Formel gibt die verallgemeinerte Radonsche Form des Tra­
gers q an, wobei r die Losung der Gleichung (3*8) ist« Bei der 
Losung gehen wir aus 

(In r) # • ~ f'cotg A £ - o> - «* (ln[sin nr \)0 

heraus« 

Integrieren wir in den Grenzen von t bis t, so erhalten wir 

In r » | f'(w)cotg /^(w)dw - 1 cu (w)dw « i ln|ain^ f + 

t^ t Ä 

+ - lnjsin 4>Q\ + In rQ . 

w 0 r
0 *

 r(to> und "o " ^(to>* 

Nach der Umformung 

r 2 » І Ł 
г? sin ^Л #  

2 J íъ (w)dw 

sin л^ 

Nach Einsetzen in (3«10) und Vereinfachung erhalten wir 

0 -tf u,(w)dw 

2
 . ( f* +') JL'\

 e
 *o 

q - O)- - tu1 - — & «~~ S . • ••.*• • — (3.XI) 

(f -J-')8inV
0 2

j e*(
w ) c o t g j t

,.
( w
)

d w 

° 

was die endliche Formel der verallgemeinerten Rahonschen Po­

larform des Tragers q ist« 
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£S£S£!ütSfl- 3L*J-* : W e n n Co eine Konstante ist, dann nimmt die 
Formel (3,11) folgende Gestalt an: 

2 ( r • *"> < 
q • W 

2 e
4«/(t-t 0) 

( f - ^*)sin2/i/0 2 f* **(w)cotg /v< (w)dw 

Wenn 6ü -* 0, so erhalten wir die Formel (23) § 6 in [l]# 
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SHRNUTÍ 

NĚKTERÉ VLASTNOSTI ZOBECNÉNÉ POLARNl A RADONOVÝ FUNKCE 

MILAN VOTAVA 

V práci jsou studovány některé pojmy z teorie fázi uspo­

řádané dvojice řešeni diferenciálni rovnice 

y " « q (t) y (q) 

zavedené akademikem Borůvkou z hlediska průvodnich rovnic 

s váhovými funkcemi k rovnici (q). Timto způsobem jsou zavede­

ny pojmy zobecněné polárni a Radonový funkce a vyšetřovány 

některé jejich vlastnosti. 
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РЕЗЮМЕ 

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА "ОБОБЩЕННОЙ" ПОЛЯРНОЙ ФУНКЦИИ 

И ФУНКЦИИ РАДОНА 

МИЛАН ВОТАВА 

В работе исследуются некоторые понятия из теории фаз упо­

рядоченной пары решений дифференциального уравнения 

У"= 0. ("Ь) у (д) 

введенные академиком Борувкой с точки зрения сопроводительных 

уравнений с весовыми функциями к уравнению (д). 

Таким обраэом, введено понятие обобщенной полярной функции 

и функции Радона и исспользованы некоторые их свойства» 

AUPO, Facr„nat.85, Mathematica XXV, (1986) 
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