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Ú L O H Y . 

Řešení úloh 2—8 z ročníku 66 (1937), str. D 223—224. 
Jsou-li n, k celá čísla, 0 < k <I n, potom nechť o^(n) značí v úlohách 

2, 3, 4 součet všech součinů po k různých činitelích, vybraných z řady 
1,2,.. ., n. Na př. 

ai(n) = 1 + 2 + . . . + n, 
c/2(4) = 1 . 2 + 1 . 3 + 1 . 4 + 2 . 3 + 2 . 4 + 3 . 4 atd. 

Ú l o h a 2. Najděte obecný tvar celých kladných čísel n, pro něž 
číslo o2(n) je dělitelno číslem ox(n). Najděte nejmenší takové n. 

E. Bunický. 
Řešení . (Zaslali pp. prof. dr. A. Hyška, Jaroměř; Ing. Em. Klier, 

Plzeň; prof. K. Lerl, Místek; prof. F. Tvrdý, Náchod.) 
Jest 

ffl(n) =-- J * = ^ > ; £ * = ̂ +1)
6
(2*+1) = -*-f-- *<»>; 

tedy 
n 2n 4- 1 

cr^n) = (1 + 2 + . . . + n)2 = f k2 + 2o2 (n) = —-J-— < ; » + 2<r2(n); 
k=i á 

*2(*) = o±(n) . TV (3^2 — n — 2) = ox(n) . T\ (n — 1) (3n + 2). 
Tedy o2(n) je dělitelno O^TI) tehdy a jen tehdy, je-li (n — 1) (3n + 2) = 0 
(mod 12), t. j . buďto n = 1 nebo n == 10 (mod 12). 

Ú l o h a 3. Dokažte, že pro každé celé n ^> 3 je číslo a3(n) dělitelno 
číslem (^(n). Jaký význam má podíl os(n) : o^n)? E. Bunický. 

Řešení. (Zaslali pp. prof. dr. A. Hyška, Jaroměř; ing. Em. Klier, 
Plzeň; prof. K. Lerl, Místek.) 

Jest 
ln(n + l )^ 2 

k = i \ 
ox

2(n); 

ai
s(n) = (1 + . . . + nf = ^ & + 3 (1 + 2 + . . . 

+ n) (1 . 2 + 1 . 3 + . . . + (n — 1) . n) 
— 3 (1 . 2 . 3 + 1 . 2 . 4 + . . . + (» — 2) (» — 1) »); 

o*{ri) = o^ri) + 3 ox{n) a2(n) — 3 as(n); 

a3(n) a^n) + 3 a2(n) — a^n) o1(n)±(n-l)(n-2) = h+1\. 
oг(rì) 3 
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Úloha 4. Najděte obecný tvar celých čísel w_; 3, pro něž číslo 
az(n) je dělitelno číslem l 3 + 23 + . . . + nz. E.]Bunický. 

Ěešení . (Zaslali pp. prof. dr. A. Hyška, Jaroměř; ing. Em. Klier, 
Plzeň; prof. K. Lerl, Místek.) 

Ježto l 3 + 23 + . . . + n* = a±
2(n), nastane (podle posledního řádím 

předešlého řešení) hledaný případ tehdy a jen tehdy, je-li (n — 1) (n —• 
— 2) == 0 (mod 12), t. j . je-li buďto n == 1 nebo n == 2 nebo n == 5 nebo 
n = 10 (mod 12). 

V úlohách 5, 6, 7 značí tv t2, . . . řadu Fibonacciho, definovanou 
vztahy 

íx =1, t2= 2, tn+2 = tn+1 + tn (n = 1, 2, . . .). (1) 
Úloha 5. Dokažte, že pro n = 2, 3, . . . jest 

hn = tn
2 + *n-l2. (2) 

J. Lapěin. 
.Řešení. (Zaslali pp. prof. dr. A. Hyška, Jaroměř; ing. Em. Klier, 

Plzeň; prof. K. Lerl, Místek.) 
Buďte ot, P kořeny rovnice u2 = u + 1, volené tak, že ot — j3 = ]/o. 

Tvrdím: definuji-li a, b tak, že 

a<x + bp= 1, a<x2 + 6l32 = 2, (3) 

tn = aotn + bp*. (4) 

Tato rovnice je vskutku platná pro n == 1, 2; platí-li pak pro všechna 
n<Lk (kde A; ^ 2), je 

fc+i = ** + **-i = ^ ( l + i - ) + 6j8* | l + - i j = a**** + 6j8*+i 

/neboť 1 + 1- = *, 1 + 1 . - = ^ , 

takže (4) platí i pro w = fc + 1, čímž její obecná platnost dokázána, 
Z (3) snadno plyne 

a -= = 4 , 6 =- — = L takže í» = i ( « m + 1 — Í 5 B + 1 ) ; 
]/5 ]/5 ]!5 

odtud 

% + t̂t 1 - = - i [«2»+ x L + — ) + /32»+ -[,5 4- 4-) — 2*»/J"(l + ocp)\ = 

v5 

[neboť aj3 = — l . <% + — = < * —,3 = —[ |3 + y ) l 
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Úloha 6. Dokažte, že platí 
v t2n+l — tn + i2 — ř w _i 2 , í w + i 2 — í n

2 = tn—itn+2, 
t2n + l= tn—\tn + 2 + tn—$n + \, t2n = \ (tn + l2 + tn—22)> 

t2n = tn + \tn—i -f- tntn—2> 
kn = <»* + 6ř A _ i 2 — 4ťrA_i» + 2í„_i* 

( = (í«2 + í » - l 2 ) 2 + <n-l 2 (2ř„ - í^- l) 2 ) . 
F7. Bunický. 

Řešení. (Zaslali pp. prof. dr. A. Hyška, Jaroměř; ing. Em. Klier, 
Plzeň; prof. K. Lerl, Místek.) 

Z (1) a (2) plyne 

*2w + 2 = tn + i2 + tn
2\ t2n + l = t2n+2 — hn = tn + i2 — Čw_i 2 . 

tn + l2 — tn
2 = (tn +1 — tn) (tn + i + tn) = ín__iín+2-

Tedy . 
t2n + l = tn + i2 — tn

2 + tn
2 — tn—i2 = í n — i ^ + 2 + $n—2$n + l-

Sečtením a odečtením rovnic 

% + i = &n + tn—1> *n—2 = % ^n—i 
plyne 

tn
==: Y (tn + l + tn—2), tn—i = \ (tn + i — í?i—2)? 

takže 
Č2n = tn

2 + Čw__i2 = i|- (ín-fl2 + tn—2?). 
t2n = ^ 2 + *n—l2 = tn (tn—\ -f- řw—2) + *rc—1 (í?i + l — W 

= Wn—2 + tn+ltn—l-
kn = t2n

2 + t2n-l2 = (k2 + tn-!2)2 + (tn
2 — tn-22)2', 

tn — tn—2 = tn — (tn — tn—1) = tn—1 (2tn £n_1); 

<4» = (tn2 + <»-l2)2 + í » - l 2 (2ť» — í»-l) 2-
Úloha 7. Dokažte, že pro n > 3 platí rovnice 

<» = « » < 2 + ( — l)w<»»2, 
Jede 

»' = •!» + i (1 + (— l) r e + 1 ) , »" = i « - 1 — i (1 + ( - i ) r e + 1 ) . 
ijy. Bunický. 

Ěešení . (Zaslali pp. prof. dr. A. Hyška, Jaroměř; ing. Em. Klier, 
Plzeň; prof. K. Lerl, Místek.) 

Pro sudé n je rí = \n,n= 2rí, n" = rí — 1, tedy podle (2) 
tn=t2n> = tn.

2+(-lTtn,?. 
Pro liché n je rí = \(n + 1 ) , n = 2rí — 1, n" = rí — 2, tedy podle 
prvního vzorce úlohy 6 

tn = t2n'-l = tn,
2 —tn>-22 = tn>

2 + (— l)n tn"2-
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"Úloha 8. Budiž (p(m) počet oněch čísel v řadě 1, 2, . . ., m, jež jsou 
nesoudělná s m. Ukažte, že při daném m výraz 

n—1 

У ( * ( W ) ) " ( » - = 2 , 3 , . . . ) 
^(mw) 

nezávisí na n. Jaká je hodnota tohoto výrazu? E. Bunický. 
[Řešení. (Zaslali pp. prof. dr. A. Hyška, Jaroměř; ing. Em. Klier, 

Plzeň; prof. K. Lerl, Místek; prof. F. Tvrdý, Náchod.) 
Jsou-li pv . . .,pr ona (navzájem různá) prvočísla, jimiž je m děli-

telno a položíme-li 

M \ IV" V v*} 
je (p(m) = mM, cp(mn) = mnM, takže uvedený výraz se rovná M. 
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