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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY A FYSIKY 

Č L Á N K Y A R E F E R Á T Y . 

Úvod do transfinitní aritmetiky.*) 
Miloš Neubauer, Brno. 

Budu užívat pojmů, znaků a názvů, zavedených v prvých čty
řech paragrafech spisu E. Čech, Bodové množiny, část první (Praha, 
1936, JČMF), bez citace; zrovna tak budu užívat vět obsažených 
v těch paragrafech a připojených cvičeních.1) 

Velká latinská písmena kromě F budou značit množiny. Je-li 
a věc, pak {a} bude značit množinu obsahující jediný prvek a to a. 
Jsou-li a, b různé věci, pak {a, b} čili {6, a} bude značit množinu 
sestávající z prvků a, b. Je-li a věc, pak 

a non e A 
bude značit, že není a e A. Písmeno N bude značit množinu všech 
celých čísel ^> 0. Písmena m, n, p, q budou značit prvky z N. Pro 
n e N kladu W(n) = E [p < ri\; tedy W(0) = 0. Znak 

v 
2 Az resp. 1 7 Az (1) 

ZeC ZeC 

ziiačí totéž co znak 2 A(z) resp. J~J A(z) zavedený Čechem 1. c. 
ZeC ZeC 

co oo 

str. 6. Znak 2 An resp. J"J An značí (1) pro G = N. 
n=0 w=0 

K pojmu zobrazení připomínám t o t o : 1. Je-li A #= 0 =f= B 
a přiřadí-li se každému x e A přesně jeden f(x) e B, pak množina 
všech párů (x, f(x)), kde x e A, je zobrazení množiny A do B; toto 
zobrazení budu značit /. To není ve sporu s definicí znaku f(x) 
u Čecha 1. c. str. 8. 2. 0 je jediné zobrazení množiny 0 do libovolné 
množiny a neexistuje zobrazení neprázdné množiny do 0. 3. Je-li / 

' *) V topologickém semináři jsme potřebovali různých pojmů a vet 
z transfinitní aritmetiky v rozsahu větším, než kam sahá V. Jarníkův 
výklad v jeho Úvodu do teorie mnozstvi (dodatek ke K. Petrovu Počtu 
integrálnimu). Proto jsem požádal M. Neubauera, aby stručný výklad 
o těchto věcech nejprve ústně přednesl a pak (v poněkud změněné formě) 
v Gasopise publikoval. Čtenář začátečník učiní dobře, když si před četbou 
tohoto článku přečte znovu citovanou stať Jarníkovu. Čech. 

*) Dokonce stačí znalost prvých čtrnácti stran tohoto Čechova spisu. 
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prosté zobrazení množiny A do nějaké množiny a je-li M Q A, 
pak parciální zobrazení fM je prosté zobrazení množiny M na f(M). 
4. Je-li / prosté zobrazení množiny A na B, pak f(f—i(y)) = y pro 
yeB. 

K pojmu uspořádání připomínám: Každá část dobře uspořá
dané množiny je dobře uspořádána. 

1. Kartézský součin a mocnina. Je-li C 4= 0 a Az množina pro 
z € C, pak 

¥>AZ ' (2) 
ZeC 

(čti: kartézský součin množin Az) značí množinu všech zobrazen 

množiny C do 2L, Az takových, že f(z) e Az pro z e C. Znak ^ An 
ZeC "" W = 0 

resp. .40 * Ax čili ^ * A0 značí (2) pro C = N resp. 17 = {0. 1}. 
Koroláry. Az C J5z pro 2 e C => ^ Az C °P JB2. Az ^ 0 pro 

2eC ZeC 
zeC<=>cp ^ =£0. 

2€C 

JB"4 (čti: mocnina A množiny B) značí množinu všech zobrazení 
množiny A do B. 

Koroláry. Az = A pro z e C => °J> 4 - == .4°. # - {0}. 0^ = 
ZeC 

= 0 < - > i 4= 0 . {6}^ sestává z jediného prvku. 
2. Ekvivalence. A ~ B (čti: .4 ekvivalentní s B) značí, že existu

je prosté zobrazení množiny A na B. 
Kolorály. A ~A.A~B=>B~A. A ~ B ~ (7 (t. j . 4 ~ B, 

B ~ C) => A ~ C. 0 ~ A o A = 0. Je-li 4 konečná a 4 ~ J5, 
pak JB je konečná, {a} X J5 ~ B ~ £ X {a}. Je-li JSZ = {z} X Az 

pro « € C, pak Az ~ Bz pro 2 e C a součet 2 -B* j e disjunktní. 
ZeC 

2" I. Maji-li - 4 = 2 ^2? B = £ Bz disjunktní sčítance a je4i 
ZeC ZeC 

Az ~ Bz pro zeC, pak A ~ B. 
Důkaz. Stačí předpokládat A 4= 0, neboť A = 0 => Az = 

= Bz = 0 pro 2 € C => J3 = 0. Pro 2 e C budiž / s prosté zobrazení 
množiny Az na Bz. Pro x e ..á budiž # € Az . Položím-li f(x) = fzx(x) 
pro ^ € 4 , zřejmě / je prosté zobrazení množiny A na B. 

2-2. 4 , ~ Bz pro z e C => <$> Az ~ <£ Bz. 
ZeC ZeC 

Důkaz. Budiž A = ^ 4 2 ? B = ^ Bz, Stačí předpokládat 
2€C zeC 

i =1=0, neboť A = 0 => B -==- 0. Pro 2 € (7 budiž /* prosté zobrazení 
množiny Az na J52.

2) Položím-li pro (a, z) eA X C a'(z) =fz(a(z)), 
2) Konec důkazu provedu podrobně.' Detaily důkazů vět 2"3 až 2"? 

jsou obdobné. Mám dokázat A ~ B, t . j . mám udat prosté zobrazení mno-
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zřejmě a1 eB. Položím-li f(a) = a' pro aeA, zřejmě / je prosté 
zobrazení množiny i na £ . 

2"3. A x B ~A * B. 
Důkaz. A 4 - 0 4 = 5 o ^ 4 X £ 4-0. Tedy stačí předpokládat 

A 4 - 0 ^ 5 . Položím-li f((x, y)) = {(0, x), (1, y)} pro (x, y) e A X 
X B, zřejmě / je prosté zobrazení množiny A X B na A * B. 

2'4. Má-li S = ^ Az disjunktní sčítance a je-li Az ~ A pro 
ZeC 

z eC, pak S ~ C * A. 
Důkaz. Podle 2"3 stačí dokázat 8 ~ C X A. Stačí předpoklá

dat S 4= 0- Pro z e C budiž fz prosté zobrazení množiny Az na Á. 
Pro x e S budiž x e ^4^. Položím-li /(#) = (zx. fzx(%)) pro a; e #, 
zřejmě / je prosté zobrazení množiny S n a C X -4. 

2"5. A ~AX, B ~BX=> BA ~ B^. 
Důkaz. Stačí předpokládat A 4= 0 4= B. Budiž cp resp. y> prosté 

zobrazení množiny A na Ax resp. J3 na .B-,. Položím-li pro / e B A 

a ^ i i /'(a;) = ip(f(yri(x))), zřejmě /' e BX
AK Položím-li F(f) = /' 

pro f e BA, zřejmě F je prosté zobrazení množiny BA na 2Ž-/-. 
2-6. .4.B = 0 => CA * C* — CA+B. 
Důkaz. Podle 2"3 stačí dokázat CA X CB ~ CA+B. Stačí 

předpokládat, že A, B, C jsou neprázdné. Položím-li pro / = (/l5 /2) e 

žiny i na JB, t . j . mám každému aeA přiřadit přesně jeden f(a)eB 
tak, že 
(t) al€A9 a2eA, ax 4= a2 => f(a^ 4= f(a2), 
( t t ) P r o o eB je /(a) = 6 při vhodném aeA. 
(Co mate, je, že prvky množin A,B samy jsou zobrazeními.) 

Budiž tedy aeA (tedy a je takové zobrazení množiny C do V-4 2 , 
ZeC 

že pro ZeC je a(z)eAz). Ježto pro ZeC jednak a(z) eAz, jednak fz je 

zobrazení množiny Az do H2, je fz(a(z)) e Bz pro z e C. Přiřadím-li tedy 
každému z e C věc fz(a(z)), je definováno zobrazení množiny C do V H2 

ZeC 
takové, že pro s e C věc přiřazená prvku s je v Bz, t . j . je definován 
prvek z H. Tento prvek z H přiřadím nyní prvku aeA, od něhož jsem 
vyšel, označím jej f(a) a tvrdím, že takto sestrojené zobrazení / množiny A 
do B má vlastnosti (f) a ( t t )-

Budiž tedy předně axe A, a2e A, ax 4= «2- Tedy při vhodném z e C 
je ax(2;) 4= a2(z), tedy, ježto /2 je prosté, je 4K(z)) 4= fz(<*2(z)), tedy je 
/(oi) 4= M ) . Tedy platí (f). 

Budiž za druhé b e B. Pro z € C je /z zobrazení množiny Az na BZ9 

takže podle b(z) c Bz při vhodném (dokonce, ježto fz je také prosté, při 
přesně jednom — ale na tom t u nezáleží —) a(z) e Az je jz(a>(z)) = b(z). 
Zvolím-li tedy pro z e C takový vhodný prvek a(z) e Az, je definován 
prvek aeA. A tohoto prvku obrazem při zobrazení / j e vskutku prvek 
b e B9 oď něhož jsem vyšel. Tedy platí ( t t)-
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e CA X CB při x e A f'(x) = f±(x) a při y e B f'(y) = f»(y), zřejmě 
f'eCA+B. Položím-li F(f) = f pro feCAxCB, zřejmě F je 
prosté zobrazení množiny CA X CB na CAJrB. 

2'7. ( ^ ^ — - á 5 * ^ 
D & t e . Podle 2"3 a 2*5 stačí dokázat (AB)C ~ABxC. Stačí 

předpokládat, že A,B,C jsou neprázdné. Pro / e (AB)C a z e C 
položím fz = f(z). Položím-li pak f'((y, z)) = fz(y) pro / e (AB)C 

a (y,z)eB X C, zřejmě /' e ABxC. Položím-li F(f) = /' pro 
/ e (AB)C, zřejmě F je prosté zobrazení množiny (AB)C na ABxC. 

2" 8. Má-li 2 -Bz disjunktní sčítance a je-li Az ~ Bz pro z e C, 
ZeC 

pak při vhodné M je 2 Az ~ M C 2 Bz. 
ZeC ZeC 

Důkaz. Položím-li A = 2 -4s> stačí předpokládat A 4= 0. Pro 

Z e C budiž /-. prosté zobrazení množiny Az na JBZ. Pro x € A ]e 
%eAZx při vhodném zxeC. Položím-li f(x)=fZx(x) pro # e J l , 
zřejmě / je prostým zobrazením množiny A do 2 Bz. Tedy stačí 

ZeC 

volit ilf = f(A). 
2"9. Jc-Zi 21 systém všech částí množiny A, pak platí: 
1. {0, \}A ~ 2 i ; 
2. pr i vhodném 93 C 21 je A ~ 9 3 ; 
3. wewi 4 ~ 2 l . 
Důkaz. Stačí předpokládat 4 4= 0. 
1. Položím-li pro / e {0, 1}^ JFf/) = E [ ^ i , f(x) = 1], zřejmě 

F je prosté zobrazení množiny {0, 1}A na 21. 
2. Stačí za 93 zvolit systém všech {x}, kde a; e A. 
3. Nechť existuje prosté zobrazení / množiny A na 21. Budiž 

J5 = .4 — 2 {%} f(x) & %o = f-i(B). Pak není ani x0 e B, neboť 
XeA 

x0eB => x0nori€{x0}f(x0) ={x0}B = {x0}, 

ani x0 non e JB, neboť 
# 0 non e B => x0 e 2 {#} /(#) => #o € {̂ o} fixo) ~ {xo) B C B; 

XeA 

to je spor. 
2" 10. Je-li 21 systém všech konečných částí množiny A, sestáva

jících z n prvků, pak při vhodné M je 21 ~ M C Aw^nK 
Důkaz. Stačí předpokládat 21 4= 0. Pro X e 21 podle W(n) ~ X 

budiž F(X) prosté zobrazení množiny W(n) na X. Tvrdím, že F je 
prosté zobrazení množinv 21 do AW(n\ Budiž totiž X ' e 21, X " e 21, 
F(X') = F(X"). Nechť X' 4= X". Stačí předpokládat, že při vhod
ném x0eA je ^ 0 e X " — X ' . Položím-li F(X')=f, F(X")=f", 
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/Li(s0) = p, je p < n a tedy /'(p) e Z ' . Ale /'(p) = f"(p) = x0 non e 
€ Z ' . Stačí tedy volit M = F(^). 

3. Kardinální čísla. Znak moh .4 (čti: mohutnost množiny A) 
značí: 1. při konečné A počet prvků množiny A; 2. při nekonečné A 
takovou věc různou od všech n, že pro nekonečné X, Y je moh X = 
= moh Y o X ~ Y. 

Korolár. moh .4 = moh B <=> .4 ~ B. 
Věc tvaru moh A se nazývá kardinální číslo, a to konečné nebo 

transfinitní podle toho, zda 4̂ je konečná či nekonečná. Malá švaba
chová písmena budou značit kardinální čísla. 

Budiž C 4= 0 a a z kardinální číslo pro z e C Pak 

I a. (3) 
(čti: součet kardinálních čísel az) resp. 

EU (4) 
ZcC 

(čti: součin kardinálních čísel o*) značí mohutnost disjunktního 
součtu 2 -̂ z resp. kartézského součinu ^ -4Z, kde moh Az = az 

ZeC ZeC 

pro z e C. Oprávnění k definici znaku (3) resp. (4) dává 2" I resp. 2" 2. 
00 00 

Pro C = N místo (3) resp. (4) se píše 2 G» resp. Yl&n- ^ r o @ ~ 
w=0 w=0 

= {0, 1} místo (3) resp. (4) se píše a0 + ax čili ax + a0 resp. a0<li čili 
aia0. Znaky a0 + <*i, Go<*i nejsou ve sporu s aritmetikou v JV při ko
nečných a05 cti-

Koroláry. a + 0 = a; a l = a; az 4= 0 pro zeCo\\az 4= 0. 
ZeC 

(moh C) a. 3 1 . йz --= a pro Z € < 7 => 
ztC 

Dйl :az. 24. 
Korolár . a + a = 2a. 
ba (čti: mocnina a kardinálního čísla b) značí mohutnost moc

niny BA, kde moh A = a, moh £ = í>. Oprávnění k této definici 
dává 2" 5. Znak ha není ve sporu s aritmetikou v N při konečných a,í>. 

Koroláry. b° = 1; 0a = 0 <̂ > a 4= 0; l a = 1; b1 = b; az = a 
pro z€C=> r i a z = amohC. 

3"2. c a c b = ca+í>. 
Z t á t e . 2" 6. 
Korolár. an+1 = awa. 
3-3. (aí>)c = a * 
Důkaz. 2*7. 
a < í) (čti: a menší než b) čili f> > a (čti: b větší než a) značí: 

1. a 4= b; 2. při vhodných A, B je moh A = a, moh B = í>, -4 C B. 
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a 5^ b čili b ^> a značí, že je buď a < b nebo a — b. Tyto definice 
nejsou ve sporu s aritmetikou v N při konečných a, b. 

Koroláry. a -# 0 <-> a > 0. 4 C B => moh 4 <1 moh 5 . w € 
€ N => n < moh JV. Je-li a ^ b, pak při vhodných A, B]e moh 4 = 
= a, moh JS = b, ACB. az <^ b z pro z € C --> 2 <** ^ 2 b2, 

ZtC Z6C 

n a* ^ n b*. a ̂  b => ac £ bc. 
«eC ZcrC 

3"4. Je-li a ^ b <1 c, Pa& 2>n vhodných A, B, C je moh 4 = a, 
moh J3 = b, moh C -= c, 4 C 5 C C. 

Důkaz. Při vhodných 4 ' , B', B, C je moh A' = a, moh i?' = 
= moh B = b, moh C = c, 4 ' C 5 ' , £ C C. Podle JB' ~ £ existuje 
prosté zobrazení / množiny B' na B. Položím-li tedy 4 = f(A'), 
je .4 ' ~ 4 C -B a moh 4 = a. 

Koroldry. a ^ b ^ c - - > a : ^ c . l ^ m < ^ ^ a - = > a ^ m - | -
+ a <I a + a <^ wa <1 aa. 

3"5. moh 2 Az <I 2 m°h 42. 
3cC ZeC 

Důkaz. Pro z € C při vhodné Bz ]e Az ^ Bz a součet 2 ^ J e 

ZeC 

disjunktní. Podle 2"8 je tedy 

moh 2 4 Z <^ moh 2 ^ = 2 m ° h Bz = 2 m ° h 4 2 . 
zcC ZeC z«rC ZcC 

3"6. a < 2«. 
Důkaz. Při vhodné 4 je moh 4 = a, tedy podle 2'9 a ^ 2a, 

a 4= 2*? tedy a < 2*. 
3"7. f/e-Zi fy systém všech konečných častí množiny 4 . pa& 

00 

moh fy <; 2 (m°h 4f. 
w=o 

Důkaz. Pro w e 2V budiž 51^ systém všech konečných částí mno-
00 

žiny A, sestávajících z n prvků. Pak fy = 2 ^ n , tedy podle 3'5 
w=0 

a 2M0 
oo oo 

moh fy <̂  2 m o h 5ln ^ 2 ( m o h -̂ J* 
71 = 0 rc=0 

4. Pořadová čísla. Jsou-li 4 , B uspořádány, pak 4 ^ B bude 
značit, že jsou podobně uspořádány. 

Koroldry. A ^ A\ A ^ B => J? g^ A, A ^ B ^ C {t. ]. A ^ 
^ B, B ^ C) -s> A ^ C. Je-li 4 konečná resp. dobře uspořádaná 
resp. obsahuje poslední prvek a A ^ B, pak 5 je konečná resp. 
dobře uspořádaná resp. obsahuje poslední prvek. 

Pro uspořádanou A znak typ 4 (čti: pořadový typ množiny A) 
značí: 1. při konečné A počet prvků množiny 4 ; 2. při nekonečné 4 
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takovou Věc různou od všech n, že pro nekonečné uspořádané X, Y 
je t y p X = typ Y o X g* Y. 

Korolár. Pro uspořádané A, B je typ A = t yp B <-> A ^ B. 
Véc tvaru typ Ji . kde A J e d o b ř e uspořádaná, se nazývá 

pořadové číslo, a to konečné nebo transfinitní podle toho, zda -4 je 
konečná či nekonečná. Malá řecká písmena budou značit pořadová 
čísla. 

Korolár. Každé n je konečné pořadové číslo. 
Je-li A uspořádaná a x e A, pak A (čti: úsek množiny A určený 

X 

prvkem x) značí množinu všech těch prvků množiny A, které jsou 
před x. 

Koroláry. Je-li y e A* pak A je úsek množiny A určený prv-
x y x 

kem y. Je-li x e A ^ B, pak při vhodném y e B ]e A ^ B. 
x y 

£ < i] (čti: £ menší než rj) čili 77 > £ (čti: 77 věč8í než £) značí: 
při vhodných A SL x e A ]e typ 4̂ = rj a typ 4̂ = £. £ <^ 77 čili rj I> £ 

a? 

značí, že je buď £ < r] nebo £ = r]. Tyto definice nejsou ve sporu 
s aritmetikou v N při konečných £, 77. 

Koroláry. £ 4= 0 <-> £ > 0. Je-li £ < typ A, pak £ = typ A 
X 

při vhodném x e A. £ je konečné, když a jen když je menší než po
řadový typ přirozeně uspořádané množiny N. £ < 17 < £ (t. j . 
£ < r/? 77 < C) = > £ < £ ; £ ^ ^ < C ^ £ < C ; £ < ? ? < ; £ = - > £ < 
< C; £ ̂  r, £ f => £ ̂  C. 

4 ' l . -Z tvrzení $ < r], £ — 77, £ > Í J PZaíí přesně jedno. 
Důkaz. Při vhodných ^4, JB je t y p .k == f, typ B = r/. Platí pak 

tato základní věta o dobře uspořádaných množinách A, B: Platí 
přesně jedno z tvrzení: 1. .4 ^ J3; 2. J. ^ JB při vhodném y e B; 

v 
3. B ^ A při vhodném a : e i . Z této věty plyne věta 4"l. Důkaz 

x 
uvedené základní věty nalezne čtenář na str. 676—679 stati Úvod 
do teorie množství od V. Jarníka, která tvoří dodatek spisu K. Petr, 
Počet integrální (2. vydání, Praha, 1931, JČMF). 

Koroláry. £ < r] <=> není: r] <1 £. Š^Lr]^t;-^>t; = ri. Pro 
transfinitní £ je pořadový t y p přirozeně uspořádané množiny 
N £ £. 

4*2. K danému £ existuje přesně jedno r/ těchto vlastností: 
1. £ < V; 2. £ < f => 77 ^ £. 

Důkaz, a) Nechť %, ^2 m a J í vlastnosti 1., 2. Podle vlastnosti 
1. čísla ^ je £ < r]±, tedy podle vlastnosti 2. čísla ^ 2 je r]% <117!. 
Tedy je % i^ ^1 ^ %> % = %• Tedy existuje nejvýš jedno pořadové 
číslo vlastností 1., 2. 

b) Při vhodné A je typ A = £. Budiž a věc, která není v A, 
a B = i -f {a}. Uspořádám-li 5 ustanovením, že a je poslední 
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prvek v B, pak B je dobře uspořádaná a pro x e B je B = A nebo 
X 

B = A podle toho, zda je či není x = a. Položím-li r\ = typ B, je 
X X 

tedy f < ^ a £ < ^ = > £ < ^ £ ; tedy £ < £ => r\ <i f. 
| + 1 (čti: £ £>Zw8 1) značí pořadové číslo ^ z věty 4"2. Tento 

znak není ve sporu s aritmetikou v N při konečném | . 
r\ se nazývá isolované, když buď 77 = 0 nebo 17 = f -j- 1 při 

vhodném £. 77 se nazývá limitní, když není isolované. 
Koroláry. Každé n je isolované pořadové číslo. r\ > 0 je iso

lované, když a jen když je pořadovým typem dobře uspořádané 
množiny, ve které existuje poslední prvek. | < r\ + 1 => £ <1 rj; 
Š<rj<£+1=>š<C'> š<y=>£+Ky+l-

4"3. Budiž M množina pořadových čísel a budiž pro (Š,rj) e 
e M X M £ před rj, když a jen když £ < 17. Pak M je ^lspořádána 
tímto pravidlem. 

Důkaz. 4"l. 
Množina pořadových čísel se nazývá přirozené uspořádaná, 

je-li uspořádána pravidlem z věty 4"3. Tato definice není ve sporu 
s definicí přirozeného uspořádání množiny N. Mluví-li se o uspořá
dání množiny pořadových čísel bez dalšího dodatku, myslí se přiro
zené uspořádání. 

Klade se W(oc) = E [£ < oc]; tento znak je ve shodě se znakem 

W(n). 
4"4. W(oc) je dobře uspořádána a t y p W(oc) = oc. 
Důkaz. Při vhodné A je t y p A = oc. Stačí předpokládat 

A =j= 0. Pro X€ A je t yp A < oc. Položím-li tedy f(x) = typ A 
X X 

pro x e A, je / zobrazení množiny A do W(oc). Zřejmě / je podobné 
zobrazení množiny i na W(oc). 

Korolár. oc > 0 je isolované, když a jen když existuje poslední 
prvek množiny W(oc). 

4"5. V neprázdné množině pořadových čísel existuje první prvek. 
Důkaz. Budiž M neprázdná množina pořadových čísel a oc e M. 

Není-li oc prvním prvkem množiny M, pak 0 4- M W(oc) C W(oc), 
tedy podle 4"4 existuje první prvek množiny M W(oc). Ten je zřejmě 
prvním v M. 

Pro neprázdnou množinu M pořadových čísel značí min M 
(čti: minimum čili nejmenší číslo množiny M) první prvek množi
ny M; t a to definice je ve shodě s označením obvyklým v aritme
tice v N. 

4"6. Každá množina pořadových čísel je dobře uspořádána. 
Důkaz. 4"5. 
4"7. Existuje-li zobrazení množiny W(£) na A, pak množinu A 

lze dobře uspořádat. 
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Důkaz. Stačí předpokládat A 4= 0. Budiž / zobrazení množiny 
TV(£) na A. Jestliže pro x e A zvolím g(x) e W(£) tak, že f(g(x)) = x, 
pak g je prosté zobrazení množiny A do TF(£). Položím-li tedy 
g(^L) = M, pak gr je prosté zobrazení množiny A na M. Když pro 
(x, y) € A X A stanovím, že je x před y, když a jen když g(x) < 
< (/(i/), pak podle 4"6 A je dobře uspořádána t ímto pravidlem. 

4"8. Budiž M taková množina pořadových čísel, žer\ < £ € M => 
=> rjeM. Pak M = TF(typ M). 

Důkaz. Podle 4'6 je typ M pořadové číslo. Položím-li oc = 
= typ M, pak podle 4"4, ježto £ e M => M = TV(£), je jednak 

£ e M => £ = tvp TV(£) = typ J f < Oc, jednak £ < oc => £ =-= tvp -Af 

při vhodném rj e M, takže £ = typ W(rj) = r\ e M. 

5. Indukce. Teorém Zermelův. 
5*1. (Princip transfinitní indukce.) Budiž oc > 0 a budiž V(£) 

výrok, který má smysl pro £ < Oc a který má tuto vlastnost: Je-li 
P < oc a je-li V(£) správný pro £ < /?, pak V(/J) je správný. Za těchto 
předpokladů je V(£) správný pro £ < oc. 

Důkaz. Jinak, položím-li ilř = E [£ < Oc, V(£) není správný], 
c 

je J f 4= 0. Položím-li tedy /? = min Jf, je /? < Oc, V(/S) nesprávný 
a V(£) správný pro £ < /?. Tedy V(/3) je správný. To je spor. 

5"2. (Princip obyčejné indukce.) Budiž M(p) výrok, který má 
smysl pro p e N a který má tuto vlastnost: Je-li m e N a je-li M(p) 
správný pro p < m, pak M(m) je správný. Za těchto předpokladů je 
M(p) správný pro p e N. 

Důkaz. 5" I při Oc = t y p N. 
5'3.3) Budiž y > 1, a e P, pro 0 < £ < y f̂  zobrazení množiny 

n' n" 
Pw<č) do P, 0 < r\ ^rj" < y + 1 a g resp. g zobrazení množiny 
W(rj') resp. W(r/") do P těchto vlastností: 1. g(0) = g(0) = a; 2. pro 
0 < £ < V /e4) 

0(f) = feííiFíí))* 0(f) = fc(fliF(€))-

Pak pro £ < rj' je g(£) = g(£), 
rj' ri" 

Důkaz. Položím-li oc = r\ a V(£) = ,,g(£) = g(£)cc pro £ < Oc, 
pak podle 5"I stačí dokázat: Je-li /? < oc a je-li V(£) správný pro 

3) Tato věta jé pomocnou větou pro důkaz věty 5'4. S jejím studiem 
lze počkat, až se ukáže její potřeba v důkazu věty 5"4. 

4) Podle f < rf < rf je W(Š) C W(n')C W(r)"), takže gW{$) resp. 

$WU) z n a ^ parciální zobrazení množiny W(£) do P příslušné k zobrazení 
n' v" 
g resp. g. 
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f < p, pak M(fi) je správný. Podle 1. stačí předpokládat /? > 0. Pak 
podle 2. je 

9(fi) = WQwm), g(0) = WOIFO*))* 

tedy je V(/3) správný, neboť ^ w m = gwm. 
5"4.5) (Princip definice transfinitní indukcí.) Budiž y > 1, 

a € P a pro 0 < £ < y f| zobrazení množiny Pw<& do P. Pak existuje 
přesně jedno zobrazení f množiny W(y) do P takové, že f(0) = a a 

0 < Š < Y = > f ( f ) = f ^ f ^ ) . (5) 

Důkaz. Protože podle 5"3 při rf = rfr = y existuje nejvýš jedno 
žádané zobrazení, zbývá dokázat jeho existenci. Položím-li oc = 
= y + l a pro £ < oc V(C) = ,,buďto £ = 0 nebo f > 0 a existuje 

c c 
zobrazení g množiny TV(C) do P těchto vlastností: 1 .̂ g (0) = a\ 

"c c 
2 ř. pro 0 < f < C je g(£) = f$(gir<É))", pak podle 5" I stačí dokázat: 
Je-li /? < t% a je-li V(£) správný pro £ < /?, pak V(/3) je správný. 
Zřejmě stačí předpokládat /? > 1. 

Budiž předně (} isolované, tedy /? = /?' + 1 při vhodném /S' > 0. 
o o' o o' o 

Položím-li g(f) = g( |) pro f < /?' a g(/í') = fy(gir</r))« P a k g je 
zobrazení množiny W(fi) do P s vlastnostmi 1^., 2P., neboť pro 
0 < f <; $' je g ^ D = g^ ( l ). Tedy je V(j8) správný. 

Budiž za druhé ft limitní. Pak pro £ < /? je £ <r] < (í při 
vhodném r\, na př. p ř i ^ = | + l . Pro £ < ? / <rf <$ je £ < ? / < 

< ?/' < y + 1, tedy podle 5"3 je g(f) = g(£). Pro £ < 0 budiž tedy 

g(£) = g(£)? kde | < r\ < ji. Pak g je zobrazení množinv W(/3) 
> 

do P s vlastnostmi l^., 2p., neboť pro 0 < š < r] < f} je Qw($) = 
n 

= uWiS). Tedy je V(/?) správný. 
5) Tato věta, jež je zobecněním věty 5*5, se stane „názornou", když 

se do věty 5"5 zavede obvyklá nomenklatura. Prvky množiny pwW při 
n > 0 nejsou nic jiného než n-členné posloupnosti prvků z P . Zobrazení 
množiny N do P je totéž co nekonečná posloupnost prvků z P . Je-li f 
zobrazení množiny N do P , pak parciální zobrazení fw<n\ při n > 0 je 
prostě n-členný začátek posloupnosti f a f(n) je (n + l)-tý člen posloup
nosti f. Lze tedy 5"5 vysloviti takto: Je-li a prvek množiny*P a je-li in 

pro n > 0 předpis, který každé n-členné posloupnosti prvků z P přiřazuje 
jistý prvek z P, pak existuje přesně jedna nekonečná posloupnost prvků 
z P takoyá, že prvý její člen je onen prvek a a každý další její člen, 
(n -f l)-ťý (n > 0), je právě t ím prvkem z P, který předpis fn přiřazuje 
jejímu n-člennému začátku. 

Takto demaskována se objevuje věta 5'5 jako jádro definice,indukcí, 
jak je čtenář na ni zvyklý z elementů. , 
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5"5. (Princip definice obyčejnou indukcí.) Budiž aeP a pro 
n > O in zobrazení množiny Pw(n) do P. Pak existuje přesně jedno 
zobrazení f množiny N do P takové, že f(O) = a a 

n > O => i(n) = Ín(ÍW(n)). (6) 
Důkaz. 5"4 při y = typ N. 
5"6. (Bernsteinova věta.) A2 C A1 C -40. A0 ~ A2 => A0 ~ Ax. 
Důkaz. Budiž / prosté zobrazení množiny AQ na A2, takže 

/(Ao) = A2- (7) 
a ^ systém všech částí množiny ^40.

6)[ Pro n > 0 definuji zobrazení 
in množiny <&WW do <2í tak to : a) ^ c S F ^ => f ^ ) = ^ x ; b) g e 
€ 3F<2> => i2(g) = A2; c) n > 2, r/ 6 2F<"> =-> f»(flr) - /(íJ(^ — 2)). 

Značí-li nyní f zobrazení z 5" 5 při a = A0 a P = $1, pak 
W ^ S F ^ tedy podle a) a (6) je f(l) = f ^ W ) ) = A» dále 
W ) * <2F<2>, tedy podle b) a (6) je f(2) = Í2(ÍW(2)) = A2. Polo-
žím-li tedy f (n) = An pro n > 2, je pro w € JV AnC AQ a 

n > 0 ^> f(w) = A - (8) 
Je 

/ ( ^ ) = . 4 n + 2 (9) 

pro n e N; vskutku pro n = 0 je to (7), kdežto pro n > 0 podle 
W + 2 ) € 3F<^+2> a podle c), (6) a (8) je 

-4*+2 = i(n + 2) = fw + 2 (W+2 ) ) = / ( W + 2 ) M ) = f(i(n)) = f(An). 
Je : 

m> n => AmC An\ (10) 

položím-li totiž V(P) = , , p '> w> => -4p C -4W", podle 5"2 stačí do
kázat: je-li m e N a je-li V(P) správný pro p < m, pak V(m) je 
správný. Zřejmě stačí předpokládat m > 2. Pak Am—2 C -4.m—3, 
tedy podle (9) 

i m = f(Am-2) C /(-4m_3) = -4»-i, 
tedy, ježto V(m — 1) je správný, výrok \l(m) je správný.] 

6) Následující část důkazu obsažená v závorce [ ] se obvykle podává 
takto: Definuji indukcí množiny As> AAi . . . předpisem: 
(a) An+2 = j(An) pro n > 0. 
Dokáži indukcí: 
(b) m > n ^> Am c -4n. 
Vskutku platí (b) pro m = 0, 1, 2. Budiž tedy w > 2 a nechť platí: 
(c) je-li m' < m, pak platí: m' > n => Am» c An. 
Budiž nyní m > n. Ježto m — 2 < m, podle (c) j e ^ l m _ 2 C -4 m _ 3 , tedy podle 
(a) je Am = f(Am_z) c / ( ^ l - ^ m _ r Je-li tedy n - m — 1, je Am c -4n. 
Je-li n < ra— 1, podle (c) je i ^ j C - 4 ^ takže podle AmcAm_1 opět je 
Am C -4n. Tedy platí (b). 
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Ježto / je prosté, podle (9) je 

j(A2n — -42n + l) = /(-42n) /(-42n + l) = A2n + 2 A2n + Z, 
takže 

-42n A2n+i ~ A2n+2 A2n+2- ( U ) 
Podle (10) součty 

oo oo 

$0 = Z, (A2n -42n+i) a S± = £ (-42n + 2 -42n + 3) 
n=-0 n=0 

mají disjunktní sčítance, takže podle (11) a 2" I je 
S0~SV (12) 

Položím-li 
00 00 

T = V I A » + 2 (A2»+l — A2»+2), 
re=0 n = 0 

podle (10) TS0 = 0 = TSlt takže podle (12) a 2" I je 

T + S9~T + SV (13) 
Podle (10) je 

T + S0CA0, r + S,c4 (14) 
00 

Budiž x e A0 resp. x e Av Při o;non e ]j[^4n budiž m. nejmenší 
n=0 

číslo z JV, pro které x non e Am. Je-li m sudé, podle m _; 2 při 
vhodném w je m = 2w + 2, takže # e A2n+\ — A2n+2 C T\ je-li m 
liché, podle m _; 1 resp. m I> 3 při vhodném w je m = 2n + 1 resp. 
m = 2n + 3, takže x e A2n — A2n+1 C S0 resp. x e A2n+2 — 
— A^+zCSx. Tedy A0 C T + S0, AtCT + Sl9 což podle (14) 
a (13) dává A0 ~ Ar. 

5'7. a 5 ^ b < l a ' - - > a = b. 
Důkaz. Podle 3"4 při vhodných A2, Al9 A0 je moh A2 = a, 

moh A1 = b, moh A0 = a, A2 C -4X C A0. Ježto A0 ~ A2, podle 5*6 
je a = b. 

5'8. Z tvrzení a < b , a = b, a > b platí nejvýš jedno. 
Důkaz. 5" 7. 
Koroláry. a ^ b < c = > a < c ; a < b : = c = > a < c . 
5" 9. Budiž C + 0 a az kardinální číslo pro z e C. Pak při 

vhodném b je b > a* 2^° z e C 
Důkaz. Pro z € C je moh Az = a* při- vhodné ^g. Položím-U 

a = 2 <** a b = 2a, pak podle 3"5 a 3'6 je pro zeC 
ZeC 

az = moh Az _ ! moh 2 -4* <1 2 m o h Az = 2 ^ = a < 2 a = b. 
ZeC ZeC ZeC 

5' 10. .Bmžiž y > 1, .4. + 0 a 2>ro 0 < £ < y a g eA w& budiž 
A — g(W(£)) 4= 0. Paž; existuje prosté zobrazení množiny W(y) do A. 
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Důkaz. Pro 0 + X C A zvolím x(X) e X a pro 0 < £ < y 
a gř € _4^> položím f̂ (gr) = x(A — g(W(£))). Pak pro 0 < £ < y 
je f| zobrazení množiny jl^í*) do A. Značí-li f zobrazení z 5"4 při 
a = x(A) a P = A, stačí dokázat, že f je prosté. Vskutku pro 
0 < £ < y podle (5) a podle \W($) e -á 1 ^) je 

f(f) = fi(W>) - » M — W)(TT(f))) = a:(il —f(TT({)))€ 
*A—\{W{£))9 

tedy pro 77 < £ < y je \(r\) e \{W{Š)) a f(£) non e \{W{$)), takže je 
Kv) 4= f(f); tedy f je prosté. 

5" 11. Je-Zi .4 nekonečna, pak při vhodné B je N ~ B C -4. 
Důkaz. Protože pro ^ > 0 a gr e ^ 4 ^ ) je g(W(n)) konečná, je 

A —g(W(n)) 4= 0. Podle 5" 10 při y = typ JV existuje tedy prosté 
zobrazení / množiny N do A. Stačí tedy volit B = f(N). 

5" 12. Pro transfinitní a je moh N <1 a. 
D & t e . 5"ll. 
Koroldry. a < moh JV --> a je konečné. Pro n e iV a transfinitní 

a je TI < a. Pro transfinitní a je a 5^ moh iV + a 5 ^ a + a < l 
<I (moh N) a ^ aa. 

5" 13. (Zermelův teorém.) Každou množinu lze dobře uspořádat. 
Důkaz. Budiž A daná množina. Nechť ji nelze dobře uspořádat. 

Pak A není prázdná. Budiž M množina všech typ X, kde X je 
dobře uspořádaná část množiny A. Ježto r\ < £ e M => r\ e M, 
podle 4'8, položím-li y = typ M, je M = W(y). Podle A =j= 0 je 
y > 1. Pro 0 < | < y a gr € .4^<*> je J . — flr(TT(f)) + 0, protože by 
jinak g bylo zobrazení množiny 1V(£) n a i a tedy by podle 4" 7 bylo 
možno množinu A dobře uspořádat. Podle 5" 10 existuje tedy prosté 
zobrazení / množiny W(y) do A. Položím-li tedy X = f(W(y)), je 
X C A a / prosté zobrazení množiny PV(y) na X. Stanovím-li, že 
pro (x, y) e X X X je x před y, když a jen když je f-i(x) < f-i(y), 
podle 4"4 je X dobře uspořádána t ímto pravidlem a typ X = 
= t yp W(y) = y. Tedy je y e M — proti il^ = W(y). 

6. Důsledky Zermelova teorému, moh £ (čti: mohutnost pořa
dového čísla £) značí mohutnost dobře uspořádané množiny, jejíž 
pořadový typ je £. Tato definice je oprávněná, protože pro dobře 
uspořádané A, B je: typ A = t yp B => A ^ B => A ~ B => 
=> moh J . = moh B. 

Koroldry. moh £ = moh IV(£); moh n = n. 
6" I. £ < ^ => moh £ <1 moh r\. 
Důkaz. Při vhodných A & x e A ]e t yp -4 = 17, typ A = £, 

tedy moh £ = moh 4. <^ moh A = moh 77. x 

X 

6'2. moh £ < moh r\ => £ < r\. 
Důkaz. J inak je r\ <^ £, tedy podle 6" I moh 77 <^ moh £ — 

proti 5" 8. 
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6"3. Pro každé a je a = moh £ při vhodném £. 
Důkaz. 5" 13. 
6" 4. Z tvrzení a < b , a = b , a > b platí přesné jedno. 
Důkaz. 5"8, 6"3, 4"I, 6 1 . 
Korolár. a < b <=> není: b ^L a. 
6"5. Je-li A dobře uspořádána a moh A < b pro x e A. pak 

X 

moh A <£ b. 
Důkaz. J inak je b < moh typ ^4, tedy, položím-li podle 6"3 

b = moh rj, podle 6" 2 rj < typ .4, tedy při vhodném x e A je r\ = 
= typ ^4, takže b = moh A. To je spor. 

a; x 

6"6. Budiž M množina kardinálních čísel a budiž pro (a, b) e 
€ M X M a před b, &dyž a ýew Mt/ž a < b. Pa& ilf ýe uspořádána 
tímto pravidlem. 

Důkaz. 6"4. 
Množina kardinálních čísel se nazývá přirozené uspořádaná, 

je-li uspořádána pravidlem z věty 6"6. Tato definice není ve sporu 
s definicí přirozeného uspořádání množiny N. Mluví-li se o uspořá
dání množiny kardinálních čísel bez dalšího dodatku, myslí se při
rozené uspořádání. 

6*7. Každá množina kardinálních čísel je dobře uspořádána. 
Důkaz. Budiž M množina kardinálních čísel. Stačí předpoklá

dat M 4- 0. Pro £ e M podle 6"3 zvolím pořadové číslo /(£) tak, že 
j = moh /(y). Pak podle 6"2 / je podobné zobrazení množiny M 
na f{M). Podle 4"6 je tedy M dobře uspořádána. 

Až do konce malá švabachová písmena značí transfinitní 
kardinální čísla. 

ind a (čti: index kardinálního čísla a) značí t y p E [y < a]. 

Koroláry. ind'a je pořadové číslo, ind moh N = 0. 
6"8. a < b <=> ind a < ind b. 
Důkaz. 1. Je-li a < b, pak E [y < a] je úsek množiny E [y < b] 

určený prvkem a, tedy ind a < ind b. 
2. Je-li ind a < ind b, pak je a < b podle 1. 
Korolár. ind a = ind b => a = b. 
6"9. Je-li £ index (některého kardinálního čísla) a rj < £, 

pa& ?7 je index. 
Důkaz. J e £ = typ E [5 < a] při vhodném a & rj pořadovým 

v 
typem úseku množiny E [5 < a], určeného vhodným b. Tedy rj = 

= ind b. 
6" 10. Každé £ ?e index. 
Důkaz. Budiž dáno £. Položím-H a = £ + 1 a V(£) = ,,£ je 

index" pro f < oc, pak podle 5" I s tačí 'dokázat: Je-li jí < oc a je-li 
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V(£) správný pro £ < fi, pak V(/?) je správný. Stačí předpokládat 
f} > 0. Budiž tedy £ == ind ctc pro £ < /?. Podle 5"9 při vhodném b 
je b > ar. pro £ < (í (ježto a0 je transfinitní, také b je transfinitní). 
Kdyby bylo ind b < /J, bylo by ind b = ind aindf» tedy b = 
= (Xindí>5 což je spor. Tedy je / ? < l i n d b , tedy podle 6"9 V(/?) je 
správný. 

fy (čti: alef £) značí to a, pro něž ind a = f. Tuto definici 
opravňuje 6" 10. 

Koroldry. fy = moh ÍV. | < y o X% < fy. 
-Z(fy) (čti: číselná třída alefu £) značí E [moh r\ = fy]. 

cô  (čti: počáteční číslo tř ídy Z ( ^ ) ) značí min .Z(fy). Tuto defi
nici opravňuje 6"3. 

Koroláry. co0 = typ N'. £ < 77 o coi < a)n. £ < co,, <-> moh £ < 
< fy. Pro transfinitní f je foindmohi ^ f-

611. aa = a. 
Důkaz. Ježto a ^ aa, podle 5*7 stačí dokázat aa ^ a. Polo-

žím-li ind a = £, je a = fy. Položím-li tedy « = f + 1 a V(í) = 
= ,,fyfy ^ fy" P ro £ < oc, podle 5" I stačí dokázat: Je-li fí < oc a 

fyfy <^ fy pro £ < /?, (15) 
pak 

tyfy ^ fy. (16) 
První pravidlo. Při daném 77 pro (#', #") € IV(^) X W(r\) budiž 

(17, 1?') před (r\, ů") resp. (#', 77) před (ů", r\), když a jen když ů' < ů". 
Pak {r\} X TV(iy) resp. W(r\) X {17} je dobře uspořádána t ímto 
pravidlem. 

Druhé pravidlo. Při daném r\ každé dvě z množin 
{r\} X W(r\), W(r\) X {r\}, {(r\, r\)} 

jsou disjunktní. Položím 
An = {*?} X JPfo) + Tf (IÍ) X {r\} + {(r\, rj)} (17) 

a stanovím: 1. první dva sčítance v (17) jsou uspořádány podle 
prvního pravidla; 2. x e {r\} X W(r\), y e W(r\) x {r\} => x před ?/, 
y před (77,77). Pak An je dobře uspořádána t ímto pravidlem. 

Systém všech množin An, kde r\ < cop, zřejmě je disjunktní. 
Položím 

A=^An (18) 
7}«Op 

a stanovím: 1. každý sčítanec v (18) je uspořádán podle druhého 
pravidla; 2. r\ < r\" < c0/j, (x', x") e An> X An" => x' před x". 
Pak A je dobře uspořádáila t ímto pravidlem. 

Protože součet v (18) je disjunktní, pro x e A je x e An při 
přesně jednom r\ < cop\ označím r\% toto r\. Pak 
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A C 2 An + Avx P r o x * A> ( 1 9 ) 
-: x n<nx 
kde 2 -4*7 z n ačí 0 pro r\x = 0. Je-li tedy r\x konečné, pak podle 

v<*ix 
(17) A je konečná, takže 

X 

moh .4 < fy pro konečné r\x. (20) 
Ježto podle (17) a (18) je A = W(cop) X W(cop), podle 2'3 je moh^4 = 
= fyfy. Protože mám dokázat (16), podle 6"5 a (20) stačí tedy 
dokázat 

moh A < fy pro transfinitní r\x. 
X 

Podle (19) a 3" 5 stačí tedy pro transfinitní r\x dokázat 

2 moh An + moh An% < fy. , (21) 

Ježto r\x je transfinitní, také moh r\x je transfinitní. Ježto r\x < cô , 
je moh r\x < fy, tedy podle 6"8 ind moh r\x < j3, tedy podle (15) 
moh r\x moh r\x <1 moh r\x, tedy 

moh ^ moh r\x + moh ^ <1 moh r\x. (22) 
Podle (17) Av = ({r\} X Tf (r\) + Tf (*?) X {r\}) + {(^, ??)}, tedy podle 
3"5 a 61 

r\ <1 r\x => moh ^ <1 2 moh .?? + 1 <t 2 moh ^ + 1 <I 
<I moh r\x moh ^ + moh r\x, 

tedy podle (22) a 3" I 

2 nioh J.^ + moh An% ^ 2 m ° h »̂ + m ° h *7* = 
n<nx v<ix 

= moh r\x moh 77̂  + moh r\x, , 
tedy podle (22) platí (21). 

Koroláry. n1^l=>n-\-a = na = b. í><^a=>b-\-<x = ha = 
= a. fy + <X = fya = a, Jsou-li k', k" kardinální čísla a je-li k' < a, 
&" < a, pak je i ' + i ' < a a k'k" < a. 

6" 12. Počáteční číslo je limitní. 
Důkaz. Nechť o>, = f + 1. Pak W(oa) = W(£) + {£}, tedy, 

ježto moh PV(£) je transfinitní, podle 3"5 je 

moh W(co„) £ moh W(Š) + 1 = moh W(g) £ moh Tf(co«), 

tedy moh £ = N« — proti £ < co*. 
6" 13- £ < co,, => moh E [f ^ £ < <0«] = *«• 

'. c 
Z tá te . Jinak, položím-li M = E [£ ^ £ < co«], podle Jf C 

c 
C W(a>a) je moh ifcf < N«, tedy, ježto IF(£) i f = 0, W(co«) = 
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= ÍV(£) + M a moh TV(£) < * a , je moh W(co«) = moh TV(£) + 
-f- m( h M < H*, což je spor. 

6" 14. n ^ 1 => an = ít. 
Důkaz. Položím-li pro p e N M(p) = „buď je p = 0 nebo je 

j? > 0 a a p = Cl", podle 5"2 stačí dokázat: Je-li m e N a je-li V(p) 
správný pro p < m, pak V(m) je správný. Stačí předpokládat 
m > 1. Pak ra — 1 > 0, tedy a™"1 = a, tedy podle 6" 11 a w = 
= am~"1a = a, tedy \l(m) je správný. 

6" 15. Je-li $1 systém všech konečných častí nekonečné množiny A, 
pak moh Ql = moh A. 

Důkaz. Předně podle (moh A)° = 1, podle 6" 14 a podle 3"7 je 
00 00 

moh Ql 5^ 2 ( m o h A)n <I 2 m ° h -4 = tf0 moh A = moh 4 , 
w=0 w=0 

za druhé, značí-li 95 systém všech {x}, kde x e A, ]e A ~ 95 C 51, 
tedy moh 4 <I moh $1. 

Mohutnost kontinua značí 2 V 
6-16. 2^o > K0. 
D á t e . 3" 6. 
Koroldr. Mohutnost kontinua je transfinitní kardinální číslo. 
C značí až do konce mohutnost kontinua. 
6" 17. n I> 2 => 72*0 = ^0»o = c * o = c . 
Důkaz. Podle 3"3 je 

2*o fg w*o <; «0»o <; c«o = ( 2 * J ) * O = 2*o*o = 2*o. 
6" 18. w ^> 2 => nc = HQC = Cc = 2C > c. 
Důkaz. Podle 3"6 a 3"3 je 

C < 2C <£ nc ^ V <^ cc = (2*o)c = 2*oc = 2C. 
7. Konfinalita. Je-li 4 uspořádaná, pak A konf U (čti: A konf i-

nální s B) značí: 1. J5 C A; 2. je-li a; e A, pak při vhodném y e B ]e 
buď x = y nebo # před ?/. 

Koroldry. A konf 4 . 4 konf J? konf (7 (t. j . A konf i?, 
B konf C) => .4 konf C. Je-li 4 konf B, pak 4 = 0 <=> B = 0. 
já konf {x} <=> # je poslední prvek množiny A. Je-li A konf J5, pak 
4 konf {#}<=> JSkonf {x}. Je-li / podobné zobrazení množiny A 
na Ax a je-li 4 konf B, pak 4 X konf f(B). 

Je-li 4 uspořádaná, pak A konf £ (čti: 4 konfindlní s £) 
značí, že při vhodné B je typ B = £ a 4 konf 5 . 

Koroldry. Je-li 4 konf £, pak 4 = 0 <=> £ = 0. 4 konf 1 <=> 
v A existuje poslední prvek. Je-li A konf B, pak A konf 1 <=> 
<=> 2? konf 1. A±^A konf £ => Ax konf £. 

£konf ?7 (čti: £ konfindlní s 7j) značí, že pro t y p A = £ je 
A konf rj. 
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Koroláry. A konf £ konf r\ (t. j . A konf f, f konf 17) => A koní ??. 
I konf £. £ konf 77 konf £ (t. j . | konf 97, 77 konf £) => £ konf £. Je-li 
f konf r\9 pak £ = 0 o r\ = 0. Je-li | > 0, pak platí: £ konf J <-> 
<-> I je isolované. Je-li £ konf.r\, pak platí; £ je isolované o rj je 
isolované. 

7" I - Je-Zi _á nekonečná uspořádaná množina, pak při vhodném r\ 
je A konf r\ <1 comdmoh_4. 

Důkaz. Pulužím-li ind moh A.= oc, je moh TV(co*) = mohuá, 
takže existuje prosté zobrazení / mne žiny TV(co*) na A. Polcžím-li 
M = W((o«) E [£ < ů => /(£) před /(#)], pak pro # ' <ů"eM je 

/(#') před /(#"), takže parciální zobrazení fM množiny M na f(M) je 
podobné. Polužím-li B = f(M), stačí dokázat: 

_ákonf_B, [(23) 
t y p - B ^ < o * , (24) 

neboť podle 4" 6 -B je dobře uspořádána. 
Nechť neplatí (23). Pak zřejmě není prázdnou množina. M* 

všech & < co* této vlastnosti: y e B ^> y před /(#). Položím-li 
# * = min M*, je # * < co* a platí : 

yeB^>y před /(#*), (25) 
£ < #* => neplatí: y před /(£) pro y e B. :(26) 

Budiž C < 0*. Kdyby bylo /(#*) před /(£), podle (25) by bylo y před 
/(£) p r o j / e B - proti (26). Tedy podle /(#*) 4= /(£) je /(£) před 
/(#*) pro f < #* . Tedy je # * € M, /(#*) € B — proti (25). Tedy 
je (23). < 

Pro I e -M zřejmě M = M W(£), tedy podle £ < co<* je moh J f <I 

< moh £ < N*, tedy t y p J f < co*. Tedy není t y p J f > co*. Podle 

M ^ B platí tedy (34). 
7'2. Pro transfinitní £ ?e £ konf 77 <1 comdmoh£ pfi vhodném t\. 
Důkaz. 7"l. 
£ se nazývá regulární, když není £ konf 77 pro žádné r\ < £,; 

Korolár. Isolované £ je regulární, když a jen když,£ <1 1. 
7'3. Je-li £ transfinitní a regulární, pak £ = comdmoh£. 
Důkaz. Pro 77 z věty 7"2 je r\ <I comdmoh£ 5^ £ 5^ ?7-
Pro uspořádanou .4 značí ^(^1) (cti: konfinál množiny A) 

pořadové číslo takto defiíiované: 1. x(0) = 0; 2. když existuje, po
slední prvek množiny A, pak; x(A) ,= 1; 3. když A 4= 0 a neexistuje, 
poslední prvek množiny 4 ? i pak ^(4) je nejmenší číslo množiny 
všech rj z věty 7"l. . -. .<, 

Koroláry. x(A) je regulární. 4 konf H ( 4 ) . 
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7"4. Je-li A uspořádaná, A + 0 a neexistuje-li poslední prvek 
množiny A, pak x(A) je počáteční, a sice x(A) — c0jD(jmoh«(.4)-

Důkaz. x(A) > 1, tedy H(A) je transfiriítní, tedy podle 7*3 
X(A) = COmd moh *(.£)- . ' . 

7"5. Každá uspořádaná množina je konfinální přesně s jedním 
regulárním pořadovým číslem, a sice se svým kónfinálem* 

Důkaz. Budiž A uspořádaná. Budiž A konf | a f regulární.. 
Mám dokázat £ = H(A). Nechť £ + x(A). Pak i + 0 a v 4 ne
existuje poslední prvek. Pak podle 7*3 a 7"4 při vhodných J5, O, /S, y 
je . *•-. ^ 

AkoníB, A konf {7, (27) 
t y p 5 = i8, typG-=co^ (28) 

£<co y , ! (29) 

coy je regulární. (30) 
Položím £ = _B + G. Předně podle 3*5, (28) a (29) jě 

moh (7 <I moh # <^ moh B + meh C = 
•== moh /? + moh coy = moh cô  = moh C, :f 

tedy moh S ==- fy. Za druhé, podle (28) je # dobře uspořádaná, takže 

typ£:> coy. • (31) 
Za třetí podle (27) je 

SkpníB, /Skonf (?; (32) 

takže podle (28), (29), (30) a (31) je typ S > <oy. 
Při vhodném x e S je tedy 

t y p £ = ct>7. ' (33) 

Položím-li Bx = E [y e 2?, nepí ?/ před a;] a Ĉ  = E [z e (7, není z 
y •'-, ,: < ' *'*;' z 

před x], pak podle (32) je Bx + 0 + C^ Nazvu-li ^ resp. % první 
prvek množiny Bx resp. Ct, zřejmě je B = BS a Č7 = O/S, takže1 

Vi X Zx X-

S = B + Č7; tedy podle 3"5 je 
moh £ <: moh B + moh G. (34) 

* 2/i Zi 

Ale podle (28) a (29) je typ B < coy, typ G < coy, tedy moh B < fy, 
Iři Si £/i 

moh (7 < fy, tedy pjdle (34) moh S < fy, tedy typ S < <oy — 
Zx . X X 

proti (33). Tedy je £ = K(A). 
a se nazývá regulární, když comda Je regulární. 
7" 6. a je regulární, když a jen kdy i platí: 



Je4i O < moh C < a a jě-ti kt pro zeC kardinálníí ,«~* 
číslo' < a, pak 2 h < a. í 

Ze(7 

Důkaz. Budiž ind a = oc. Pak a = S«. ' 
1. Budiž Na regulární. Dokážu (35). Podle 6'3 pro z e G zvolím 

pořadové číslo f(z) tak> že moh f(z) = kz. Budiž M množina všech 
/(z), kde z e C. Pro z e C podle k2 < H* je f(z) <co<x, takže M C Tf (coa). 
Zřejmě moh i f <I moh (7, takže podle moh G < 8* je typ I f < 
< coa. Ježto co* je regulární, není W(co<x) konf Jf. Tedy existuje 
takové £ < co*, že pro z e Cje f(z) < £, tedy podle 6" I kz <̂  moh £ < 
< H«. Podle 3' I je tedy 2 ^ ^ moh (7 moh £ < K*. 

ZeC 

2. Budiž tvrzení (35) správné. Nechť N* není regulární. Pak 
při vhodné C je 

JF(co*) konf (7. (36) 
a typ C < co», tedy 

0 < moh C < X*. (37) 
Pro £ < co* podle 6" 12 je £ + 1 < co*, tedy podle (36) je £ < /(£) e C 
při vhodném /(£). Pak jednak je 

W(co*) C 2 W(/(£)) C 2 Tf (C)f (38) 

jednak, ježto £ e O => £ < ct>«, je 

moh ÍF(f) < a* pro £ e C. (39) 

Nyní podle (35), (37) a (39) je 

2 moh W(C) < *«, 

kdežto podle (38) a 3"5 je 

S* = moh W(co*) < 2 moh PF(£), 
~uc 

což je spor. Tedy K* je regulární. 
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