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Zobecnéné polynomy Legendrovy, uZiti jich
v numerické sumaci.

Dr. Truksa Lad.

K odvozeni orthogonalni soustavy polynomit Pp,s(x), které vy--
kazuji v. potu diferenénim a sumacénim obdobné vllastnosti jako
polynomy Legendrovy 1. druhu P,(x) v po&lu diferencidlnim a inte-
gralnim, doSlo v 1. poloviné 19. stoleti pfi feSeni zajimavé tlohy:
Vyiadfiti aproximativng funkci f(x), o niZ pFedpokladame, Ze jest
funkci racionédlni celistvou stupné m

fX)=a+a,x+a;x*+...+ anx™

z n > m znamych hodnot této funkce, pfi ¢emZ Kkoeficienty a; maji
vyhovovati podminkdm plynoucim z pouZiti metody nejmensich
Ctvercii, Damyslnou elimina¢ni metodou aplikovanou na systém n
rovnic o m neznamych, ktery obdrZime dosazenim znamych hod-
not funkce f(x) pro argumenty (x1, Xz2...X,) do uvedené rovnice, do-
spél Gauss (viz Disquisitio de elementis Palladis 1810, Theoria
Comb. Observ. suppl. 1818) k FeSeni vyjadfenému zmin&nymi poly-
nomy. Metodu Gaussovu v hlavnich rysech nalézame téZ v Lapla-
ceove »Théorie analytique des Probabilités«, 17 suppl. 1847, a v Le-
gendrové »Nouvelles Recherches sur les Orbites des Cometes«, 1805.
J. Bienaymé poukazal v Clanku »Remarque sur les différences qui
distinguent l'interpolation de M. Cauchy de la méthode des moin-
dres carrés et qui assurent la supériorité de cette méthode«, Jour-
nal de Liouville 1853, ria feSeni téhoZ druhu vyplyvajici z jedno-
duché modifikace interpolacni metody Cauchyovy.) Zajimavym
zptisobem feSil uvedenou dlohu CebySev, ktery vychdzi z tivah
poctu pravdépodobmosti a urduje polynomy Pp, s(x) jakoZto jmeno-
vatele postupnych pfibliZznych hodnot nekoneéného zlomku Fetézo-
vého, jimzZ lze vyjadFiti souéet
s 1
Z x—i I+ + +x s

i=1
V pracich Cebysevovyoh. setkavame se téZ s polynomy, jeZ lze
nazvati zobecn¥nymi Legendrovymi polynomy 2. druhu ~Qn s(x),
a které tvori Citatele postupnych pfiblizZnych hodnot zminéného
zlomku Fetézového. Z &etnych pojednéni Ceby§evovych v nichZ

1) Viz Cauchy: Mémoire sur Vinterpolation, \Prague 1835.
Casopis pro péstovani matematiky a fysiky. Ro¢nik LVY. 16
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vyskytuji se zobecn&né polynomy Legendrovy, budteZ uvedeny
zejména: Sur les fractions continues 1855, Sur une nouvelle série
1858, Sur l'interpolation par la méthode des moindres carrés 1359,
Sur linterpolation 1864 a Sur I'interpolation des valeurs équidis--
tants 1875 (viz Oeuvres 1./11, 18, 23, 11./12). Roku 1879 podal J. P.
Gram v pojednani »O rozvojich v fadu vyplyvajicich z metody nej-
mensich Ctvercii«?) FeSeni obdobné tlohy s hlediska mnohem obec-
néjsiho; numericky vypolet hodnot polynomii I. druhu provadi
v Clanku »Ueber die partielle Ausgleichung mittels Orthogonalfunk-
tiomen« uvefejnéném v Mitteilungen der Vereinigung schweiz. Ver-
~ sicherungsmathematiker, 1915,

Z Ceskych autorit zabyval se zobecnénymi polynomy Legen-
drovymi 1. druhu prof. Dr. Petr v &lanku »O interpolaci« (uvefeing-
ném v druhé vyro¢ni zpravé Il. Ces. st.. gymnasia v Brnég, Sk. rok
1902-03). Vychazeje z vyjadfeni téchto polynomdi ve formé& deter-
minantu: : ) :

1 8,8 ...81—1
X 8 ..
Pn,s(x)= X283 8 ... Snt1 |,

X"Sn Sn+] . 32n—l
Sk = 1k+2k+ . .+Sk,

vyplyvajiciho z podminek pro koeficienty a; pfi feSeni iilohy
vpfedu uvedené, odvozuje autor zdkladni vlastnosti polynomii
Py, s (x) aplikaci pfislu$nych vét z teorie determinanti a funkci Ber-
nouliskych,

Piehledny referat o vysledcich praci tohoto druhu, uveteing-
nych do polatku let devadesatych minulého stoleti, podal R. Radau
v »Btudes sur les formules d’interpolation« 1891.

Cilem této price, k niZ dan byl podné&t p¥i rekapitulaci poltu
interpola¢niho v seminédfi aplikované matematiky p. prof. Dra.
Schoenbauma r. 1924-5, jest odvozeni zobecnénych polynomii Le-
gendrovych v takovém tvaru, z néhoZ bezprostfedné (jednoduchym
limitnim procesem lims= oo) lze obdrZeti oby&ejné Legendrovy
polynomy.

V druhé &asti bude pak pojedndno o pouZiti zobecnénych poly-
nomit Legendrovych v numerické sumaci. Pozndmku o tomto zpii-
sobu aplikace obecnénych polynomt ucinil CebySev v pojednani
»Sur une nouvelle série«, 1858. JeZto integrace funkce v mezich
(a, B) jest v podstats limitnfm pfipadem sumace o intervalech w,
je-li lim w = 0,

z). Uve*ek;éno pozdéii pongkud roz&ifené v »Jourmal fir die reine
u. angcw. Mathematike, sv. 94, 1883, pod titulem: »Ueber die Entwickelung
reeller Funktionen in Reihen mittels der Methode der kleinsten Quadratec.

?
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f—a

8
[f(x)dx =lim %f(xi) ax;, (w = dx; —-T),

lze odvoditi metody numerické integrace z analogickych formuli
sumacnich. Tak na pf. obdrZime ze znamé sumacni formule Lub-
bockovys)

—‘,,_,~_z"'_"2;f<s+xw> S+
m' ‘ m—1 m—1 v
2 [(‘"f (nw)-2f (0));:5 (v+1)]“1(‘:1)%)!"%0*_m(ril)’

iiZ lze psati v rozvedeném tvaru |
Cm—1 \ -
~‘—[ O +7(2)+1(22) 4.4 s (=T 0+ '."_._w) =

=f(0) + f(o) + f(20) +. +f('z (n—10) + [f(no) —f(O)]—————

~ [4f(n0) — AFO) T + [4f (1) — 2 (O)] sz.,l —

—1)(19m2—1)
720m+

—[f(n0) — a2 (O) T +.

integra¢ni formuli Laplaceovu, bliZi-li se sumacdni interval m ne-

omezeng k nule (lim m = oo):

= ff(x) de=3 f(sa) + 3 [f(n0) = 2 O) f (pr ) e+

'?;T;’f;%’f(m)

v rozvedeném tvaru pak ’
L 0ff(x) =T H) .+ 1T 4 30110 5=
— [4f(@0) — A7 O] {3+ [ (1) — IO 55—
[ (00) — B (O)] g -

3) Viz na p¥. J. F. Steffensen: Summation-Formulas of Lubbock’s Type,
Skandinavisk Aktuarieti‘dskrift 1924,
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Uloha, kterou se budeme zabyvati v druhé ¢asti pojednani, jest
analogickym roz$ifenim integra¢ni formule Gaussovy na numerickou
sumaci,

I.
Oznalme 1. diferenéni pomér spojité funkce f(x) odpovidajici
rozdilu argumentit w:

Af(x) = x+w) J),

’

2. diferen&ni pomé&r p¥i témze rozdilu argumentii w:

4(x + ) — 4f(x)

42j(x) = P
a obecné i-ty dif. pomér
4= (x + 0) — 4“‘f(x)
i
Af() = -
Budiz dale racionalni celistva fuhkce Fn(x) stﬁpné n déna vy-
razem: . :
F,.(x):(x———‘;—)( fgzio)...(x—znglw) (1)
a racionalni celistva funkce @, (x) stupng 2n
B (x) = F,,(x+ )F( ' 32“’) )
1. diferen®ni pom&r 4 F,(x)=nFu—1(x) = —E—F—"—(ac_)-:—
S © F,(x—own—1)
2. . AF@=n0- 1) Faa(x) == 1) Fr (%)
Fi(x—wn-2)
s a , Fn(x) 3)
i-t » A‘F b —1!( )————"——
v () F{x—wn—i)

nty o n  A"Fp(x)=nl

Vyjéd.i‘em-eF,,'(x —8—29) Newtonovou interpoladni formuli pro

ekvidistantndi hodnoty argumentu (rozd’il ), vyoh'azence ze zakladni
2n41 —
. hodnoty F,.( — ):

2
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e

2
( +§2_2n+1 )_nFn(2n+1_—2~sw)
+ 2 2 +
")
(x+s—2;z:_lw) (x +s——2n—3w) Fn(2n+1:_2§w)
ot s
2 (5——23 )
F, 5 :

—F, (2n +;— 2sw) i

) (x+§__22n w)...(x+s—2n—21+lw)Fn(2n+l—2sw)

2 2

i F1<21+ 12—2sw)

Vynasobenim této rovnice hodnotou F,, (x + szw)

a’ pouZitim relace

. Fn(wn—x)=(—1)"Fn(x) ()
obdrZime: 5, (x) . (x . §_a_)) .
(—1)"Fn(28-2—1w) n 2
F,.+,(x +sw)

2()(— )l_(EST)' )

Oznadime-li

a1 2" 9 () = Pas (), ©)

vyplyva pro Pn,s (X) z rovnice (5) se zfetelem na (3) vyjadfeni fadou
faktorielni:
Pr,s(x) =

(—1)*F, 2L—_1w . ;:i x'+§2 ’ |
st
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Ze vztahu (1), (2) a (4) Ize odvoditi jednoduse,?) Ze
A" By (— x) = (— 1) 4" By (x),
vzhledem k tomu plati pak téZ vztah
Py, s (—x) = (— 1) Pr,s(x). (8)

Pouzivajice znamé formule poétu sumacniho obdrZime pro

souget:
s—1

—_—

2
%mmmmm:
w7 ) +at
[4=1 Dp (x+ @) R (xX) — A2 Dp (x + 20) AR (X) + . . A]-+

s—1

—_—

2
+ (= 1" Z; D, (x + nw) 4" R; (x).
§— (5]
-
Jezto diferenéni poméry 4% D, (x + iw) vymizeji pro argumenty

a+w, —a, zbyva z posledni rovnice toliko:

o (23
2 Ri(x) 47 @y (x) = (— 1) 2] @n(x + nw) 47 Ri(x).
Je-li R;(x) racionalni celistva funkce stupn& nejvyse n— 1, jest
tento soucet roven nule, takZe

SR P ()=0.  0=<i<n, ©)

Tento vztah jest pro polynomy Phr,s(x) charakteristicky a lze
snadno dokézati, Ze neexistuji jiné polynomy od P, s (x) riizné —
nehledé k multiplikativni konstanté —, které uvedenému vztahu vy-
hovuii.

Specielné vyplyva z rovnice (9) dosazenim za R;(x) polynom
P, ¢ (x) vztah

o
2 Pos(x) Prs (x)=0 nzr,
—Ct )
jenZ fp‘rokiazuje orthogonalitu systému polynomi P, s (x).
4) Dosazenim do Leibnitzovy formule:

219 YN =9(x+10) "9+ (1) 4 9+ T=T0) S0+ 4
+(n) e 9.
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Je-li n=r, potom
& 1 2n\ &
Z Prs(x)=(— 1)"'@([) ) Za' D, (x + nw).

. sxegs s . S
Horni mez lze sniZiti v tomto pfipadé na —

hodnoty funkée @, (x + nw) rovnaji se nule pro argumenty od pii-
vodni aZ k této sniZené hranici. Dosadime-liza @, (x + nw) hodnotu

(2n)' Fnlx ( — 92—8 + wn) f"st,, (x + _a;_s + am) = D, (x + no),
obdrZime:
s—2n——lw
2 P;s(x)= n' 22" Z‘ Fn (x —_—— +nw) Aan Fo, (x+ +nw)=

_=n An—lp x+——+n+lw AF, x—-—+nw {ii'
n!22n 2 ) "

—0
s—2n—1

2 @ . .
+ (=10 3 F (x + 32-—w+ 2nw) an F,,'(x ——‘329 +nw)}.

Kromé posledniho Clenu vymizeji na pravé strané& této rovnice
vSecky ostatni ¢leny pro dané meze. Zbyva tudiZ relace:

sr—2n—lto
& 2
Zpg’s(x)zéﬁsz(x +£,§—)+2nw) =
1 X - -
- priys| e [+ 52| 7=
w? ,
= g 1) SN EH-D- (D s (-0 (s-n)=

@ (s + n)! (10)
12"(2n+1)(s— -1 .

Vhodnou volbou intervalu w-lze stanoviti meze pro sumaci zcela
libovolné. Zvolime-li na pf.

2
W= )
S S—2

pfi CemZ x znali libovolné &islo redlné celistvé, mensi nez-li s, pfe-
jdou polynomy Pns(x) pfi neomezend vzristajicim s (lim s = o)
v oby&ejné polynomy Legendrovy Py (x):
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1 dr(xz—1)*
hmPn, (x)= i !hmd"di (x)_:_zn_n_!_(’ii7 ) )

v mezich £ a =+ 1 (vyjadfeni Rodrigueovo).
Relace (10) pfejde v limité ve zném*;’r tviar:

2
y_n;OZP,.s(x)w— fP,, (W dx =52,
rovnice (7) pak ve vyjadieni Pn(x):

Peo=g ()] e
=2 ()1

Pro prakticky vypodet polynomi Py, s(X) 1ze snadno ziskati re-
kurentni formuli. Libovolny polynom R, (X) stupng n dd se vy-
jadfiti vztahem:

R (x) = an P s )+ a1 P, s (X)+ ...+ ayPo,s(x),
jeZto pro vypocet n+ 1 konstant a; jest dan potfebny podet m+ 1
rovnic srovndnim koeficientii pfi tychZ mocninidch x. Plati tudiZ
na pf.

xPns(X)~—an+an+ls(x)+anpn,s(x)+ +£10P05(X)

Vynasobime-li tuto rovnici polynomy Pn._; s (X) a provedeme
s—1 s—1

resp.

souCet v mezich — 5 w, 5 o, znstlme, ze koeficienty
a,=a,=...=0a—2=0
a se zfetelem na (8) téz
a, =0,
takZe zbyva relace: '
X Pp,s (X) = @n41 Pry1, s (X) + @n—1 Pry, s (X). (12)
Z této vyplyva srovnanim koeficientii u nejvyssi mocniny x:
1 [2n\ 1 2n+42 n+1
2‘;{ n)-——-an-i-l 2n+| ﬂ+l), n+1= 2ﬂ+1
* Dalsi vztah k urleni koeficientu a,—, obdrZime, dosadime-li do
rovnice (12) za x specielni hodnotu x=—_—82il—w
—s41 (—1)r 25—1 \ _ n41 (=1 2s—-1
2 Y > F"( 2 m)""2n+1 2t F”*‘(--z “’)+

— 1)t 2s—1
' +an—-l(2n_)x - Fr— ) w)'
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__s+|w2(23—-1 2n——1)2=

2 2 2
__n+1 2s—1 2n—1\(2s—1 2n+41
= 2n+1_“’2( 2 3 )( 2 T3 )_5""‘
a n(s?— n’)
=L@t ¢
Dosazenim do rovnice (12) obdrZime hledany rekurentni vztah
2n 2n+ 1 n(s?—n2
Pups,s (9 =551 xPas 0 = S0 0P (0. (19
Podatecni ¢leny soustavy polynomit:
Py s(x)=1
P (x)=x
3 s2—1
Pz,s(X)='§x2——8— w?
5 3s2—17
—_— Yy Yy .
PS,s(x)"‘zx X 8 w* (14)
__1i5 ., 15s2—65 4(s2—1)(s2—9)
: 53952 — 245 155t — 230 s2 4 407
Pss () —xF' S T 128 -

Polynomy odvozené CebySevem ¢:(2)%) obdrZime z naSich
polynomit Pn,s (2), klademe-li @ =1 a vymésobime-li faktorem (i!)24

@ () =1i12{P; p(2).

Z ostatnich vlastnosti polynomi Py, s(X), jichZ odvozeni jest ve-
smés zcela jednoduché, budiZ uvedeno pouze toto:

Definici polynomi Py, s (x) obsaZenou ve vzorci (7) lze pouZiti
i v pfipadé, Ze jedni se o proménnou x komplexni. JeZto n-ty dife-
ren¢ni pomé&r funkce 7(x) jest pak vyjadfen vyrazem:®)

. J@)dz .
A fl) = me(z —-Xx)(z -:'x-'-co) o (z—x—no)y

pfi CemZ integraci jest provésti v oboru jednoduSe souvisléni,
v ndmZ — uvnitf i na okraji — 7(x) jest funkci analytickou, a ktery
obsahuje body x, x + w, X + 2w, . .+, X 4+ nw, vyplyva pro polynomy
P n,s (x) vztah

1 D, (2)dz

P"'S(x)-::znﬂnic(z—x).(Z——X-—w) coo(—x—now)

15)

8) Viz Oeuvres L, str. 474 (Sur.Plinterpolation par la méthode des
moindres carrés).
%) Viz na pf. Norlund: Vorlesungen iiber Differenzenrechnung (1924).
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analogicky integralnimu vyjddfeni Schiifliho pro polynomy l.egen-
drovy 1. druhu.

Polynomy P, s (x) vyhovuji hypergeometrické dlferencm rovnici
2. fadu:

(x+s+3 )(x '§—§—3w)d P,,,s(x)—i—
+(2x—w(n’+n——2))dP,,,s(x)—n(n+ 1) Py, s(x) =0. (16)

~ Rovnice tato miiZe tvofiti vychodisko pro obdobné zobecnéni
funkci Legendrovych 1. druhu, jaké bylo naznaceno v pfedchozim
pro polynomy Legendrovy.

II.

V &asti prvni byla jiZ u¢inéna zminka o pouZiti polynomit Pn, s (x)
pfi aproximativnim vyjadfeni funkci metodou nejmensich Ctverci,
v gasti druhé tschto dvah budiZ zevrubné pojednano o aplikaci
zobecnénych polynomii Legendrovych 1. i 2. druhu v numerické su-
maci, pfi ¢emZ posléze uvedené budou definovany a zakladni viast-
nosti jejich odvozeny. Jednd se o feSeni tlohy:

Vyijadfiti soucet libovolného podtu s ekvidistantnich hodnot
spojité funkce f(x) v intervalu * a z danych n hodnot funkce f(x:)
pro argumenty X,, Xs, - . ., X» tak volené, aby vysledek platil pfesn&
pro racionalni funkci celistvou aZ do stupné 2n — 1. Soudet ma byti
tudiZ vyjadfen vyrazem:

0= Z:f(x) = gl ®Qn Xk) [(Xk) + Rzn, s

pii CemZ zbytek Rzn, s rovna se nule, je-li f(x) polynomem stupné
r<2n—1.

Jak jiZ vpfedu bylo odvozeno, souvisi formule vyjadfujici fe-
Seni této ulohy s integraéni formuli Gaussovou tymzZ zptisobem,
jako znamd integradni formule Laplaceova se sumaclni formuli
Lubbockovou, uvefeinénou po prvé r. 1823 v Camb. Phil. Trans. 3.

Uplné feSeni dané tlohy vyZaduje:

1. Stanoviti argumenty Xx,, X,, . . ., X,

2. stanoviti koeficienty @ (xx).

3. vyjadFiti pFibliZn& hodnotu zbytku Rzn, s.

.

Ad 1. Oznaéme 1. obecny diferendni pomér (1. intérpolaéni funkci)

f(xl) "'f(xg_)

X X - [x2| x)]l
1

[xi, ] =
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2. obecny diferenéni pomér

‘ X;, Xo] — [Xs, X
[Xv Xg Xg] = [ = _;3 . [x:' d
atd., aZ n-ty obecny diferenni pomér
[xy Xay o oy Xa) — [Xa0 Xg, - - -, Xnpi]
X, — Xn41 )

Z obecné irnterpolaéni formule Newtonovy?)

F)=f(x)+ (x- x:) [x1, Xe] + (x — X,) (x Xg) [Xy, Xay Xg] 4 ... 4+
+(x—x,) (x"" xl) (x - xr—l) [xu Xoy o0 xr] -+

+Ex—x)(x—x)...(x— x,)»f(r:!(g).

[x1| xZ) v ey xn+l] =

(¢ jest obsaZeno mezi nejvys$i a nejniZ§i hodnotou argumenti x;),
obdrZime soudet hodnot funkce f(x) pro argumenty

x=——s_2_1w=—— e, —a¢+ow, —aet+220,...,0—0, a=s;lw,

o= 3 F@=s70e) +lx ] 3 (x—x)+
+ Xy X3, X5] Z::(x—xl)(x_x2)+' e

S 1 E O A x,]é(x—xl). (X = X))+

(1) ° :
+_2af (5)(x-—x1) (x—=x)...(x—x) (17

Podminky, jimiz lze urditi hodnoty X; tak, aby vyhovovaly po-
Zadavku v iloze nasi stanovenému, jsou patrné dany rovnicemi:

o

S a—x) =% = 1) =0= 3 pn(x),

g(x'——xl)(x‘— Xp) . (X —Xa) x=0= _Za'xw,n(x),_ (18)
2 x—x)(x =Xp).o.fx—xp) X" 1 =0= ;a‘ x =1y, (x).

Vzorec (17) nabyva s ohledem na tuto soustavup(_)dminek tvz_lru:
a
o = sf(x,) 4 [x,, X;] ;a‘ (x— x1)+ et

7) Viz A. Cauchy: Sur les Fonctions interpolaires, Compte Rendu 1840.
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+ [xys X3, - - -, Xa) _Z::: (x—x) (x —X) ... (x ‘—'xn~l)+R2n.‘8 (19)

Ren, s = é: (x- f‘l) (x—=Xg) .. (X—Xn) ... (X = X2n) fg;()g')

Z rovnic (18) lze stanoviti pfimo algebraickou rovnici, jejimiZ
kofeny jsou pravé hledané hodnoty x; Jednoduchou transformaci
soustavy (18) obdrZime tuto algebraickou rovnici ve tvaru:

Doﬂ"‘f"Dx'ﬂ"—l’l" ..+ Da=0,

(20)

pfi CemZ

o

—0
(2]

o

D=t D=2,

-
(2]

o
2 x
<

D, = 2 Zx"—‘...Zx' ;

. .

. SEUEEEEENEIEEE
x2n—2 3 28 > yn—1
D, vyplyva z D,, nahradime-li i-ty sloupec hodnotami:
o oL o
_an; _an+l’ "°—2x2’l~l'
— — —ce

Stanoveni hodnot x,, X,, . . ., Xn 1ze v8ak provésti mmohem jedno-
duseji, pfihlédneme-li ke tvaru podminek (18) po zavedeni pomoc-
ného polynomu ¥ (x) stupné n-tého. Vzhledem k charakteristické
vlastmosti polynomit Pn,s (X) vyjadfené v rovnici (9), jest patrio
bezprostfedng, Ze ¥, (x) nemiiZe se li§iti od polynomu Pn s(x) lec
o multiplikativni konstantu, takZe X;, X, ..., X» jSou argu-
menty nulovych bodé polynomu Py, s(x).

Z tvarti polynomit Py, s(Xx) vyplyva, Ze argumenty jsou v da-
ném intervallu rozloZeny symetricky podle stfedu, coZ ostatn& plyue
i ze srovnani soudtu funkce f(x) a soudtu k ni pfisluiné funkce sy-
metrické podle osy Y. Ze vSecky nulové body polynomu Ph, s(x)

jsou redlné a Ze jsou obsaZeny uvnitf intervalu i%w I1ze odvo-
diti z vyjadfeni (6) zpfisobem analogickym jako u oby&einych po-
- Iynomit Legendrovych.

Pro specielni hodnoty n obdrZime v interv. + 1(w=‘ 53—1)

Il=l 1X1=0

. . 32.__1
ﬂ=2 ,x1=~,x,=V3(Tl——)—2
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3s2—17
n=3 X1 =0, 3%, = % VW 21)
30s2 — 130+ |/480s* — 360052 -}- 13120
n=4 X1,8,8,4 = i’l/ 1'/70(3'-—1)2 +

n=>5 sX1 =0,
_ 70s2 — 490 + |/ 1120s¢ — 1064052 -}- 137536
5%2,3,4,6 = + 126(8—1)2 -
Vzrista-li podet séitanych hodnot s neomezené, pfechazeji
hodnoty X,, Xs, . . ., X» ve znamé argumenty, vypoctené po prvé Gaus-
sem &) pro numerickou integraci.

Zavislost polohy t&chto bodfi na poctu s&itangch hodnot s
na pf. pro n=4 jest zvla§té patrma z grafického znazoméni:

5

20
16

12

- A\ 4 _,

-1 0 : +1

x body Caussov/.

Ad 2. K vypo&tu koeficientdt @a(xx) pouZijeme interpoladni for-
mule Lagrangeovy, jiZ 1ze v naSem pfipadé psati ve tvaru:

=5 _5:,)3 F(’:)s oy e+ +

+ (x_ f:)' sp("x,)s/ (xn)f(xn) + I2n, s. . (22)

Soulet rovna se vs'rrazu

o= ?% Pn,"‘k) > Ps (’"+R2,., . 23)

() = x—
Oznadme

Qn, (y)———_Za' F;f"(x)

8) Viz Methodus nova integralium valores atd.

29
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a analogicky ‘
Pps(x
‘ Qnt1, s(y)-——Z y"_s_(x)
a dosadme za Po, s(x) hodnotu z rekurentniho vzorce (13):

Pny, s(x)'—zn_,r—'__l‘ XP;, s() — n4(: +l))w Pn_y, s (x).
Obdrzime pak:
R R Y L L)
PouZitim identity: _
X Pn,s (x) _y Pn,s(x)
y—x y—x
\_/yp-ls?izé z rovnice pfedchozi rekurentni formule pro funkce

Qn,s():
Qn+l s(y)= 2:_1—11}’611,8(}’) ’zl(:n-i—l) w*? Qn ,s(¥), (25)

— Py, s(x)

jez jest identicka s rekurentni formuli pro polynomy Pp, s (x).

Pro prakticky vypolet funkci Qn,s (»), iez jsou zobecn&nymi
funkcemi Legendrovymi 2. druhu, pouZijeme definidni rovnice (24),
z niZ vyplyva

(23
— ') 1
Qo,s () = 3 Zu' —x%

a

= ® X o[ ¥y )
Q"s(y)=§§j17=§§(y-x J=-5+
+PLsNQos () =—Qus () + P1,s () Qo s (7).

Hodnota Qo,s(y) iest konedni, pokud xZy. Z rekurentniho
vzorce (25) Vypoéteme pak

Qs(N=—7% ys o + P2,s(¥) Qos(¥) =— Qz.s() + P2.s(¥) Qus(¥),

Qa.s(y);—;yQS-w+ 2 % wts 4 Py, o(5) Qo (9) =

=— Q3,:()) + P3,5(») Qo5 (3). _
Uplnou indukei 1ze snadno dokazati, Ze plati obecn&:

Qs (1) =—Qns (M) +Pos(3) Qs (»)

Qn1s ) = ,{’j_‘,‘yqn,m 0t Qo). (29)
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Pro specielni hodnoty promé€nné y, jimiZ jsou v naem pfipadé
argumenty Xx nulovych bodii polynomi Pn, s (x), redukuji se funkce
Qn, s(xx) na polynomy Qn, s(x«) stupng n— 1, jeZ lze nazvati zobec-
nénymi Legendrovymi polynomy 2. druhu. Vypodet jich provadi se
z rekurentni formule (25), vynechame-li v8echny ¢&leny, jeZ obsa-
huji funkci Qo, s (xx), anebo pro n> 2 p¥imo z (26):

Qs (x1) = 8—29

Qz,s(xk)=—2—xks.w
5 *—4 e
Qs,s(xk)=-4—xk’s.w——{ﬁ—wss 27)
35 552 — 355
Ql,s(Xk)=—6xk’S.m_s_.s_l_g.é_a_wa.s'xk
49s? — 469 —4)(s>2— 16
QSs(xk)——xk"S _—iéz-— wss. x2+( )6(8 )

Formule (24), definujici zobecnéné funkce Legendrovy 2. druhu,
jest analogickou integralnimu vyjadfeni Neumannovu obycCejnychs

funkci Legendrovych 2. druhu, v né€Z pro lim § =oo, (w =3 _2_ ])
pfechazi
l P x
i Qn+ () = [ 52 P g,
Hledané koeficienty @n(xx) isou stanoveny podilem
an s (xx)
—’——-——= Xk)- 28
(xk) qn( k) ( )

Koeficienty @ (x¢) pro numerlckou integraci Gaussovskou obdrzmte
Z rovnice

o ) = i B e

Ad 3. Podle vzorce (20) zbytek

Ron, s = Z x—x)...(x—xp)...(x— X2,,)f( )(g).

(2n)!
Zvolime-li argumenty Xu+1, Xn+2, - ... X2n dosud libovolné vo-
litelné na pf. tak, Ze ztotoZnime Je S argumenty Xy, Xgy - -« Xn, Na-

byva zbytek tvaru

Rn= 3 (—xp (x— st e —xp T )=
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Fe(E)
an (x) (2’1)' . (30)
JeZto wa¥(x) jest funkcx v sumaénim intervalu * a stile kladnou

a predpokldadame-li, Ze 2n-ta derivace funkce f(x) jest v tomto inter-
valu spojita, lze pouZiti na uvedeny soulet véty o stfedni hodnoté,

¢imZ obdrZime:
_fee) §
(2/1)! Z wﬂ (x)

(¢ jest jista hodnota argumentu v intervalu * a).

. Z relace
2n
Pn (X) = _én_“ pn,s(x)
%)
vyplyva pak se zfetelem na (10):
(2n) 2n 2n ]
Ron s g 2 @ (s n)! 31)

= (2n)! (2h)222"(2n+1)(s—-n—1)!
n

: 2 )
+ — .
a v mezich l_l<w_s___1 :

- 22(s !
Ran, s = () s+ .
@Cn4+1)@n)3(s—n—DI(s—1)*
Obdobny vyraz pro zbytek ve formuli Gaussové:®)

22+1 (pl)s
— f(2n) _ 7
R2n f (g, (2 ])’ (2 ]) s_.ooR2n s.

Pozndmka.

Jedna-li se o sumaci racionélni celistvé funkce Rn(x) stupné n
pouzitim n nulovych bodfi polynomu Pp, s(x) jest pfislusna k¥ivka,
stanovena vzorcem (22), zaroveii polynomem stupng n— 1, vyjadfu-
jicim Ra(x) v mezich * a aproximativné podle metody nejmensich
Gtvercil.

K diikazu této vlastnosti vyjadifeme polynom Ra(x) fadou

Ti(x) = % a; P, s(x). (32)

Je-li k=n, jest timto vyrazem provedeno pfesné vyjadieni
polynomu Ra(x), zvolime-li vhodn& koeficienty a;; Ze jest takovéto
vyiddfeni moZno, bylo jiZ v I. &asti dokdzano. Je-li £ <n, jest vy-

%) Srovnej na pf. Petr, Potet integralni, str. 347.
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jadfeni pouze aproximativni a lze stanoviti koeficienty a@; tak, aby
vyhovovalo podminkiam plynoucim z pouZiti metody nejmensich
Ctvercid. Z pfislusné podminky

g’l: (Ra(x) — Ti(x))* = M

odvodime rovnice k urCeni koeficienti a;:

D P X Rix) = Pis(x) Te(x),  £=0,1,2,..,k (33)

Se zfetelem na rovnici (32) a na zakladni vlastnost polynomii
P, s(x) 9) vyplyvaji z rovnic (33) hodnoty koeficienti

EP,-, s(x) Rn(x)
2 Py s (x) .

JeZto polynom Rn(x) jest vyjadfen pfesng fadou

Z a; P{, s(x) = Rn(x)
i=0

a pfiblizné metodou nejmensich ¢tvercit polynomem stupné 7 —1

. n—1
Zaipi, s(X) = Ta—1(x),
=0

a;

(3+)

jest rozdil téchto polynomi
Ra(x) — Th—1(x) = an Py s(x)

roven nule pravé v n nulovych bodech polynomu Py, s(x). Z této
okolnosti vysvita jasné platnost véty vySe uvedené. Obecnéji plati,
Ze aproximativni polynom 7(x) stupné s-tého prochéazi nulovymi
body polynomu Piy1,s(x) na aproximativaim polynomu 7Ti41 (X).

[ ]
Les polynomes de Legendre généralisés et leur application
dans l'addition numérique.
(Extrait de Particle précédent)

Dans la premiére partie, auteur dédnit, en ’appliquant, dans ses
traits essentiels, 1a- méthede de Tchébichef, la relation fondamentale,
définissant les polyndmes généralisés de Legendre de la premitre

espéce: C
e G AT

Culopﬁ pro péstovani matematiky a fysiky. Roénik.LVL 17
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Fatx) = (x—3) (x-%“l) (x_i";'w) ..

et 'quelques propriétés des polyndmes P, s(x):
1. La relation montrant I'orthogonalité:

ZPﬂ,s(x)Pr,s(X)Zo, an’ a:‘z_:?~w’

lintervalle de sommation w;
2. la somme des carrés:

5 sy w?" (s n)!
;,,:P”" () = 5 @n41)(s—n—1)1

3. les équations de récurrence:

2 2 ;
Payis (x) = ”‘*“xpn,s(x) RS = 1) o p ().

n41 4(n+1)

Si x est une variable complexe, on obtient, comme équation
de définition pour P, (x), une équation analogue a I'expression
intégrale de Schlifii pour les polyndmes ordinaires de Legendre,

de la premidre espéce
Al el -5

2"+1mf(z X)(z—x—w)...(2—x—nw)

Py (x) =

Les polynémes P, s(x) satisfont & une équation hypergéomé-
trique aux différences finies du 2¢ ordre:

(x—l—s—FT:iw) (x——;s—z:% )A Pa, s (x) -+
+@x — @ +n—2) 4P (x) —n(n+41) Pns(x) =0,

- qui peut fournir un passage aux fonctions généralisées de la 1.

- espece de Legendre. A la limite (lim s.= oo) les polynémes P, (x)
se réduisent aux polyndmes ordinaires de la 1. espéce de Legendre.

Dans la deuxiéme partie, 'autetr résout le probléme suivant:

~ Exprimer la somme d’'un nombre quelconque s de valeurs équi-

distantes d’une fonchon continue f(x) dans lintervalle +e=+ ~—2—l.m,

étant données n valeurs de f(x) pour les arguments Xx,; X,, ..., Xn
choisis de telle manidre que le résultat soit valable prémsément
-pour une fonction rationelle entidre jusqu’au degré 2n— 1:
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o= 30 =2 a0 () + Rune

olt le reste Ry, s est nul, si f(x) est un polyndme de I'ordre

r<2n—1. La formule qui exprime la solution de ce probléme se

rattache 4 la formule intégrale de Gauss" de la méme maniére,

comme la formule de sommation de Lubbock a la formule intégrale

ge Laplace. En apphquant les formules générales d’interpolation de
ewton:

flx)= :5_; [xps Xg, - . o X (X —X,) .. (x — Xi—1) }-reste,

Pauteur détermine les conditions pour la détermination des argu-
ments xx, ce qui se fait en annulant n termes de la somme de Ia
série:

Zx"(x—x,)...(x —xn)=0=ix‘¢n(x), i=01.n~1

Il suit immédiatement de ces conditions que x,, X;, . . ., Xa
sont des zéros des polyndémes P, s(x). La manidre dont la position
de ces points dépend du nombre s des valeurs additionnées, n étant
constant, ressort de la représentation graphique, effectuée pour n=4."
Pour calculer les coefficients @n(xx), l1a formule d’interpolation de
Lagrange est appliquée; en méme temps, les fonctions généralisées
de Legendre de la 2¢ espeéce

Pns(x)
Qns(}’) .—;:y X

ont ét€ définies dans la forme qui correspond & Pexpression, donnée
par Neumann, des fonctions de Legendre de la 2¢ espice; les po-
lyndmes respectifs Q, s(y) de l'ordre n — 1 satisfont & I'équation
récurrente: .

Ot () =210, )= 2= g, ).

n—+1 4(n+1)
Les coefficients ¢, (xx) sont donnés par la formule:
’ _ 2 Qn,s (xx)
¢" (xk) - (JJPn, cl(xk).

Le reste Rz, s est donné dans la forme:
(2n)! ( n ) @n4-1) (s—n—1)!

Dans une femarqué, P'auteur établit l’éxpressidn approximative
d’'un polyndme R,(x) de Pordre n par le méthode des moindres
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carrés, en faisant usage des polynomes Py, s (x). Le polynéme d’ap-
proximation T;(x) de Pordre i est donné par la relation.

i 2 Pis(x) Ra(x)

= 3 Pe®

Enfin, lauteur démontre le théoréme affirmant que le polynéme
. Ti(x) de - Yordre i passe par les zéros du polyndéme Piyy s(x) sur
le polynéme T4 (x).

Ti (x) = P,', s (X).
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