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K teorii minimalnich ploch.
Napsal Dr. Zdenék Hordk.

‘Pfina$im zde nékolik poznidmek k teorii minimélnich ploch.
Pfedevs$im chci poukdzati na obecné parametrické vyjadfeni téchto
ploch pomoci minimalnich k¥ivek, jeZ obsahuje znamé vzorce Weier-
strassovy, Ribaucourovy a j. jako specidlni pf¥ipady. P¥i FeSeni
konkrétnich dloh je ov§em nutno uZiti nd8kterych specidlnich vzorci,
ale v teoretickych iivahich jevi s¢ vyhodnym vychazeti ze zmi-
néného obecného tvaru. Pro tyto obecné vzorce plati zcela podobné
vztahy jako pro vzorce Weierstrassovy, mimo to plynou z nich
snadno vzorce Schwarzovy pro plochu sdruZenou i feSeni pro-
blému Bjorlingova. Konegné lze jich uZiti i k vyjadfeni obecné
kfivky minimalni. Jako aplikaci stanovil jsem Weierstrassovy
funkce minimalnich ploch, které protinaji pod stilym thlem libo-
volny vélec podél jeho geodetické &ary. V dodatku uvadim nékteré
vztahy mezi minimalnimi k¥ivkami a minimalnimi plochami, vytvo-
fenymi jejich translaci. ‘

V' nasledujicim uZivam disledn& obvyklych oznaleni a vylu-
<Cuji vitbec plochy rozvinutelné (db roviny), coZ nebudu jiZ zv1asts
vytykati.

1. Obecné vzorce. VyJadi‘lme-h minimalni plochu pomoci para-
metrii minimélnich k¥ivek- u, v, obdrZime ze znamého vyrazu pro
sﬁ‘edm kflvost 1)

2M
| - H=F
vzhledem K tomu, ie F :i:O jako dnferencnalm rovnici miniméln{
“plochy prosté

L M——O S ()
a r_ovnice _quazziho,: L
. @~M~—5M M M= ”M

F F°
. nab#va;i tedy tvaru : ' - :
~Ly=0, - N,—Ow‘-' o @) -

;Pro cketlvace smérovydl kosinu normély plochy platl vy;adfem 1)

vFi(Mx,,-}—Lx,). Xy =‘-_-~— (Nx.,+Mx,)

'-*) I Sobotka.' erenchﬂni xeometrie, lII ‘1914, § 54,
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takZe vzhledem k (1) N

C L .
Xu="“va| Xv'——_Txu, (3)

a protoze E=G =0, jest _
SX2=e=0, Sx,,xv=f=£F—N, Sxp=g=0. 4)

Dosadime-li odtud za F do (3), obdrZime

Xy=—"F1L, xv='_‘& ‘ (5)

f f

Tfeti fundamentalni relace, rovnige Gaussova
LN—M: _¥logF

F 7 duav
ptejde pak vzhledem k (1), (2), @) ve vztah . "
_odzlogf
f= W’

ktery vyjadfuje znadmy fakt, Ze / vyhovuje diferencidlni rovnici .
Liouvilteové, a je tedy splnén pro libovolné parametry miniméinich
k¥ivek. Jsou-li tedy spindny Codazziho rovnice (2), je spln&na
- {1 Gaussova. Druhé derivace soufadnic podle parametrii?)

Xov=MX, Yu=MY, 2o=MZ ~  (6)
jsou vzhledem k (1) rovny nule, tak¥e pomé&ry _
X Y, Z ‘
__f!:Pl( )» —-‘7121)2(11), ""‘ZZPS(H) ‘ (7)

f
_jsou funkce pouze u a ‘
X Ya Z4
— . = v . ——— == v , —_——= Vv ’ 8
pouze. v. Integraci rovnic (5) pak dostaneme pro soufadnice bodi

plochy minimalni, vynechdme-li aditivni konstanty, coZ mi ijznam
pouhé translace.v prostoru, rovnice . P

x__._fX"L(u)du fX"N(V)dv O
y——_fy’L(u)du—fy"N(V)d" S

;=~f%u0@ff%NMQ



B

&l |
x=fP,Ldu+fQ,Ndv @
y=fP,Ldu+fQ,Ndv
z:fP,Ldu+_fQ,Ndv,

pfi CemZ podle (4) P2=3Q2=0. V tomto tvaru Ize tedy vy-
.jadFiti kazdou minimalni plochu s omezenim na pocatku uvedenym.

- Rovnice (9) maji tvar translacnich vzorci Mongeovych a jsou
stejné obecné jako tyto, nebot plati pro libovolné parametry mini-
malnich kfivek. Zaroveii vSak maji vyhody specidlnich vzorci,
nebot funkce #;. Q: jsou stanoveny volbou parametrii (rovnicemi
(7), (8)), takZe soufadnice bodii plochy jsou vyjadfeny pomoci dvou
funkci L, N, které nemusi spliiovati jiZ Zadnych dal$ich; podminek.
Mimo to miiZe byti uZito okolnosti, Ze tyto dvé funkce jsou zaklad-
nimi veli¢inami plochy. N

Uvedenymi rovnicemi lze vyjad”htl kazdou minimalni plochu
s omezenim na politku uvedenym. Naopak, zvolime-li nékteré vy-
jadfeni koule pomoci isotropickych pfimek, je Sx.:=8x2=0
a plocha .stanovend rovnicemi (9) méa tedy E =G =0, nebof po-

X Xu . : NPT "
méry fv 7.—'3 jsou pro vSechny parametry miniméalnich pfimek .

funkcemi pouze u-resp. v. Jsou tedy u, v také na plose (9) para-
metry minimalnich kfivek a mimo to Xy =Ymw =2umw =0, takie
podle (6) jest M =0, tedy stfedni k¥ivost plochy nulou. Tim doché-
zime k v&t€: KaZdému vyjddreni jednotkové koule pomoci isotro-
pickych pFimek pFislusi vzorce (9), stanovici minimdlni plochu kva-
draturami, ktera je v tiplné shodé S obecné platnou v&tou: 2) »Jsou-li
dany diferenciilni formy

Ldu*+2Mdu dv + N dvy,
"edut+2fdudv+ gdve, R

. z nichZ druhd je definitni 2 ma kladnou kfivost rovnu jedné, pak

k existenci plochy, maijici je za druhou resp. tfeti zdlkdadni formu,

jest nutno a staff, aby byly spinény rovnice Codazziho. Pfislu§na

plocha je stanovena jednoznaln¥ kvadraturami.« Aplikujeme-li pfi-

.. slusné vzorce . (. c) na na§ pfipad, dojdeme skutedn& k vy-
sledku 9). = .

o Z pi‘edchézejicxdt ﬁvah je zfe;mo, Ze dvé libovolné funkce

- komplexnf prom&nné dosazeny za L a N do naSich vzorch (9) sta-

* novi minimalni plochu, ktera je urlena jednoznadn& (aZ na rovno-
be#ié posunut) pti daném vyjddfeni siérického obrazu, t. j. pfi

B o) .,Biix"’néhl',—;l;uké,t_: Vorlesungen iber Differentialgeometrie 1910, § 64.
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danych funkcich P;, Q. PFislusi tedy dvojici funkci komplexni pro-
ménné jedinid minimdlni plocha, ktera 'oviem obecn& se zméni, za-.
ménime-li funkce L, N, jeZto nemusi Pi=Q:

Mame-li naproti tomu uréitou plochu, jsou pfi zvolenych funk-
cich Py Qi jednoznacn& stanoveny funkce L, N pfi daném smyslu
normdly. Orientujeme-li vSak nermélu plochy opaéng, pfejde sfé-
ricky obraz kaZzdého bodu plochy v bod koule diametrdln€ proti-
lehly. Tento pfechod z bodu (g, v) k protilehlému (1o, vo) jest vzhle-
dem k znamym rovnicim pro parametry isotropickych pfimek na
jednotkové kouli:

X+i¥_1+Z _ 0 -x iY_14-Z _V(v) )

1—Z  X—-iY —Z  X+iy
dan relacemi
U(u)= - 'Wl—)o—), V(V) = - Zf(m . . (1 1)
Cili ' .
u=0(), v="=0@w) (r)
‘Pfi tom jest
. Xv Xll
P, = =0 2
()= Sx.x, ¢ °)SX,,°X,.0

znali-li
Xy, v) =X(9, T). .
Avsak podle suposice S
X (Uy, Vo) =— X(uo: Vo)
- P 1.(1‘) =— @'(v) e, N = — (Vo) D'(vo)
S X0, X,

a tedy

a stejn¢ pro ostatni P;. Q. Dile:
Pi(u) L{u) = 01(vo) L(D) (D"(Vo) dvo, atd.'

Obdrinme tedy tutéZ plochu pfi zméngném smyslu normaly,
nahradime-li funkce L, N funkcemi .

Le=— N(B) B2, No=-L{(®)o?, (12)
Ztcyhowdlme,zemuiemevyJédhtlkaidoumxnlm

plochu pomoci dvou dvonc funkci LN pFi danem

tvaru P, @ o
Kdybychom ménili funkce L, N, nechavajice Pp @i beze zménv, :
ménila by se také plocha dana rov. (9'). Tato transformace. plochy ‘
pfedstavuje pohyb v prostoru, transformujeme-li funkce L, N Tov- .
nicemi: S

0 =Le)e, V6= N vn @
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pfi CemZ substituce
=o@), v=vl) & u=o@), v=ul) . (14)

stanovi pfislu§ny pohyb sférického obrazu v sob& samém. Zmé-
nime-li toti¥ polohu plochy (9°) tak, Ze normala X (u,v) preide

v X (@, ), zméni se funkce P, @; v

p=t) g _0W)

jak plyne z jejich definice, kdeZto funkce L, N, jakoZto zékladni
veliCiny plochy, jsou pfi pohybu invariantni, takZe plocha v nové
poloze je na zaklad& sférického obrazu stanovena rovnicemi:

~_ [P Q) o
X = —:—L(u)du+ ‘—{:;——N(V)dv,.-.,...
[ =
Zavedeme-li nyni parametry u,v podle (14), obdrZime

x=[P.@L@) g di+ [0, L) v2dv

a stejn& pro ostatni soufadnice. Tim dikaz proveden.
‘ Podobné bychom mohli sledovati i jiné obecné véty o naSich
vzorcich, jichZz specialisaci plynou znimé vysledky na pf. pro
Weierstrassovy vzorce, které obdrZime vhodnou volbou parametrii.
Klademe-li totiZ do rovnic (10)

U=u, V=yv, (15)
dostaneme z (9) snadnym podtem pfi zménéném oznadenf
v=u, —L@w)=F@), —N)=F:i(u) (16)

VvzZorce

x=[ U —w)F@dut [ (1~ F @)dy, (17)
f (l+u’)F‘u)du—f L (1 4 w2) Fy(u) du,
z=qu(d)du+ft\1,F, (u,) du,,

které odvodil Weierstrass. F, F1 jsou t. zv. Weierstrassovy funkce
(nezamigiiovati se zékladni veli¢inou prvniho Fadu, kterou jsme vy3e

" oznadili také F, ale ktera v daldich iivahéach -jiZ nevystupuje).

~Z rovnic (I1) a (12) vzhledem k (15) a (16) vidime, Ze miiZeme tutéz
_, plochu _vyjadtiti take pomoci funkci

: ,!"‘(u)——-——,%ﬂﬂ( ) Fe (u,>—-l.F(¥1). (18)

uy
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coZ je znamy vysledek. Podobné aplikaci rovnic (13) dosli bychom
ke vzorciim stanovicim zménu funkci F, F1 pfi pohybu, které odvodil
Darboux 4) pomoci rovinovych soufadnic. Pro rotaci kolem osy Z
o thel O jest specielné 5)

u=ue®,  u =uel, (19)
takZe o o o L
- F(u)=F (ue=®)e=%% F,(4,) = F, (4, €'®) e¥®.
Zvolime-li v rovnicich (10) , ‘
U(gp)=e"e, V(g;)=¢e®
L) =R(), N(o1) = Rilov),

dojdeme k vzorciim Ribaucourovym )
x = [ sin gR(¢) do+ [ sin ¢, Ry () dey
y=[coseR(e)de+ [ cos e, R,(e.) dey
z=—i[R(@de+i [Ri(e)de.

Tyto vzorce stejné jako (17) jsou vyhodné pro re alné plo-
chy, které obdrZime, volime-li veliiny s indexem 1 sdruZené k t&m,
jeZ jsou oznaceny touZe literou. Tuto vlastnost maji v§echny vzorce,
které odvodime, zvolime-li v (10) funkce U,V sdruZené.

Nékdy 7) mohou byti vyhodné vzorce symetrické. Klade-
me-li na pf. ~

|

U=y, V==-, —L=G N=H (20

dostaneme z (9) rovnice, které v jiném tvaru odvodil jiz Bjorling,?)
x=[ 30— 6@t [ ZA-WHOD (1)
y=[ £ 04w owdit [ £a-+v)HE)dv
z:qu(u)du | +va(v)dv..~

Tyto rovnice lisi se od (17) jedingm znaménkem a podle (16)
a (20) plati mezi obéma vztahy

a oznacdime-li

4) Lecons sur la théorie générale des surfaces, I, 1887, p. 305.
5) 1. c., p. 306.
: 8) A, Rxbaueour Btude des élassoides ou surfaces a courbure moyenne
nulle. Mém. couronné par '’Académie royale de Belgique, Bruxelles 1881
7) Na pf. k studiu ploch dvojnych.
8) Snov. Darboux, L c., p. 356.

1
Casopis pro pstovéni matematiky a fysiky. Roénfk LVI. 8
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GW=F@W, HW)=-LF (-: %) @r)

Podobn& pro :
U@=ee, V(o)=—e", L=R, —N=S§  (22)
obdrZime vzorce:

x=fsin oR(0) dg—{—fsin gS(o)do
y:fcos gR(g)dg—l—-fcosaS(a)da ‘ - (23)
z::-—ifR(g)dg—ifS(a)da,
pfi CemZ podle (16) a (22): ' ,
R(e)=F(e ') efsz, .S (0) =— F (—é'°) e%e, (23)

Posledni rovnice jsou ve stejném vztahu k Ribaucourovym,
jako (21) k (17). Pro tyto symetrické vzorce je pfechod k protileh-
1ému bodu sférického obrazu dan pouhou zameénou parametri, takze
podle (12), (20) a (22) se tim pouze vyméni ob& funkce G,H a R, S.
Je zde tedy mozno jedin é vyjadfeni pfi daném sférickém obraze
a dvojnou plochu obdrZime, volime-li obé funkce stejné., Podminky
realnosti bychom dostali pomoci (21’), (23’) ze zndmé podminky pro
Weierstrassovy funkce. Naopak z téchto rovnic plyne vztah, ktery
musi splniti F, F1, aby plocha (17) byla dvojnou.

Vidime tedy, Ze z tvaru (9) miiZeme snadno odvozovati jednot-
livé vizorce specidlnich vlastnosti. VSechny takové rovnice bychom
ovSem obdrZeli transformaci z jedinych vzorcfi na pf. (17), obecné
vyjadfeni viak nam umozZnilo, odvoditi soucasné vlastnosti spole¢né
v§em specialnim tvartim, takZe mtiZeme ihned kterykoliv z nich
aplikovati. Dalsi vyznam oné&ch vzorcii shleddvdm v tom, Ze pro
nékteré obecné tivahy jsou samy zcela vhodné. Na doklad toho od-
vodim z nich Schwarzovy rovnice pro sdruZenou plochu a novou,
pokud vim, metodu feSeni problému Bjorlingova.

2. Formule Schwarzovy. K dosaZeni prvého stai definovati
plochu sdruZenou k (9) rovnicemi:

x;,=—if)—;3Ldu+if%Ndv, Vo= Zo=... (24)

a Fesiti evidentni rovnice ,
$X.X,=0, S8X,X,=f SXX.,=0
podle Xu, Yu Z,. Determinant soustavy
lXu yv Z [ = if,

takZe ,
- Xu=i(ZYu'—YZu),..-
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_ Analogicky obdrZime
) Xv—““"l(ZYv“YZv),.
a dosazenim do diferencovanych rovnice (24)

Y, Yy Zy Zy
dx, z( FLdu— deﬁ Y( 2 Ldu de%...
takZe vzhledem k (9)
dxe=1Z dy de,
dyo=Xdz—12 dx,
dzo=Ydx—Xdy,
coZ jsou hledané vzorce.

3. Bjorlingiiv problém. Timto ndzvem oznaluje se tuloha: Sta-
noviti minimdlni plochu prochdzejici danou kfivkou a majici podél
ni predepsané roviny tecné, iinymi slovy sestrojiti minimdlni plo-
chu, je-li ddn nekonecné uizky prouZek této plochy.

Ukazi, jak lze stanoviti zdkladni veli¢iny L, N hledané plochy
pfi libovolnych parametrech u, v za obvyklého pfedpokladu, Ze
kfivka neni minimalni a prouZek je analyticky, t. j. Ze soufadnice
bodit dané k¥ivky:

=80, n=nk), (=6 (25)
a smérové kosiny normdly plochy podél této kfivky: .
= E(), Y = H(7), Z=2() (26)

jsou analytickymi funkcemi parametru kfivky z. Aby tiloha byla
FeSitelna, musi ov§em tyto funkce splitovati podminky:

SEr=1, EdE =0. v (27)
Podél dané k¥ivky plati mimo (26) je§té vztahy
x=§ y=un z={, (28

takZe mame celkem C&tyfi nezavislé rovnice, které jsou v platnosti
ve viech bodech dané kfivky (25). Z t&chto rovnic stanovime za-
kladni veli¢iny plochy L(u), N(v) ijako funkce u resp. v. Diferen-
cujme rovnice (28) a za dx, dy, dz dosadme ze vzorci (9). Tim
ziskame rovnice

Xy L(w)du+ Xy NV)dv=—f(u,v)§' (v) dv
Yo L@@)du~+ Yy NV) dv=—f(u, v)n'(z)dv
Z,L()du~+Z, N(v)dv=—f(u,v) §(v) d=.

Pak vypo&téme z libovolnych dvou relaci z (26) u, v jako funkce

7. Dosadime-li do hofej§ich rovnic, vidime, Ze nemohou byt neza-

vislé, maji-li stanoviti L, N. Skute¢n& z druhé podminky (27) plyne
vzhledem k (26), Ze -determinant

13*
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X Xu &

Yv y" "2' =O,

Zy, Z, ¥
nebot X,Y,Z jsou iimérny minorum prvkii posledniho sloupce. Lze
tedy vypodisti L, N z hofejSich rovnic. Ostatné FeSeni miiZeme pro-
vésti velmi snadno, ndsobime-li je po Fadé Xy, Yu, Z, a selteme

L(u)du=— S$x, §'(7) dx.

Stejn& pro N, takZe celkem

Lw=-8SXEOF NO=-SXE@% @

nebo, zavedeme-li P, Q; podle (7), (8),
L@ =f@ N [0 EE) + 60 TE + G 0) F@] T

NO) =79 [P.@E @+ P, (@) 1/6) + P E O] o

Vyjadfime-li nyni v prvni rovnici v a v pomoci u a v druhé u
a v pomoci v, jsou hledané funkce stanoveny podél dané kfivky.
‘Vzhledem k ucinénym pfedpokladiim jsou tyto funkce analytické,
_ takZe vzorce (29) &i (29') plati v celém oboru komplexni prom&nné
u resp. v, v némZ jsou L, N analytické. Odvozené vzorce podavaji
tedy tplné FeSeni dané tlohy.

- Zbyva dodati, Ze funkce L,N a tedy i plocha hledana je sta-
novena jednoznacné, jsouli jednoznatné funkce E, H, Z.
V rovnicich (10) vystupujici funkce U, V musi byti totiZ jednozna&né
i s funkcemi inversnimi, ma-li pfifadéni bod{t na kouli a parametrii
u, v byti oboustranné jednoznacné.’?) Pak pro body na kontufe jest

u=U(7), v=B(), (30)

kd> U, B jsou funkce jednoznalné. Neplati to oviem obecné o funk-
cich inversnich . - '

Tw=r, BW)=r, (30))
takZe také odtud odvozené vztahy mezi u a v
v=8U@w) au=0(BW)

budou obecn& mmohozna¢né. Siéricky obraz dané kontury je v3ak
jednozna¢né stanoven, tedy ob& posledni rovnice musi vyjadfovati
tutéz zavislost, takZe

v=B{AM@E)} &6 THE)=T0)
Steijné plyne

(29)

BB (U ()] = U(w).

10) Na takovd vyjddfeni jednotkové koule omezime své iivahy.
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Tedy do rovnic (30) stanovicich = jako funkci # & v je nutno
klasti za U, ¥ takové funkce inversni — oznacme je U* B* —
které vyhovuji hofej§im podminkam, definované tedy -— a to jedno-
znaéné — rovnicemi -

@)=t BE@B@E)=t (31)

UCinime-li tak, jsou zfejmé také funkce L, N je dnozna Ené
stanoveny rovnicemi (29) ¢&i (29').

Specielné pro vzorce (17) pfejdou zminéné rovnice v nasledu-

jici vzorce, stanovici Weierstrassovy funkce plochy minimalni, kterd
prochazi danou kfivkou a podél ni ma pfedepsané roviny teéné:

F(u):(H_IT):[(l—u,2)§'—i(1+uls)n:+2ulmg§
(1+uu)g [(1—-u2)§'+l(l+u2)ﬂ/+2u€,]{i%;

JakozZto aplikaci uvedené metody odvodim vzorce pro plochy,
které protinaji libovolny vadlec podél Sroubovice.
pod stalym thlem. Volime-li za v oblouk s kolmého Fezu
vilce, na némzZ lezi $roubovice, miiZeme jeji rovnice psati ve tvaru:

§=6(), n=n() L=g¢s b

Teény jeii sviraji pevny thel e =arctg g s rovinou (xy) a po-
dle (27) jsou splnény podminky

Z—y=const, E&-+Hiy+yq=0 ErfHif =],

(32)
Fi(u)=

odkud _, .
42998 E4 @+ — 1) n* =0,
takZe _ , , . , ,
E=—yq&+8y, H=—pE—yqn, (33)
D‘i‘i CemzZ ' )
B=+)T=y (149 (33)
Tato konstanta je realni, nebot ' '
*(14-¢%) *‘5357;__ 1;

tihel, ktery svird normdla plochy s osou z, nemfiZe totiZ byti mensi
neZ ¢, ma-li teCna rovina plochy prochéizeti tangentou Sroubovice.
Nyni aplikujime na$i metodu. Z rovnic (IO)V plyne
—yqi,, . : I,, 0 e
Etl—ig),  w=B i)

Oznalime-li tedy »

U=

ﬂ-l-?’ql 1—y | '
CCAFy TE—rql ¢4
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a ¢ hodnotu sdruZenou, bude
cu=n—1i8, . cou =n-+Iif, cc uu, =1, (35)
Ze vzorci (32) obdrZime tedy '

Fuy=8= e m—ulz(s'+w)+2u,qld
(1_7) [clu1+cuu12+2qtu,]du ;;u (C+ +2ql)d,
takZe Dod]e-(34) sid +pid
_q—gids q-+Bids
F(u)= 2u duw Fy(w) = 2w, du (36)

Vypolteme-li pak s z rovnic (35) s ohledem na podminky
(31), jest

F) =L Py — ig (cu)

37
Fw)=¢ g ;u b (7' 4 & (). e

Kdyby se nam ne;ednalo o tyto funkce, kdybychom chtéli zi-
skati pffmo rovnice plochy, 'vysli bychom od tvaru (36) a stano-
vili bychom

(1 ) Py du =27 (c— Yoy (e 1) )
=(1+4¢Bi)ds iy (1 +¢*)dn

a stejné dal§i dva vyrazy vystupunu ve vzorcich (17), ¢imZ by-

chom obdrZeli
2x=R[(1+qB)E+ir(1 +qv 1]
2y=R[(1+qBi))n—iy(1+4¢)¢] (38)
22=R(@—pi)s, .

kteréZto rovnice plynou ovSem _rychleji pfimo z formuli Schwar-

zovych,

Aplikujme je$t& vzorce (37) na pfipad, kdy kolmy fez vilce ie
logaritmicka spirdla. Tim uvaZovana Sroubovice pfejde ve spiralu:

‘§=percost, n=persint, [=me* .
L I
]/1 +a¥
: SR ~4
60 =28 s W + 7] w9 =2yt — o 7]

i
’ tE__ a — l"‘—la
n lg —',”I(M.S.)a: n—vl+ias

v= % log (uf),




o 1 /n\e
I iEN%E — (%
i —ir o= (3)"
Derivaci a dosazenim do (37) konecn&

Fy— PV -l—a’(c_)”’ B+qi

u2+la’

1+ a2 —qi
Fyw) = —PVIEE (o B 01
takZe muZeme psati
F(u) = Cu—2-ia Fi(u)=C, u,~2+ia, (39)
klademe-li
C=—L Bt ) VT @ rensresc (39)

a znali-li Ci komplexni hodnotu sdruZenou. Tim jsme stanovili-
Weierstrassovy funkce uvaZovanych ploch,'t) které, jak 'znamo,?)
pFisludi plochdm spirdlnim, takZe mtiZeme vysloviti vétu:

Minimdlni plochy, jeZ protinaji spirdlni vdlec podél libovolné
Sroubovice pod stdlym iihlem, jsou spirdini, jejiZ platnost oviem.je
pfedem zfejma!!) ze zakladni vlastnosti spirdlnich ploch. V&tu obra-
cenou miuZeme vSak na zakladé pravé ziskanych vysledkii zuZiti
dvojim zpfisobem. Volime-li nejprve y =0, je podle (33", (34)
B=c=1=*1 a C pfejde v C’ stanovené rovnici:

C =—-—1/1 T @t (4 1)~ easretea(gi+ 1),
Klademe-h zase ¢ =0 a piSeme-li d =arc cosy, bude C rovno
C=%4 P sin )T+ a2 (+1)—tae® (‘“‘“-““‘87); (40)

Je patrno, Ze miiZeme vhodnou volbou p, 4, g, resp. p, a, é dati
C’ i C libovolnou komplexni hodnotu. Aviak kaZdé minimalni ploSe
spirdini odpovidaji funkce tvaru (39), takZe mame tyto dv& véty:

Kazdd redlnd minimdlni plocha spirdlni md za geodetickou édru
cylindricky-konickou Sroubovici, jinymi slovy valec opsany takové
ploSe rovnob&zn& s jeji osou ma za kolmy fez logaritmickou spi-
ralu a dotyka se plochy podél (obecn&) prostorové spiraly.

KaZdd redlnd minimdlni plocha spirdlni md logantmzckou spi-
rdlu za kFivku krivosti,

‘1) S, Lie uddva bez odvozeni pro tyto plochy funkce ponékud obec-:

F(u) = (G4 Gi) um:+rrhll

l)t(t{;re aif;xk zahrnuji viechny pfochy rozvinutelné na splrélni (Math Ann.
5
: 12) Darboux,l c., p. 308.

néi§(
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Z rovnice (40) kone&ng plyne pro dvé plochy, jeZ se li§i jenom
hodnotou 8, Ze vhodnou zme&nou velikosti jedné z nich lze ji ztotoz-
niti s jednou plochou asociovanou k plo§e druhé. JeZto pak zména
velikosti je u ploch spiralnich vlastné deformaci, miiZeme Fici:

Minimdlni plochy, jeZ maiji tutéz logaritmickou spirdlu za kfivo-
znadénou cédru, jsou navzdjem rozvinutelny.

K jiné v&té dojdeme ze vzorcit (36) pro y =0

qQ Fids qti ds

F(u)z—Zu—fifz’ Fi(y)=75 D, duy’ 41
Zavedeme-li ithel £ a délku oblouku §roubov1ce o=ssece, jest
exie do ¢ do ,

Fu) =505 Fy(y,) = 7“ e (41r)

Z rovnic (41) jest sice zfejma platnost véty, kterou odvodil
Lie:1%) »Minimalni plocha, kterd se dotyka valce podél nerovinné
geodetické Cary, pfechazi deformaci spojenou.s homotetickou trans-
formaci v minimalni plochu, jeZ ma kolmy fez valce za &aru geo-
detickou,« na zakladé rovnic (41) miiZeme vsak vysloviti tento po-
drobné&jsi vysledek:

Zvétsime-li jednu ze dvou minimdlriich ploch, dotykajicich se
téhoz vdlce podél dvou Sroubovic, tak, aby oblouky téchto krivek
mezi tymiZ dvéma ploSnymi pFimkami se sobé rovnaly, jsou obé
plochy navzdjem rozvinutelny a sobé prislusné elementy sviraji
spolu stdly uhel rovny hlu, pod nimz se na vdlci protmali obé Srou-
bovice. :

Po zmin&ném zvetﬁem Jest totiz o v rovnici (41") pro obé plochy
touZ funkci u i w1 (pfed tim byly oblouky Sroubovice jen imé&rné),
takZe obé& plochy jsou navzajem asociovany, pfi ¢emZ pomér Weier-
strassovych funkcf F resp. Fi jest-

etl(a—a) resp, e¥ilu—a)

ma-h jedna Sroubovice ¢ =tg &1, druha a—tg e2. Odtud ze znamé
vlastnosti ploch asociovanych®) plyne hofejsi vyrok.

4. Dodatek. Klademe-li do rovnic (9°) dv=0 a vynechame-li
integraénf konstanty, obdrZime rovnice

b= f P L@dy, 7= [P,(u) L()du,
f P,(u)L () du, » (42)

. které pfedstavuji minimalni kfivku pfi libovolném vyjadfeni
koule jednotkové. Ze naopak kaXdou miniméilni kfivku — vyjma

»

XV g) S7Lie Beltrige zur Theorie der Minimalftichen IL, Math. Ann.
’ 14) Na pf, Blanchi-Lukat Vorlesungen uber Differentlalgeometrle. 1910,
konec § 200, .
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pfimky — lze v tomto tvaru psati, plyne ze znamého faktu, Ze
translaci libovolné miniméalni k¥ivky podél jiné vytvofi se minimalni
plocha a vzorce (9’) plati pro kaZdou nerozvinutelnou plochu mini-
malni. Mezi v§emi minimdlnimi plochami, které moZno vésti urgitou
minimalni k¥ivkou, jest vZidy jedina plocha dvojn4, ieZ je onou
kfivkou stanovena (aZ na rovnob&Zné posunutf). PFifadime-li bodiim
(1) ktivky (42) body (u, x), pfi CemZ » je konstanta, na jednotkové
kouli, vyplni tyto body isotropickou pfimku, na ni leZici. Toto sfé-
rické zobrazeni jest patrné totoZné s Gaussovym zobrazenim kfivky
(42), jakoZto kfivky na minimalni ploSe, na pf. dvojné, ji stanovené,
a je tedy analogické se sférickym obrazem binormal kfivky, jeZ
obdrZzime Gaussovym zobrazenim pomoci teSnové plochy, stano-
vené kfivkou. _

V rovnicich (42) je funkce L libovoln4; ménime-li ji pfi stalém
tvaru funkci P, mé&ni se kfivka rovnicemi t&émi vyjadfena. Snadno
zjistime, jak se méni L pfi pohybu kfivky v prostoru. UvaZujme
ptislu§nou plochu dvojnou a uZijme pro ni k viili zjednoduSeni tvah
vzorci symetrickych, takZe jeji rovnice miiZeme psati ve tvaru

x= [ P L@) du+ [ PLO)LG)dv “3)
y=[ P L(1) du+fP2(v)L(v)dv
ﬁiﬂmmuwm+fa@nmma

Pfi paralelnim posuvu se L neméni ani v téchto rovnicich, ani
v (42). Ktivkou je v8ak plocha (43) jednoznaéné stanovena aZ na
toto posunuti, funkce L musi tedy miti pro vSechny polohy v obou
rovnicich tyZ tvar, takZe se pfi pohybu ktivky transformuje zcela
steing, jako pfi pohybu plochy, t. j. prvni rovnici (13), je-li pohyb
dan transformaci (14). (Srov. E. Goiirsat, Acta Math. 11, p. 141.)

Vyijadfeni minimalni plochy dvojné rovnicemi (43) fe pfi zvo-
lenych funkcich P; jednoznad&né, nebot vzorce ty jsou symetrické
a ob& funkce rovny L. Z toho plyne ihned jednoznadénost vy-
jadfeni minimalni k¥ivky (42). .

Na zé4klad& toho miZeme také vyloZiti dvojzn aé nost obec-
nych vzorc (9"). Pokladame-li s Lieemy minimalni plochu za trans-
lagni plochu minimélnich kfivek, jest Jedna z nich dana rovnicemi
(42) a druhi rovnicemi

L=[OWNOD, n=[0.0)NO),
L= [ Q.) N .

Jezto obecng P;¥ Qi jsou ob& kfivky vyjadfeny riiznym zpii-
sobem. Zaménime-li oba zpfisoby, zmméni se funkce L, N. MuiZeme.
tedy také plochu (9') vyiadfiti dvéma a jen dvéma zpiisoby, jeZ jsou
oviem totoZné s t&mi, o nichZ jsme na poCitku miluvili.
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Pomoci zmin&ného vyjadfeni minimalnich kfivek lze odvoditi
ritizné poznatky o kfivkach, jichZ translaci vznikaji minimalni plochy
urditych vlastnosti. Uvedu né&které z nich bez odvozeni:

Plocha adjungovana k ploSe dvojné jest translaéni plochou dvou
sttedové soumérnych kfivek minimalnich.

_ Translaéni kfivky redlnych minimalnich ploch rozvinutelnych

na plochy spirdlni, jsou miniméalni prostorové spirdly o sdruZenych
komplexnich exponentech. (Prostorovou spirdlou (redlnou &i ima-
ginarni) rozumim kfivku, ktera se otofenim kolem realné osy o re-
alny tihel @ zveétsi v poméru e?®, pii demZ konstantu a (obecné
komplexni) nazyvam jejim exponentem.) Jsou-li exponenty ryze
imaginami, jsou pfislusné plochy rozvinutelné na plochy rotaéni;
pro realné exponenty obdrZime minimalni plochy spiralni.

Spiréla, jejiz exponent je roven nule, pfechazi otofenim (a po-
sunutim) v sebe samu, lze ji tedy bez ohledu na realnost nazvati
kruhovou Sroubovici. Pak mifiZeme vysloviti vétu:

Sroubové .plochy minimélni jsou transla¢nimi plochami homo-
tetickych minimélnich . Sroubovic kruhovych. Specieln&: katenoid
vznika translaci dvou stfedové soumérnych minimdlnich $roubovic,
jeZz leZi na valci opsaném katenoidu podél hrdelni kruZnice; orto-
gonalni plocha Sroubova je geometrickym mistem stfedd tetiv mi-
nimélni Sroubovice, ktera je shodna s kiivkou sdruZenou.”

Kone&n& budiz podotknuto, Ze vé&tu platnou pro katenoid lze
zobecniti také timto zpiisobem:

Minimélni plocha s rovinnou geodetickou farou je geometric-
kym mistem stfedii iseCek spojujicich body dvou minimalnich. $rou-
bovic, které lezi na valci opsaném ploSe podél oné Sary a na ni se
protinaji.

M L
Remarques sur la théorie des surfaces minima.
(Extraitde larticle précédent)

En partant de la représentation sphérique, I'auteur donne les
formules générales (9) pour les coordonnées rectangulaires des points
d’une surface minima. Les u, v désignent les paramétres des lignes
de longueur nulle de la surface, X, Y, Z les cosinus directeurs de la
normale, X X, leurs dérivées partielles. f est déterminé par
I'équation

do® = 2fdudyv,

do étant I'élément linéaire de la représentation sphérique. L, N dé-
signent deux fonctions arbitraires. On démontre aisément, pour ces
formules, quelques résultats généraux, analogues aux :résultats. va-
lables, p. ex;, pour celles de Weierstrass. D’ailleurs, les €équations
(9) contiennent, comme cas particuliers, les formules de Weierstrass,
de Ribacour etc. 11 parait avantageux, dans des recherches d'ordre
théorique, de se baser sur la forme générale ).

.
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Ainsi, I'auteur établit, d’'une maniére fort simple, les formules
de Schwarz donnant la surface adjointe. Ces équations offrent, de'
méme, une solution du probléme de Bjorling, en déterminant par des
" expressions pas trop compliquées (29) les fonctions arbitraires L, N
de la surface minima passant par un contour donné (25) et admettant,
en chaque point de ce contour, une normale déterminée par ses co-
sinus directeurs (26). Pour obtenir, respectivement, les fonctions
L(u), N(v), il suffit d’exprimer dans (29) v, = en fonction de u, ou u, ©
en fonction de v, en faisant usage de (26). Pour déterminer les
fonctions respectives de Weierstrass, on a les équations (32).

Comme application, sont déterminées ces fonctions pour une
surface minima coupant un cylindre donné suivant une ligne géo-
désique et sous un angle constant. On peut conclure, de la forme de
ces fonctions, pour le cas particulier d'un cylindre spiral, p. ex.
ceci: Chaque surface minima spirale (réelle) admet une géodésique
spirale, gauche en général, et une spirale logarithmique comme ligne
de courbure. En outre: les surfaces minima admettant la méme
spirale logarithmique come ligne de courbure sont applicables I'une
sur l'autre. L’auteur compléte un théoréme de S. Lie (Math. Ann.
XV, 477) de la maniére suivante: Si 'on fait accroitre une des deux
surfaces minima, touchant le méme cylindre suivant deux lignes
géodésiques, de sorte que les arcs de ces courbes, pris entre les
mémes génératrices rectilignes, soient égaux, les deux surfaces sont
applicables 'une sur 'autre et les éléments correspondants font un
angle constant, égal 4 celui sous lequel se coupent les deux géodési-~
ques en question.

Enfin, auteur donne plusieurs théorémes sur la relation entre
les courbes minima et les surfaces minima engendrées par une trans-
lation de ces courbes. '
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