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Sur une propriété des fonctions continues.
Vojtéch Jarnik, Praha.
(Recu le 5 novembre 1935.)

§ 1. Introduection.
Soit C ’ensemble de toutes les fonctions réelles d’une variable
réelle qui sont définies et continues dans I'intervalle <0, 1>>.1) En
définissant, pour fe C, g e C, la distance g(f, g) par la formule

o(f, 9) = Max | f(x) —g(2) |,

C devient un espace metrlque complet.,
Alors, on a le théoréme suivant?):
Théoréme 1. Soit p(h) une fonction définie pour — oo < h < o
et telle que
h @(h) > 0 pour. b =+ 0, aim ph) = 0.
=0

Alors il existe un résiduel A, C C tel que chaque fonction fe A,
joutisse des propriétés suivantes:

f(@ + k) — f(x)

1. z€(0.1)=> lhifgsup k) = 00,
e @+ ) —fx)
}ll=nol inf o(h) = 0.

2. Pour presque toutes les valeurs x € (0, 1), on a

e W@ . f@th)—f@)
e S I

1) Tous les nombres de cette note sont réels; (a, b) signifie toujours un
intervalle ouvert, <a, b> un intervalle fermé. a ¢ 4 signifie: a est un élé-
ment de ’ensemble 4; la formule Y =) % signifie ,,9% implique B.

3) Pour la démonstratlon, voir ma note ,,Uber die Differenzierbarkeit
stetiger Funktionen‘, Fundam. Math. 21 (1933) pp. 48—58, Satz II. Toutes
les notions. relatives, concernant les sousensembles de O, doivent étre inter-

prétées relativement & l’espace C. Un ensemble C, C C est appelé un rési- - -

duel, si ’ensemble C — C, est de premiére catégorie. La notationhlim sup
=0+
resp. lim sup signifie la limite supérieure du c6té droit resp. du c6té gauche
h=0— )

au point h = 0 ete.



tim int /& + B — f(2)

r=0+ PD) v ~}'ll=1¥)n_mf R} pr(h) o
= fle+h)—f=) | _ _
S e T
= fz+h)—H=) | _
0<x < 1 >hhf)n*§?p ) .

Dans le cas particulier ¢(h) = h, j’ai démontré?) le théoréme
suivant qui donne un résultat beaucoup plus précis que le résultat 1
du théoréme I:

Théoréme II. Il existe un résiduel A C C tel que chaque
fonction fe A jouisse de la propriété suivante: étant donnés deux

- mombres x, a tels que 0 < & <1, — o0 < a < oo, 4l existe une suite
by hy, ... telle que
ha = 0, hy— 0, z‘,(zojgjz_,.h);f(x_) o
n

En d’autres mots, le quotient

flx 4 h) — f(x)
h

présente, dans’ chaque point z € (0, 1), une 1ndeterm1nat10n com-
pléte.¢)

Dans la note présente, nous allons démontrer que le théoréme I1
reste vrai si l'on y remplace le dénominateur h par ¢(h), ¢(h) étant
une fonction quelconque continue et impaire qui est positive pour
h > 0; en d’autres mots, nous allons démontrer le théoréme suivant:

Théoréme III. Soit @(h) une fonction impaire et continue pour
— o0 < h < oo (donc ¢(0) = 0); s0it p(h) > 0 pour h > 0. Soit A
Vensemble de toutes les fonctions f e C qui jouissent de la propriété
suivante: étant donnés deux nombres x, atelsque 0 < z <1, — 0 <
. K a X o, il existe une suite hy, h,, . . . telle que

3) L. ct Satz I, 1.
4 Remarquons que le théoréme II cesse d’étre vrai si I'on exige p.
ex. h, >.0. En effet, soit f e C; si f est non décroissante dans <0, 1>, on a
lim inf w > 0
h=0+

p01 chaq x ¢ (0, 1); dans le cas contraire, il existe trois nombres 0 <
<c g {<d<1 te]s que f({) = Max f(:z:), d’olt -

f(C + h)—f(C)
"lix;lfup———i———.é 0.




f(@~+ hy) — f(2)

h'n =i= 07 hn_) O ¢(hn)

- a. (1)
Alors A est un résiduel.

§ 2. Démonstration du théoréme III.

Remarquons, tout d’abord, que le théoréme IIT est une consé-
quence immédiate des résultats connus, si

lim sup —=— v (k) = o0.
=0 h

En effet, j’ai démontré qu’il existe, dans ce cas, un résiduel 4, C C
tel que les relations feC, xe(0,1) entrainent

(@40 — (@) - g [EEP—1@)

lim sup

=0+ . @h) = Theo+ @(h) =
e @) o e fE R — )
Jmsup Ty = 0 liminf S =09)

En posant A = A, A4, (A est un résiduel), on voit d’apreés ce résultat
et d’apres le théoreme I1 que, pour feAd et pour o<zr<l,
il n’y a que quatre cas possnbles

*) ;}i’é‘fup (h) gar o (h) -
B) ’}irgjup %—f-@ = OO,h].__lo in fi_m%“i_x_)

?) ’}lrg+sup i(fi—%})_—ﬂx—) = o, lim :nf%iL = — o,
Jim i {000 < 0, i sup =2 D=l 2 0
i DI e B
hli’ﬁl_mff — h()h) 1) < £ 0, lim sup [(——4'—"(),‘)1’(-7‘5 0.

Dans chacun de ces quatre cas, il est évident que I'on peut -
faire correspondre, a chaque nombre a (— 0o < @ < o), uné suite
hy, by, . .. telle que l'on ait (1).

Donc dans tout ce qui ; suit, nous allons supposer que

qv()

lim sup <
2=0

8) L. c.?) Satz III; le théoréme y est formulé seulement pour h = 0 4,
mais le cas b = 0 — est évidemment symétrique.
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‘Soient donnés trois nombres 7, «, 8, ol n > 2 est un nombre
entier, o« < f, &« > 0 et soit A(n, «, ) 'ensemble de toutes les
fonctions fe C' qui jouissent de la propriété suivante: a chaque

nombre z e / l, 1— l\, il correspond un nombre A tel que
1 f(x + b) — f(=)

0 < h << —, < et B,
s p(h) g

Chaque ensemble A(n, «, ) est un ensemble ouvert. En effet,
soit fre C — A(n, o, ) pour k =1, 2, ... et soit fe C, o(f,,,f)—+0
pour k— oo. Alors il existe une suite Xy, &y, . . . telle que

JL AN
xrel —,1— — et telle que
AN /

0<[h[< =>

(@ + h) — fu(r) Oc—l—ﬂ >/3*0‘
@(h)

Sans restremdre la généralité, on peut supposer que lim xz; = &

existe (autrement, il suffit de considérer une suite partielle de la

. 1 1
suite f. f,, ...); alors on a & e<;, 1— —7-L-> et

, ! _ e
0< b <t HEED IO _a+ﬂlgﬁg ’

c’est-a-dire feC — A(n, «, B). Donc C — A(n, «, ﬁ) est ferme,
A(n, «, f) est un ensemble ouvert.

Ensuite, on a

',HA(n, * B)C 4,

7,0,

olt n doit parcourir tous les nombres entiers > 2 et ou a, p doit
parcourir tous les couples de nombres rationnels tels que & < 8,
aff >.0. En effet, soit

<<, —-oo<a,<oo fell An, «, B);

N0,

choisissons une: suite des couples de nombres rationnels Omy Bn
telle que
dn < Bns 0nPn > 0, an— a, Bn— a.

Si n est asset grand, on a

ze<lin,1—1/n>, fe A(n, xn, Bu).

donc il existe un A, tel que - _ ;

f(@ + ha) — f()
@(hn)

: 1
0<xlkn|<Z»0‘n< < B



0, hy — 0, (&1 ) —H2)
ﬁn :,: O’ h” (p(hn)

donc f € A. Pour démontrer notre théoréme II1, il suffit de démon-
trer que les ensembles 4 (n, «, 8) sont denses; car le produit d’'un
systéme dénombrable d’ensembles denses et ouverts est un résiduel.
11 suffit donc de démontrer le lemme suivant:

Lemme. Soit n un nombre entier, n > 2, 0 < x < f89); soit
@(h) une fonction impaire et continue pour — oo < b < oo, zp(h) >0
pour h > 0,

p(h)

lim sup -+ < c0.
=0 b

Alors U'ensemble A (n, x, B), défini comme plus haut, est dense dans
Uespace C.

Dans la démonstration, nous allons distinguer deux cas:

- a,

Premier cas: lim inf o(h) = 0.
h=0 h 7
Deuxiéme cas: 0 < lim inf?;(@v < lim sup?@ < oo.
h=0, h =i — h .

‘Démonstration du lemme dans le premier cas. Soit
g € C, e > 0. Il faut démontrer qu’il existe une fonction F telle que

o(F,9) <e FedAm,, p).

Il existe évidemment une fonction k e C jouissante des propriétés
suivantes:

1. : ek, 9) < te.

2. 1l existe un nombre entier s et
6s 4+ 1 nombres (¢ =0,1,...,2s),¢;,d¢ (4 = 0,1,...,28—1)
tels que :

. 0=z, <2 < <...<¥p1<xp=1,
k(z) =cx + d; pour 2; K 2 < 2iya (0 =0,1,...,25—1),

Coi > 0, €541 <0 pour ¢t =0,1,...,8—1. (2)
Posons y = § (« -+ B) et choisissons un nombre 2 tel que
0< A<t Min (41— ). . (3)
0=i=2s—1

Te<0,1>, 2" <0,1>, |z—2a' | < A= | k(x) —k(2') | < le
: - (4)

%) Le cas o < B < 0 peut étre ramené au cas considéré dans le lemme,
en remplacant chaque fonction f e C par — f.
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Choisissons ensuite un nombre A, tel que

0 < hy <— he < ¥4, y¢%h.,)< Min | ¢ |,
0 0=i=2—1 (5)

2hy Max | ;| < 4o, ¥ @lho) < Tge-

0=i2s—1

Alors, pour chaque ¢ (0 < ¢ < 28 — 2), ’équation
GTi + ct+1(l — ) = 4 ;& o
possede une solution
_ Civ1— 7 @(ho) ho—‘
’ Cit+1— C; ’

telle que 0 < 7; < 1. En définissant les nombres g, 2 (0t
< 28— 1) par les équations

Yo = 0; 22s—1 = 1: Tiy1— 2 = lTi,
Yirr —it1 = M1 —7) (0 ¢ < 25— 2),
on voit que ‘
Yiri—2z= 4, (0 1< 25— 2), (6)

ok
C‘(x'+1 —2) + Cip1(Yir1 — Tig1) = Ay ,(& o) 01 < 25— 2),
0
done d’apres (3)
O=2=y<2<H,<h<um1<6L<y<
< 2o < Xgp— < Yoa—1 < 21 = Tz =1, )

Hyer) — M) =72 i —m 0 i< —2). (3)

On peut'alors définir (voir (7), (8)) une fonction f e C par les
équations suivantes: '

flx) =k(z) =cx+dipour s S 2 < %01 K 28—1),

flx) =7 ’(Dh)x-l-e; pour < 2 i (0S5 0 < 28— 2). (9)
D'aprés (6), (4) on & olf, k) < e, done o(f, g) < 3e. -
Chomssons un nombre entier ¢ > 0 tel que ko > 2/q et tel que

lh——ho|<———>zx< "’(’i",) ‘p(’;)<ﬂ") - (10)

7) La fonctlon o(h) h-—-l éta.nt paire, on aura aussi
h
Bl — S — < o(hy) < B
(kg ho! = e <y oy < »
nous allons souvent employer ta.cltement des remarques de ce genre.
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Définissons ensuite 7 par les conditions

r entier, r —1 r :
Sho<o (11)
d’out (voir (5)) ‘
—1_ hy r 1
r> 2 —q —>2, q<2h°<ﬁ’ (12)

et définissons la fonction w € C comme il suit:
2k
w(zq)—O(k_Ol - 9),

2%+ 1

. C . k k k41 1
w(z) est une fonction linéaire dans chaque intervalle \2q’ o
(k=0,1,...,2¢—1). On a donc f4+ weC, o(g,f + w) < e et
il nous suffit de démontrer 1’énoncé suivant:

Enoncé E: A chaque x e/ —;L-, 1— —117>, on peut faire corres-
pondre un nombre h tel que |
 Ha Bl h) — (o) — w(@)=yh 2P 13)

En effet on aura ensuite

f(x 4 b) + w(@ + h) — f(z) — w(z) — plho). h

w(k) T
done, d’apr_és ), (11), (12), (13)
0<|h] <% f(x-i—h)—i-w(x -{(—h’)b)~—f(x)—w(x) .

done f + we A(n, «, B).
Pour démontrer 1’énoncé E, soit

xe<-1—, l—i\, d’olt x—£> 0,  + i< 1
n n q q
(voir (12)). Ajoutons la remarque suivante:

Remarque R. Si x parcourt un intervalle de longueur 1/q, situé
dans lintervalle <0, 1>, alors la fonction w(z) parcourt préeci-
sément toutes les valeurs de l'intervalle <0, }¢>.

Distinguons maintenant trois cas.

L oe(zy) OSi<2—2)50n 8 gon—z=4 ;; <



< 2hy < }A (voir (6), (12), (5)); en posant & = 4- 1 et en chmsxs—
sant le signe de é d’'une maniére convenable, on aura x -+ 5= ;e
€ <z, Yi+1>, donc, d’aprés (9), '
7 r r

(f z + aq—) — f(2) + w(x + a§)~—w(x) =f(x + 6;)—f(x) =
’ r @(ho)

=0—.y 55—

) q 4 ko

done, en posant b = 6’— on a les relations (13).

II. ze <yi, 2> (07 < 25—1), ¢ pair. Daprés (2), on
a ¢; > 0; donc, d’aprés (12), (6), (9), (5) on a

O<lhl—_<—_a=>7(p(hk: éf(x""k’z_.f(x)gc‘ (14)

Si w(x) = 1, il existe [d’aprés la remarque R et d’apres (14), (12),
(5)] deux nombres A’, A" de l'intervalle <¢;—;_} TN tels que

a,
'h' ‘ hr . . > ’ ‘P(ho)
He + W) + wie + B) — f(2) — w(a) = hy B2
0
f@ + ") + w(@ + b") — f(2) —w(@) < — te + " <—e <
. <My 93%1) :
0
il existe donc un & tel que l'on ait (13).
Si, au contraire, w(Z) << }¢, il existe [d’aprés la remarque R
et d’aprés (14), (12), (5)] deux nombres k', A" de l’intervalle
r r—1 .
e . tel
7 7 els que
flx + 1) + wx + &) — f(x) — w(x) = }e + cih’ >

>4e>0>hy

?’(ho)’
. Frg

flz + ") + w(z + b") — f(z) —w(z) < b L(;iff’; \
il existe donc un 4 tel que l'on ait (13).

I ze <yj, 22> (0< i< 28— 1), i impair. D’aprés (2),
“onac<O0; donc d’apres (12), | (6), (9), (5)

h
* Si w(z) < }¢, il existe [d’aprés la remarque R et d’aprés (15),



(12), (5)] deux nombres &', A" de !intervalle <r;1’ 2.>

tels que
flx + 1) + w(x 4 b') — f(x) — w(x) = ek’ + e > & >
> 2yp(he) > By ‘p—(hh—")>
. ' 0
o+ 1) + w(o + 1) — fla) — w(e) < Iy 202,

il existe donc un % tel que l on ait (13).
Si, au contraire, w(x) > e, il existe [d’aprés la remarque R
et d’apres (15), (12), (5)] deux nombres A', 2" de lintervalle

— 1IN
AN 7/ .
f(x )+l ) — fla) — w(a) 2 by T
fla 4 1)+ w(z 4 ) — f(a) — w(e) < oh* — e <
<—de <— 2ol <Ky T2,

tels que

il existe donc un A tel que 1’on ait (13). Donc, I’énoncé E se trouve
démontré dans tous les cas possibles.

Démonstration du lemme dans le deuxiéme cas.
11 existe un nombre ¢ et une suite A,, &,, . . . de sorte que

0<c< o, hy >0, hy—> 0, <p(h,.) — c.
n

\

Soit geC, ¢ > 0. 11 faut démontrer qu’il existe une fonctlon F

telle que
Q(Fsg) <e¢, FEA(na(x’ﬂ .

D’apres le théoréme de WeierstraB, il existe un polynome f tel que
o(f, 9) < }&. Posons
r=%a+p), p=y—a=—y (16)

et choisissons un nombre rationnel %, tel que I’'on ait

1 ‘
4—‘"’,;;> Max /() |+ |7el, 0 <l < oo ' /<17)'
hoc p plhy) ‘

o) 7'<2 Frg >§ _

0<|hl_§ho,ogxgl,ogx+h§1=>”(x+h);(18) _
— f@) — k(@) | < | B | Fep. I
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" Choisissons ensuite un nombre entier g > 0 tel que 'on ait by = r/q
(r entier, r > 2) et tel que

1

h—hol < 7= ool Co )

he
PR ’<E R T

Définissons la fonction w(z) comme il suit:

2k
w(2q>—0 (k=0,1,...09),

2k 4+ 1 € _
w( 2q) 7 (k—Ol cag—1),

w(x) est une fonction linéaire dans chaque intervalle

k.
1 N 2q
’f?—;-l>(k= 0,1,...,2¢—1). On a donc f+weC, off +
+ w,g) < ¢ et il reste & démontrer que f+ we A(rL, «, B). Soit
donc z e —:L—, 1 ——-;1"—\, remarquons que hy=7/g < 1/n. Si h

parcourt 'un quelconque de deux intervalles
: . _ﬁ,_?-l /r—l r ’
~ q q TN ¢

P’expression w(zx + h) — w(z) parcourt preclsément toutes les
‘valeurs de l'intervalle <— w(z), 4¢ — w(z)>. En observant que

—w(z) L 0 < e — w(x), ‘ (20)

on conclut:
Si h parcourt Vintervalle 1, alors 'expression
w(z + h) — w(x)
h
parcourt au moins toutes les valeurs de 'intervalle

D

si & parcourt l'intervalle I, alors l’expression (21) parcourt au
moins toutes les valeurs de l'intervalle

[~} w

~ En tenant compte de (20) et de I'inégalité Max [w(), }& —
- —w(z)] 2 1s, on voit: si h parcourt I'ensemble I, + 1,, alors
- Te xpressmn (21) parcourt au moins toutes les valeurs de 'intervalle

(21)

\92 ‘
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Lam N e N
TSN 4h i,
11 existe donc — d’aprés (17) — une valeur % telle que

1 h)— ‘
<~ et ;Z )~ fiz)+ye.

-Pour cette valeur de A, on a

Ha + h) + wlz + h) — f(z) — w(z) _

o(h)
_ H@ 4+ k) —f(x) —h ['(x) + yeh
@(h) ON

d’aprés (16), (19), (18) on aura donc

By @+ )+ @+ h) — f(z) —w(@)_
FEYTESom T 2< o(h) A

(h)+ L<y+u=5
on a donc f + we A(n, «, f).

%

0 jedné vlastnosti spojityeh funkei.
(Obsah predeslého élanku.)

Budiz ¢(f) licha spojité, funkce v intervalu (— oo, ), p(k) > 0
pro k> 0. BudiZz.C mnoZina viech redlnych spojitych funkect
v intervalu <0, 1> ; prostor C necht je opatfen obvyklou metnkou

olf,9) = Max | f(w)——y(x)l

Busz A mnozZina onéch funkci fe C, jez maji tuto vla,stnost

jeli 0 <xr <1, — < a< oo, existuje posloupnost h,, hy, ...
tak, Ze
f (x 4 -ha) — f()
ha = 0, hy —

* @(ha) ,

Predmétem tohoto ¢éldnku je dikaz véty: Mnoina C — A4 1e
proni_kategorie v C. '
Clanek je dopliikem mé price ,,Uber die leferenzwrba,rkext,
stetiger Funktionen!)®; tehdy se mné podafilo dokdzati uvedenou
vétu jen ve specidlnim pripadé o) = h. .

- Q.

1) Fundamenta Math. 21 (1933), 48—58.
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