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O homogenních souřadnicích a invariantech 
v théorii kuželoseček. 

Napsal 

Eduard Weyr. 
(Dokončení.) 

12. Simultánní invarianty dvou kuželoseček. 
Dvě kvadratické ternárné formy 

f=2 ahkxhxk, f — 2 ďhkxhxk 

ransformujme substitucí 

na formy / , / . 
Při libovolném A máme tedy 

' /+/ = */+?; 
rozloží-li se levá strana na dva linearné faktory, rozloží se 
i pravá t. j . hodnoty A, pro které vymizí diskriminant formy 
* / + / Jsou tytéž, při nichž vymizí diskriminant formy A/-}-/ ' . 
Má tedy kubická rovnice 

L = 
Xan + a\ x, Aa12 + a\ 2, Aai3 + a\, 
Aa21 + a*2l, Aa22 -f a!22, Aa23 + ď2a 
Xa31 -f a'ai, Aa32 + a32, Aa33 -f a'33 

0 

čili 

tytéž kořeny jako rovnice 

2?±[(Aa 1 1 +á ' l l ) (Aá22 + a;2) (Aa33 + <3)] = 0 
čili 

^A» + « l a - f »U + J z : 0 . 
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Platí tedy proporce 

z/: ® : ®': z/' = ž/~: ®: ®' :z7; 

avšak nalezli jsme 

a tedy taky 
z / - T 2 z / 

0 — T2®, ®' = T26>', z/' = T2z/' 

t. j . výrazy z/, <9, ®', z/' ;so^ simultánní inarianty forem ý 
a / ' . Jich hodnoty lze snadno vyčísliti; učinivše v L jednou 
A z : 0 , jednou l = oo — či vlastně v h\ k° — vidíme ihned, že 
z/ a J' jsou diskriminanty forem / a / ' . Dále patrně 

t. j . 

®' — rt21, a,2, a23 + 
ain a12, a i a 

a' 
+ a21, a22, a23 

a 3 1 í ^ 3 2 ? a 3 3 

= <*i iA i i + < ^ A U + aa3A;3 + 2a12 + A'12 + 2a23A'33 
+ 2aalA'ai 

Obdobně zavedením hodnoty ^ = -. by vyšlo 

« m «i2 í «3i I I « m <V2, a ' i3 
© — | a'21, a22, a2a | 4 . | a21, a'22, a2a - f a21, a22, <,, 

= tt'I4A1I + a22A22 + a'aa Aaa + 2a'13A12 - f 2a'2aA2a 

+ 2a'aiAal 

— 2Ja/,k\.M. 

Týž výsledek vychází také takto: Máme při libovolném /* 

a I 1 ? a 1 2 , a l a 

flill <*_, «23 

< n « a 2 i ^a:. 
+ 

a tudíž 
T2 2 ± K i + tia\,) (o^o + pajt) («,„ - f po;,)] 
= 2± [ (o u + ,«a,,) («,, - f fi«;,) (aa3 -f fta;)3)]. 
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Vyviňme na obou stranách dle věty Taylorovy, pokláda
jíce /Í«M za přírost hodnoty ahk, a ti ahk za přírost hodnoty a w ; 
tím 

Vzhledem k tomu, že (i jest libovolné, soudíme, že 

r ^ .̂  -* ,1 
np2 

?a n 3a12 

t. j . že výraz 

® = V a " + v/— *̂'' + \T a** 
jest simultánním invariantem forem / a / ' ; a totéž platí o ko-
efficientu při ^2 a při n\ t. j . o hodnotách S' a zf. 

13. Úvaha předchozí však má další význam, neboť vede 
k obecné větě: 

Je-li I(a, 6, c , . . . , «, j3,. . .) simultánním invariantem forem 
libovolných stupňův 

f— ax» + fcr7~2tf2 + c#r-^3 + . . , <]P, ^ . . , 

simultánním invariantem soustavy, jež se skládá z dřívějších 
forem a z formy 

f =z ďx" + b'x»-2x2 + c'ác?-2#3 + . . 

Stačí uvažovati soustavu forem 

a její invariant 
I(a + f*a'i * + ÍU^'I c + f»c% . . ) ; 

rozvineme-li jej dle Taylorovy věty, jsou koefficienty u všech 
6* 
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mocností hodnoty libovolné ^ patrně invarianty, a zvlášť koef-
ficient u ^ jest hořejší invariant. Obecněji vede rozvinutí hod
noty 

I(a -f uď + va", h -f y-1)' -f i>&",..) 

dle mocností ^ a v k simultánním invariantům forem / , / ' , /", 
cp, i/>, . .,. atd. 

Opětná applikace invariativné operace 

£-<*' + -*,6'+.. 3a ' db l 

vede k invariantům jevícím se jakožto koefficienty u mocnosti 
ft. Vskutku tato operace provedena na invariantu (14) podává 

$*+%*+•)«+$>*+&» + ••)*+•• 
to jest 

což jest koefíicient i>ři -- p'\ atd. Applikujeme-li na některý 

z těchto invariantňv operaci -- a" + ~7 6" 4 - . ., obdržíme si-

multanní invariant soustavy / , / ' , /" , y, $ . ., obdobně operace 

Vzhledem k okolnosti, že se ku koeflicientům forem často 
připojují binomické koefficienty, jest výhodno připomenouti, že 
věta hořejší trvá ve svém znění, niají-li a\ b\ c', . . resp. tytéž 
číselné faktory jako a, &, c. — N. př. budiž 

/ = aLxn
L -f bxn~xx^ + c^í"1^ -f • • 

= 6a'aJ» + 5/3'a;^-1^ + 7y'xn-% + . . ; 

invariant I(a, &, Č,. .) zavedením hodnot a, /3, y,. . přejde na 

I(6a, 5/3, 7y,. 0 = J(«, ft y, . .) 
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a pak jest 

simultánním invariantem. Skutečné máme 

a tedy 

D J _ DI_ ^J _ r M ^ J _ 7 ^ I 

náš hořejší invariant. 
Jakožto příklad vytkneme dve kvadratické ternarné formy 

f=zS aUkxhxk, f = 2 ahhXhXk 

a označme operaci -— « ' n - f . . literou &: pak máme 

-S ± [(an + K J(a12 + K 2)(a33 + pa;,)] 

a tedy 

čímž simultánní invarianty 0, ®' vyvozeny z diskriminantu ^ . 
14. Princip užívání kanonických tvarův. 
Dejme tomu, že kuželosečky / = 0 , f = 0 mají jistý 

zvláštní vztah, u. př. že se dotýkají. Transformujme je k ně
jakému specialiiému základnému trojúhelníku do forem / , / ' a 
předpokládejme, že lze onen vztah vyjádřiti relací tvaru 

kdež H značí homogenní funkci argumentů; pak vyjadřuje 

H(<4 0, ©', ^ 0 = 0 

týž vztah. Neboť převedla-li substituce o determinantu T formy 
/ , / ' d o / ^ / , tu lze předposlední rovnici psáti 
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H(T2^, T2®, T2©', T2z/') zz O, 

což jest — po krácení jistou potencí T — rovnice předchází. 
Pro formy / a f hledíme ovšem docíliti tvary co nejjednodušší: 
kanonické; v našem případě se tak stane, zvolíme-! i za základní 
trojúhelník polárný trojúhelník obou kuželoseček. Že takový 
existuje, snadno vychází, přihlédneme-li k svazku kuželoseček 

A/ + f =z0, 
procházejících patrně čtyřmi průsečíky A, B, C, I) čar / zz 0 a 
/ ' z z 0. Každé dvě protější strany úplného ctyrrolm AB CD tvoří 
čáru svazku, ovšem zvrhlou, a její rovnici obdržíme, volíme-li 
za A hodnotu annullující diskriminant formy lf~\~f t. j . kořen 
kubické rovnice 

\lahk + akh\ zz 0. 

Dvojné body těchto tří zvrhlých čar jsou vrcholy diago-
nalného třírohu úplného čtyrrohu ABCD; trojúhelník ten jest 
polárným trojúhelníkem každé čáry svazku. Abychom to uká
zali, označme A', A", A'" kořeny napsané kubické rovnice a při
pomeňme (v. či. 4.), že souřadnice dvojného bodu zvrhlé kuže
losečky annullují všecky derivace ~^-~~- — . Buďte x[v\ #W, 

tr(*) souřadnice dvojného bodu čáry / -f- A^/' zz 0, a označme 
derivaci funkce /' dle xk vzatou, a do níž vloženy hodnoty 
x^\ ÍPW, x^\ symbolem f{x^\ a obdobný význam měj symbol 
f(x(*}); pak tedy platí devět rovnic 

f(Á) + W , ) = 0, /« ) + A"/K) = o, 
f(.<) + A'/«) = o, f(x:t) + *"/'(»;•) = o, 

n n A*'.) + W . ) = o, / « ) + *"A<) = o, 
1 ; /«)+A"r«')=o, 

/« ) + *"/'«) = 0, 
Násobme rovnice v prvním sloupci resp. hodnotami #", 

#2' , #'3' a sečtěme, od součtu pak odečtěme součet rovnic dru
hého sloupce resp. hodnotami x\, x2, x\ násobených a ob
držíme 
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Zx"f(x') -f l'2x"f'(xé) — Z x'f(x") — ké'Zx[f\xu) = O, 
to jest 

(A' — A") Z x"f'(x') = O, 

a tedy za supposice, že kořeny A', A", A'" jsou nestejné, 

Zx"J'(x') = 0\ 

avšak součet z prvního sloupce odvozeny podává 

Z xuf{xf) + A^Er' /V) = 0, 

a tedy také 
Zx"f(x') = Q. 

Obdobným kombinováním rovnic prvního a třetího, a dru
hého a třetího sloupce nalézáme obecné 

(16) Z tfW/ÓrM) = o, Z xWf(xM) = 0, 

a tedy také 

Z x*\f{xW) + W(xlr))\ = 0, (/x, v = 1, 2, 3, p ^ i/) ? 

to jest každé dva z nalezených tří dvojných bodů jsou sdru
ženy vzhledem ku každé čáře svazku, a tvoří tedy tyto body 
vrcholy polárného trojúhelníku, společného všem kuželosečkám 
svazku. 

Tot jediný společný polárný trojúhelník čar / a / ' ; vrcholy 
.r', #", #'" takového jsou sdruženy vzhledem k oběma čarám a 
hoví tedy šesti rovnicím (16), a dovedeme-li z těchto rovnic 
odvoditi rovnice (15), bude tvrzení patrné dokázáno. Za tím 
účelem vypišme rovnice (16) příslušné akcentu v = 1, tedy 

Z x"f(x') = 0, £ ;»"/"(*') = 0, 
Z x'"f(x') — 0, 2? 0"'/'(.T') = 0, 

a pokládejme v levých dvou rovnicích f(x\\ f(x2\ /OO? a 
v pravých dvou f'(x\), f(x2\ f{x'z) za neznámé, pak ukazují 
oboje rovnice, že tyto neznámé mají tytéž poměry t. j . , že 
existuje jisté číslo A' takové, že 

f\x\) ~no~ ř(<) 



88 

Máme pak 

f«) + m<) = O, /(*',) + A'/'(4) = O, 

z čehož patrno, že bod x' jest dvojným bodem zvrhlé kuželo
sečky 

f(x) + X'f(x) = 0, 
a výrok dokázán. 

Zvolíme-li oběma kuželosečkám společný polárný trojúhelník 
za základný, budou jich rovnice míti tvary 

alxx\ -f-a22x] + a^x\ zz O, a\xx\ + a'22í»* -f-a'aa<0j zz O; 

do těchto kanonických forem lze tedy současně formy / a / 
linearnou transformací převésti. 

Invarianty jsou pak 

©' zz ana;2a;3 + a'na22o;, -f a ' ^ ; ^ , ď — a\xa22a^ . 

Kanonické tvary lze ještě zjednodušiti substitucí 

která při reálné čáře / ' jest patrně imaginarnou; pak transfor
mované formy nabývají tvarů 

a invarianty jsou 

Z/ ZZ ^ ^ 2 2 ^ 3 3 , ÍV ZZ #22^J3 \ ^33^11 | " ^11^22 7 
®' zz a n -f- a22 - j - a3t,, z/' zz 1. 

15. Geometrický význam vymizení invariantů z/, 0, 0, ď. 
Vymizí-li z/, jest čára /, a vymízí-li A4 jest čára/' zvrhlou. 

Supponujme, že vymizí simultánní invariant 0 forem 

/ zz Z a^XhXfy, / ' zz 2? a ^ a j * . 

Zvolme nový základný trojúhelník a sice následujícím 
spůsobem: 

Jeden vrchol A zvolme libovolně na čáře / ' a za druhý 
B zvolme jeden z obou průsečíků polary a bodu A vzhledem 
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k / vzaté s čarou/'; za třetí C konečně průsečík polary a 
s polarou b bodu B. Pak bude ABC polárným trojúhelníkem 
čáry / a zároveň budou A, B na čáře / ' . Z toho jde, že trans
formací k tomuto základnímu trojúhelníku / a f přejdou do 
tvarů _ 

j zz alxxy - j - 2̂2̂ 2 ~r 3̂3̂ 8 5 

j zz tt33xti ~j- 2ai2x1x2 -)- 2a2.ix2x3 - j - 2a31x3xv 

Nyní ale 
0 zz a11aaaa',8 zz T2® zz 0, 

átedya'?3 zz 0, jelikož by vymizení jedné z hodnot an aneb a22 
značilo, že / jest zvrhlou čarou, což vylučujeme. Z a^zzOale 
soudíme, že také vrchol C se nalézá na čáře f\ a naopak. 
Jest tedy vymizení invarianta S počtářským výrazem toho fakta, 
že kuželosečka f jest opsána polárnému trojúhelníku cáry / ; a 
obdobně &' zz 0 znamená, že čára / jest opsána polárnému troj
úhelníku čáry / ' . Takových trojúhelníků jest ovšem nekonečně 
mnoho, jakmile jeden existuje. 

Šest vrcholů každých dvou polárných trojúhelníků nějaké 
kuželosečky f se nalésá na kuželosečce. Vedeme-li totiž pěti z nich 
kuželosečku / ' , tu simultánní invariant 0 vymizí, a tudíž pro
chází f i šestým vrcholem. 

16. Reciproké úvahy plynou, pojímáme-li v předchozím 
proměnné jakožtQ souřadnice přímkové; zůstavujíce je čtenáři, 
vytkněme souvislost mezi invarianty forem 

/ zz 2ahhXh%k, f = £ahkx
hxk 

a invarianty jich reciprokých forem 

F zz A- ZAjaUk, F ' zz: ~ £&!»£& . 

Utvoříme-li diskriminant 

2? ± [(un + A^XAA,, + A;2)(U33 + A;3)] 

formy AF -f- F', jenž seřaděn dle mocností l nechf jest 
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tu jsou ď, #, #', á' ovšem invarianty vzhledem k linearné trans
formaci proměnných £. Obdobně k dřívějším úvahám máme 

1^±(A11AJÍAJ,S), 

1 

9' = -^s' (A, ,A22Aas), 

& ~ ~AA* ( A ' " B l 1 + • • + 2 A " B * 0 ' 

%' ř ( A 1 1 B ' l l + . . + 2A2,B'I,), 

značí-li B/,i, BA* minory determinantův 

B = . £ + ( A ^ A , , ) , B' = 2±{K M,K,) 

adjungovaných k A, ď. 
Z theorie determinantů však je o těchto známo,*) že 

B = zí2, 
BM = Z/«M B;„ = J'a\ 

čímž 

(17) 

1_ 
zT 

B' = zř'2, 
M hk : 

1 í' = -ď" 

1 , ©' 
d - U' ( A l l í t l 1 + ' ' + 2 A « Í ° M ) = ^ J , , 

Reciproký výklad předchozího článku ukazuje, že při 
& =z 0 kuželosečka F' čili / ' se dotýká všech tří stran polár
ného trojúhelníku čáry F čili / , jakmile se dotýká dvou; pak 
ale jest též 0' =z O t. j . čára / prochází všemi třemi vrcholy 
polárného trojúhelníku čáry / ' , jakmile prochází dvěma. 

17. Příklady. 
A. Nechť se vyvine výminka, za které lze vepsati do 

kuželosečky f trojúhelník, jenž současně jest jiné kuželosečce 
/ opsán. 

*) Dr. F. J. Studnička, O determinantech § 6. aneb Salmon-Fiedler, Vor-
lesungen fiber.die Algebra der linearen Transformationen, 2. vydání, p. 39. 
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Existuje-li takový trojúhelník a zvolíme-li jej za základní, 
lze trimetrické souřadnice x1, x2, x3 patrně tak definovati, že 

/ =r x\ -f- x\ + &l — 2x2x3 — 2x3x2 — 2xxx2, 
/ = 2a2,x2x3 + 2a;ifl?3íi?1 + 2a'12^ír2. 

Zde 
z/ = — 4, ^/' zz: 2a/

2aa!> ̂ ^ 2, 
® = 4(«;8 +«;, +«;,), ^ = — («;. + «'al + o 2 -

Máme tedy relaci vzhledem k invariantům homogenní 

(18) ®2 = 4z/©' 

jakožto nutnou výminku, pro existenci zmíněného trojúhelníku; 
avšak tato relace také stačí. Skutečně supponujme, že jest vy
plněna, i bude, jsouc homogenní, vyplněna i pro jakkoli trans
formované formy. Zvolme na čáře / ' libovolný bod I a veďme 
jím tečnu k čáře / ; tato tečna protne/ ' ještě v jednom bodě 
II a tím veďme k / druhou tečnu, jež nechť protne / ' ještě 
v bodě IIL Zvolivše I II III za základní trojúhelník, víme, že 
mu jest čára / ' opsána, a že se čára / dotýká stran I II a II IIL 
Lze tedy položiti 

J — X. ~T~ X2 f~" X„ — CiX+Xn &Xn<* « £Cla]X„<JL-. , 

/ ' = 2a23x2x3 - j - 2a3lx3xl - j - 2di 2x^x2. 
Nyní 

d — — (1 + «i8)2i <*' = 2a#
2aa'31a'l2, 

S = 2(1 -f aí3)(a\, + a.iVt -f a,x ), 
@ — — (a\: -{- a\; -f a, ? f- 2a'a X 2 + 2«; X 3 + 2al3a2 ta2,). 

Supponovaná relace mezi invarianty (18) podává tedy 

4(1 -) a1:í)2(a'i2 + a'23 -f- a'3I)s 

= 4(1 + a J8)Vi? + <a + <í + ^ a i f l ; 2 + 2a\2al9 
-f 2a13a; ia;3), 

z čehož soudíme, že 
a18 = l, 

t. j . že se kuželosečka / dotýká také strany í III, jak bylo do
kázati. Zároveň patrno, že existence jednoho trojúhelníka čáře 
/opsaného a čáře / ' vepsaného má v zápětí existenci nekonečně 
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mnoho takových trojúhelníků; lze totiž jeden vrchol jeho na 
čáře f libovolně zvoliti. 

Vzhledem k předchozímu článku lze rovnici (18) psáti 
zí2zf2#'a = 4z/z/z/'# 

t. j . 
# ' 2 ~ 4 ď # , 

což se mohlo předvídati. Relace obdobná 

#2 = 4c?#' čili ®'2 =z 4<d® 
zaručuje existenci trojúhelníků čáře / vepsaných a čáře / ' opsa
ných. Obecně budiž připomenuto, že zavedením hodnot ď, <fr, #•', í ' 
rovnicemi (17) daných do nějaké relace mezi invarianty z/, ©, ®\ z/' 
obdržíme nový výraz původní geometrické vlastnosti; nahradí-
me-li však poslední hodnoty přímo hodnotami ó, #, &' d' máme 
relaci vyjadřující reciprokou vlastnost. 

B. Nechť se vyvine výminka, za které se dvě kuželosečky 
/ a / ' dotýkají. 

Zvolme bod dotyčný za základní bod III čili 0, 0, 1, a 
společnou tečnu za základní přímku oc2 = 0. Poněvadž rovnice 

tečny v bodě 0, 0, 1 jest ^~~ = 0, soudíme, že pak aB1 zz a33 

= 0, a obdobně a31 = a33 = 0. 
Diskriminant formy W-\-f jest nyní 

— ( ^ 2 3 + «2 3 ) 3 ( ^ 1 1 + < I ) 

a má tedy dva stejné kořeny A. Jelikož se (či. 10.) linearnou 
transformací tyto kořeny nemění, má i při libovolné poloze zá
kladního trojúhelníku rovnice 

z/A3 -f- ®P + ©'A -f z*' = 0 

dva stejné kořeny, t. j . při dotyku čar / a f platí mezi inva
rianty relace ovšem homogenní 

(19) 4(©2 — 3z/©'X®'2 — 3zf@) = (00 ' — 9z/z/')2. 

Rovnice ta taky stačí, aby pojistila dotyk obou čar; neb 
pak splývají dva kořeny A, t. j . dvě zvrhlé čáry svazku A / + / ' = 0, 
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a to patrně nastane jen tenkráte, kdy splývají dva průsečné 
body čar / a / ' . 

C. Ve zvazku kuželoseček kf -f- /" = 0 se obecně nalézá 
jediná čára opsaná polárným trojúhelníkům kuželosečky f—0. 

Jest totiž Xf ~\-f" = 0 tenkráte žádanou čarou, vymizí-li 
simultánní invariant S forem / a lf + f" 5 ten ale jest dle 
či. 12. 

(KL + O A , , + . . -f 2(ia'í8 + <3)A23 = W, + ©2, 
značí-li S1 invariant S forem / a / ' , a 02 týž invariant pro 

fornjy / a / " . Učinivše X = —• ~ obdržíme žádanou kuželosečku, 

jejíž rovnice tedy jest 

»2f — e1fáá = o. 
Nalézají-li se ve svazku kuželoseček dvě čáry opsané po

lárným trojúhelníkům dané kuželosečky / , má tutéž vlastnost 
každá čára svazku. Jsou-li / ' a f ony dvě čáry, tedy &t =• 0, 
®2 z=z 0, tu vymizí invariant 0 čáry / a libovolné čáry A/ - { - / " 
svazku; tento invariant jest totiž 

A ^ - f ^ z ^ O . 

A obdobná věta patrně platí o obecnější soustavě kuželoseček 

18. Simultánní Jcontravariant forem f a / ' . 
Seznavše, že diskriminant z/ jest invariantem formy / , 

uvažovali jsme diskriminant formy A/ + / ' a došli k simultán
ním invariantům S a ®' forem /, /*'. Obdobně, seznavše v či
li . , že II jest kontravariantem formy / , uvažováním tohoto 
kontravariantu pro formu A/-J-/' se doděláme simultánního 
kontravariantu forem f a / ' . 

Učinivše vzhledem k formám / a / ' 

JI — 

ailí #12? #13? »1 

#21? #22? #23? ^2 

#31? #82? #33? *S 

Si? £2? »3? ^ 

, il' = 

# 1 1 ? # 1 2 ? # 1 3 ? b l 

a 2 l l ' # 2 2? # 2 3? »2 
/ / < fa 

# 3 1 ? # 3 2 ? # 3 3 ? * 3 

li, í„ I.. o 
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— i*n—l® -f 77'; 

obdržíme hodnotu obdobnou pro formu * / + / ve tvaru 
í a n + «ín A a

1 2 - f ď12, ^ i 8 + «i»? ži 
Aa21 + a21, Aa22 + a'22J Aa23 -f < 3 , f2 

Aa31 - f a'21, Aa32 - f a'32, Aa33 + a'a8, f3 

Sl> &2' »3i " 

abychom to nahlédli a O pohodlně vyčíslili, napišme elementy 
posledního řádku ve tvaru 

04-1,, 0-ff2, o + ís, o, 
načež můžeme každý z prvních tří sloupců rozděliti na dva, a tedy 
celý determinant na 2 . 2 . 2 , t. j , 8 determinantu. Přihlédneme-li 
k oněm třem, jež obsahují faktor A, nalezneme ihned, že 

0 

a n , a12, «13, | x 

a2l, a22, d23, §2 

^ 3 1 ? ^ 3 2? ^ 3 3? &3 

o, řa, i,, o 
+ 

a , n a12, #13, ři 
a 2 l , tt2o, í í2 3 , ?2 

a
3 n a 3 2 i a 3 3í fa 
l i , 0, í3, 0 

fllll ttl2? tt13' f i 
a 2 1 , ci2 2 , #<23, £2 

^ 3 17 ^ 3 2? ^ 3 3 ' » 3 

Vyčíslíme-li a změníme-li znamení, nalezneme, že 
O =z (a22a,, + «33a;2 — 2a2X3)£* 

+ (%3<i + « n < 3 — 2 ^ ^ ; / ) ! , + (ana22 + a 2 2 <, — 2a12a l2)|J 

+ 2(a18< 2 + «i2< 3 — «n«2 3 — a23«. i ^ ř a 
+ 2(a21a'2a + a2^2i — «22a'3l — «8ia2 2)f3ři 
+ 2(a32«ai + ^31<2 — ^sX 2 — «12«'8 «)f l f 2 

jest výraz symetrický vzhledem k hodnotám a]lk a a^, a snadno 
zverifikujetne, že jej můžeme psáti ve dvou nových tvarech 

L>f) ?® 2® 2® 2(9 
3a n oa22 da33 ca2Z da3L 

0 ® ' 30 ' ?©' 3®' ?®' 
O = 5^— I? + , Í T - I ! + £ 7 - la + ^~— l2ls + —„" I3I1 ?<*. 2a, 

-4--— ř ř 
Dá' ?a. 
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Při transponované transformaci hodnot £ platí dle či. 11. 

P7i —k® + n' = T2(A2Í7 — AO> -f /I'), 

a tedy vzhledem k libovolnému A, 

0~T2O>, 

t. j . O jest simultánním hontravariantem forem f a f. 

Výrazy kontravariantu O pomocí simultánních invariantů 
& a ©' jsou jen specialným případem věty:*) 

Je-li (p invariantem forem 

f = £ahkxh Xk, / ' = £ a^auXk, 
jest 

Jcontravariantem jejich. 
Skutečně mějme transformací o modulu T 

f=E ahkXhXh , f = Sa^hXk ; 

poněvadž, jakož víme, 

# ] > i ~*r 2̂=>2 ~ r *^3»3 - 1 - ^ i *>i ~ r ^2 £2 T" ^3 63 ? 

platí při každém A 

/ + Afali + 0ala + a?8&)a = 7 + A(*Ji + *s?a + ^3 Í3)3 

t. j . 

= («n + A£';K + («ia + *r;K + ••-[- 2(ala + řj l 2 K #2. 
Utvoříme-li invariant <jp vzhledem k formám 

a /', máme rovnici 

9(«II + *I?Í . . -, ai t , • 0 = T(V(an + A| í , . . , g'11? . .); 
rovnost koefficientň při A v levo a v právo, podává 

*J Obecnou větu v. Salmon-Fiedler, Alg. d. lin. Transf., p. 151. 
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5 | r ; + . . + | r , f i = T . ( i l ; + . . + | j f i í > ) , 
čímž věta dokázána, a rovnost koefficientů při libovolné moc
nosti A vede k obecnějšímu výsledku, ze operace symbolem 

** 7Sa "T"*2*/* ***** ' *2*3;v Da, 11 da. '22 ?aaa ' oa., +«.SÍ + «A5íl' 
vyznačená, podává applikací na invariant <p také kontravariant 
forem f a / ' . 

Obdobně by plynulo, že tato operace applikována na kon-
travariant vede k invariantivnimu výrazu, obsahujícími oboje 
proměnné x i | , t. j . k smíšenému konkomitantu. 

Pomocí kontravariantu 0 lze snadno vytknouti rovnici 
průsečných bodů čar / a / ' . Čára svazku If ~\-f = 0 se totiž 
dotýká dané přímky £, hoví-li souřadnice |x , |2 , | 3 přímkové 
rovnici čáry 

A2i7 —A# + 77' = 0; 

kořeny l této rovnice stanoví dvě čáry svazku dotýkající se 
přímky f. Prochází-li však přímka £ jedním ze čtyř základních 
bodů svazku, tu se jí dotýká jediná čára svazku, t. j . pak má 
kvadratická rovnice dva stejné kořeny, t. j . pak 

O2 42777':= 0 . 

Toť tedy rovnice ětyr základních bodů svazku. Tvar její 
ukazuje, že to čára, které se dotýká tečna společná čarám 
3>r=0, 77z=0 v bodě dotyčném s poslední čárou, a obdobně 
pro 77'. Dotýká se tedy osm tečen^ sestrojených ve společných 
bodech čarK 77 a II' k těmto čarám, vesměs kuželosečky 3> — 0. 

19. Simultánní kovariant forem f a f. 
Píšeme-li 

P = 

•^111 

A31 , 
Am 

# 1 5 

A 
• ^ 1 2 ' 

A-22? 

^ 3 2 ? 

# 2 9 

^•13? 

^ 2 3 ? 
A 

-^331 

# 3 í 

xx 
X2 

xB 
0 

A i n A12, Ai3, xx 
A 2 n A 2 2 , A 2 3 , X2 

A 3 l ? A 3 2 , A a 3 , %s L 3 2 ? 

0 

kde A/o, a A'?* značí minory diskriminantů J a ď forem 
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f= 2ahk% %>:, f = SakhXhXk, 
JSOU 

P = 0, F = 0 

dle či. 7. bodové rovnice čar: 

V = ZAMŠHŠ* = 0, <p' = ZA^IAI* = O, 

t. j . daných čar / a / ' . Ostatně máme dle theorie reciproké 
funkce (či. 9.) 

značíce opět Bhk minory determinantu -£ +(AUA22A33); avšak 

Bhk — da^k > 

a tedy 

a obdobně 
P = — 4£ahkxhXk = — 4f, 

P' = —-rf'/'. 
Bodová rovnice čáry 

dotýkající se patrně čtyř společných tečen čar q> a 9', jest 
ovšem 

u n + A;n U 1 8 + A;2 , AA13 + A;3 , ^ 
AA21 + A:2J, AA22 + A;2, AA23 + A;3 , X2 

AA 31 ^ 3 H ^ 3 2 I ^ 3 2? ^ 3 3 ~ T ^ 3 3 í ^3 
0 

:0 , 

•"11 ^ 2 ' *"S> 

což patrně lze psáti 
(20) A2P-A¥ + F = 0, 

kde F jest utvořeno z hodnot A** a xv právě tím spůsobem, 
kterým v předchozím článku bylo utvořeno 3> z hodnot aa a {v, 
tedy 

F = (A 2 2 A; 3 + A 3 3 A; 2 - 2 A 2 3 A ; 3 K 
+ (A3 3A; 1 4 - A U A ; , — 2A31 A; > 2 

+ ( A U A ; 2 + A2 2A'„ — 2 A 1 2 A ; > 3 
4- 2(A13A'l2 4- A l tA'u - AUA'„ — A ^ A l . K ^ 
4- 2(A 2 1A; , 4- A23 A ; , — A , 2 A ; t — A 3 1 A*2 j a ^ 
4- 2(A 3 2A; 1 4- A 8 1 A; Í — A„A'l2 — A 1 2 A ; 3 K ^ . 

7 
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Applikujeme-li na proměnné x linearnou transformaci o mo
dulu T zavádějící proměnné x, tu patrné hoví bod x rovnici 

hoví-li x rovnici 
ilsP —AF + P' = 0; 

pokládáme-li xv a tedy také xv za dané hodnoty, plynou tudíž 
z obou kvadratických těchto rovnic tytéž dvě hodnoty k t. j . 

P : F : P ' = P : F : P ' . 
Avšak 

P = — ZJZ=L — T2Jf ~ T2P, 

obdobně ovšem 
F - T~T', 

a tedy také 
F = T2F 

t. j . F jest kovariantem forem f a / ' . 

Pomocí kovariantu F lze snadno vytknouti rovnici čtyř, 
čarám / a / ' společných tečen. Libovolným bodem x procházejí 
totiž dvě čáry soustavy X<p - j - 9/ = O, ony totiž, jež přísluší 
hodnotám A daným rovnicí (20); nalézá-li se však bod x na 
společné tečně čar f a / ' čili (p a <p', tu jím prochází jedna 
čára soustavy t. j . rovnice (20) má dva stejné kořeny. Jest 
tedy 

F2 — 4PP' = 0 čili F2 — 44J'ff = O 

rovnicí společných tečen. Rovnice ta patrně náleží čáře, jež se 
dotýká čar P == O a P' v bodech, v nichž je čára F = O pro
tíná; nalézá se tedy osm dotyčných bodů čtyř tečen čárám faf 
společných na kuželosečce F = 0. 

20. Diskriminanty A^ A4 a simultánní invarianty ©, ©' 
tvoří úplný systém invariantů forem f a f\ t. j . každý inva
riant těchto forem lze vyjádřiti jakožto racionalnou celistvou 
a homogenní funkci hodnot ^/, z/', (9, 0'. 

Transformujeme-li formy /' a / ' do kanonických tvarů 

^ l l ^ i "T~ a22X2 \ ^33^31 x \ ~J~ X2 ! Xl ? 
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přejde jich invariant J do hodnoty J závislé na au , a22, cr33, 
a s. jest J symetrickou funkcí těchto tří hodnot. Applikujeme-li 
totiž na kanonické tvary transformaci 

«*1 ^ 2 5 «^2 *^3 ? *"ó ^ 3 

o modulu -f-1, tu patrně se druhá, forma nezmění, a pro první 
máme _ _ _ _ _ 

a n = a22, ci22 zn a11? a33 _= a33 , 
a poněvadž 

•H^llí a22l a 3 3 Í - F "V^IU ^22í , í l33' 
máme 

J(a22, an , a33; zz J(an , a22, an) 

čímž dokázáno, že se J záměnou hodnot a n a a22 nemění. Po
něvadž totéž platí o záměně liter an a a33, a a22 a a33, jest J 
symetrickou funkcí těchto hodnot. 

Dle známé věty lze tedy J vyjádřiti racionálně hodnotami 

a n -f- ^ 2 2 L % 3 í ana22 I ^22^33 I ^33^117 ai 1 ^ 2 2 ^ 3 

t. j . hodnotami (v. či. 14.) ®', (9, 2l\ vzhledem k z/' — 1 ke 
tomuto výrazu dáti homogenní tvar libovolného stupně (?, tedy 
položiti 

J(án , a22, a~33) = H(I/, ®, W\ J'), 
kde H značí homogenní funkci argumentů stupně Q. 

Byla-li transformace převádějící původní formy / a / ' do 
kanonických tvarů o modulu T, tu 

a tedy 
J = T2*H(^, ©, 0', z/'), 

H(z/5 @, 0', z/') = T - ^ J z z T - 2 d T « J . 

Číslo a vyskytující se v rovnosti 

sluje indexem invariantu J, a jest v našem případě — jakož 
ihned ukážeme — vždy sudým číslem. Volíme-li tedy 

7* 



100 

a 

máme 
J = E(J, ®, &, z/'), 

a věta jest dokázána. 
Zbývá ukázati, že a jest sudé. Za tím účelem přihlédněme 

ke kanonickým tvarům a položme 

A = (an — a2J{a22 — a.i3)(a33 — an); 

pak jest A2 symetrickou funkcí hodnot an , a22, c^. Kdyby 
index invariantu J byl lichým číslem, tu by součin AJ záměnou 
dvou z hodnot a11? a22, a33 se nezměnil, jelikož by oba faktory 
jen své znamení změnily; o faktoru A jest to patrné, a o faktoru 
J to ukazuje substituce 

o modulu — 1. Symetrickou funkci" AJ lze však vyjádřiti ra
cionálně a celistvě hodnotami 2^ ©, ®': 

Á J = R ( ^ , ® ; # ) , 

a poněvadž totéž platí o J: 

jevilo by se A = _- jakožto racionálna funkce hodnot z/, ®, ®', 
1 

tedy jakožto symetrická funkce hodnot an , a22, a33, věc ab
surdní. 

Jest tedy praemissa, že a jest liché, nepřípustná a tvrzení 
dokázáno. 

21. KaMý kvadratický kovariant forem f a / ' lze vyjá
dřiti pomocí těchto forem a kovariantu F a sice ve tvaru 

I/ + I'/ + I"F, 
v němž I, I', I" čwaé/ invarianty. 

Vyjděme hned z kanonických tvarů. 

/ = «r*í + <hxl + «**& ./' = x\ + a>Ž + *i; 
pak snadno nalezneme kovariant F 
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Tyto tři rovnice dovolují vyjádřiti x\, cc*, x\ pomocí/",/', 
F, supponujeme-li, že determinant z koefficientů 

G = 
1, 1, 

a1? a2, 
a ^ +-a3), a2(a3 + ax), a 3 K + a2) 

1, 1, 1 
11 2 ' *í 

«j(s — ax), a2(s — a2), a3(s — a3) 
1, 1, II 

nevymizí (s = a, -f- a2 -f- a.{), t. j . že hodnoty a1? a2, a3 jsou 
různé. Geometrický význam této supposice jest patrný, neboť 
při ax = a2 máme 

čili 
/ = ^l/ ' + («3 — ttlK 1 

což ukazuje, že čáry / a / ' . s e ve dvou bodech dotýkají; případ 
ten tedy vyloučíme. Pak řešením hořejších tří rovnic obdržíme 

(21) 
Gx2

L =z (a2 — a3)K/ + a^J' — F), 
G#* — (a3 — Ui)(a2f -f- ^ a i f — F), 
Ga?3 = (ax — a2)(a3Í ~\~ aia2f — F). 

Buď nyní K kovariant forem / a / ' , a s. stupně druhého 
vzhledem k proměnným x„ #2, xš. Utvoříme-li K pro kanonické 
tvary, bude obsahovati jen čtverce proměnných, t. j . bude míti 
tvar 
(22) K = *1aJÍ + * 20;+* 8a$. 

Je-li totiž a index kovariantu K, podává substituce 

X-t ——. X-^, X^ m-mm Xt£ , A/.J — U/Q 

o modulu — 1 rovnost 

K(al4 a2, a8í — c ,̂ a?2, #3) 2= (— l ) a E(a1? a2, ag, #x, #2> #.<) 5 
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při sudém a soudíme, že K obsahuje jen čtverec proměnné #2, 
a obdobně o x2 a x3. Avšak a nemůže býti liché, neb pak by 
poslední rovnice požadovala, by K bylo tvaru ÍC1X1, a obdobně 
tvarů #2X2 a #3X3, při čemž Xx, X2, X3 značí linearné funkce 
hodnot #2, #3, resp. #3, xx a x^ x2; věc patrně nemožná. Má 
tedy K tvar (22) a přejde dosazením hodnot (21) na 

kde I, I', I" jsou funkce hodnot an , a22, a33. 

Značí-li a stále index kovariantu K, máme pro libovolnou 
transformaci ___ 

K = TaK, 
t. j . ___ 

I / + V + !" F = T a(V + I ' / ' + I"F)i 
čili 

lf+Yf< -f T7T ,F = T a ( I / + I ' / ' + I"F), 
z čehož vzhledem k neodvislosti tří hodnot /, / ' , F soudíme, 
že platí 

T= T«I, F = T*I', I77 = T a - 2 I" . 

Tím tvrzení dokázáno, a zároveň patrno, že indexy in
variantů I, I' se shodují s indexem kovariantu K, kdežto index 
invariantu I" jest o 2 menší. 

22. Každý kvadratický kontravariant forem f a / ' lze 
vyjádřiti pomocí kontravariantů 71, II', O ve tvaru 

IIT -f I'Z7' -f I"<2>, 

v němž I, I', I" jsou invarianty. 

Vyjdeme-li opět z kanonických tvarů 

/ = axx\ -f a2x2
2 + wl f = x\ + x\ -f #3

2, 
máme 

— n = a2a3|2 -f Ú ^ I 2 + «i«2^a? 

<£ =: (a2 -f a3)£
2 + (a3 + a^l + (a, + a2)|2. 

Determinant z koefficientů při £2, £[, |J jest opět 
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1 

a,a% a.^ax axa2 

i," 1, l" 

«!, ^ 2 1 = G. 
1 2 3 I^K + «3)l «2(«3 + ^ aÁai + «2) 

a řešením dle |J, |*, |*: 

- G|í = (a2 — a3) (77 + a;J7' + a&X 
(23) — G|* = (a3 — a,) (77 + a; 1T + a2<7>), 

— G|32 = (at - a2) (77+ aJZZ' + a3<P). 

Buď L kvadratický kontravariant; substitucí 

se snadno přesvědčíme, že L obsahuje jen čtverce proměnných, 
tedy 

a vložením výrazů (23) za |*, |*i £»: 

L = i i i + p f f + ir*, 

kde I, r , I" jsou funkce hodnot av a2, a3. 
Značí-li a index kontravariantu L, máme libovolnou sub

stitucí 
L = TaL, 

t j . 
I"T2JT+1' T27I' + I" T2(P = T06(I7T+ I'JI' -f I"<7>), 

z čehož soudíme 

I = T a - 2 i , r = T«- 2r , P = T r e - 2 r / , 

čímž věta dokázána a zároveň patrno, že invarianty I, P, I' 
mají index o 2 menší než kontravariant L. 

23. Geometrický význam rovnic F=zO a <P = 0. 
Kontravariantivní kuželosečka 0 = 0 '̂ČSČ obálkou všech 

přímek, jež protínají dané kuželosečky ve dvou harmonických ho-
dových párech. 

Vyjdeme hned z kanonických tvarů 
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fzzalx\-\ra.lx\-\-asxl, f = x\ + x\ + x\, 
<í» = (a2 + ajtl + (o, + 0l)ří + K + «2)^-

Průsečné body A, B čáry / s přímkou £ hoví rovnicím 

/ = 0 , . li*, + I.ÍS, + |siR, = 0, 

z nichž eliminací #g plyne 

(24) xfaV. + a£\) + x\ia^ + asi-\) + 2.T1 .^,«3 | I |2 = 0, 

a obdobně hoví průsečné body A', B' čáry / ' s přímkou | 
relaci 

(25) x\(Šl + |J) + *KIÍ + lí) + 2 W Á = 0. 

Kořeny — kvadratické rovnice (24) jsou úměrný dělícím x2 
poměrům paprsků spojujících základní bod x1 = x2=z0 s body 

cc A, B, a obdobně kořeny — rovnice (25) jsou úměrný dělícím 

poměrům spojnic tohoto základního bodu s body A', B'. Budou 
tedy ABA'B' harmonickými body, platí-li totéž o spojnicích, t. 
j . hoví-li jich dělící poměry a, (3, a', /?', rovnici 

a' — a fié — a . 

čili 
(26) 2(«/í + «'/?') — (a -f 0) (a* + p) = 0. 

Dle (24) a (25) máme však 

a _L S — 2f8ři£8_ aB _ «a|Í + Oslí 

fó< j _ /j/ — — _?lii?_ a'p — U d i l i 

čímž (26) po krátkém upravení podává 

» * + **)i l + (̂ 3 + axm + K + a2)£] = 0 
tedy skutečně 

* = 0, 
jelikož obecně | 8 není nullou, přímka | neprocházejíc bodem 
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x1=x2=z0; pro dvě tečny čáry 3> tímto bodem procházející 
stačí užiti obdobně eliminace n. př. hodnoty #2, t. j . užiti zá
kladního bodu xY = x3 = 0. 

Obdobné vychází, že Jcovariantimí kuželosečka F = 0 f?esč 
geometrickým místem bodů, z nichž tečny k čarám f a f vedené 
tvoří dva páry harmonických paprsků. 

24. Příklady kovariantivných kuželoseček. 
A. Nechť se stanoví rovnice kuželosečky polárné ku / , 

vzhledem k čáře / ' . 
Yycházíme-li opět z kanonických tvarů / a / ' , jest | 

tečnou čáry / , platí-li rovnice 

a2a3£l + a*aišl + aia*Jl = °-

Pol přímky | vzhledem k čáře/ ' čili q>' = | ; -f |J + f J = 0 
má souřadnice 

? b l ^ <^3 

a tedy jest hledaná rovnice reciproké čáry 

K =: a2a3x\ -f- a3axx\ -f- ava.yX\ rz 0. 

Dle návodu či. 21. pišme 

_ a2a3(^2 — a.J ( « i / + ^WJ ' — F) + - + -

kde tečkami vyznačené dva sčítance vycházejí z prvního členu 
cirkularnou permutací indexů 1, 2, 3. Seřadením d l e / , / ' , F: 

_ a\a\{a2 — a,) + . + . _ 

K = (a^g + a2a3 -f «3«i)/' — í\ 
K = » / ' — F, 

což patrně jest kovariant indexu 2. Hledaná kuželosečka jest 
tedy kovariantivná a má rovnici 

©/' — F = 0. 
B. Nechť se kontravariantivná kuželosečka tf> = 0 vyjádří 

v bodových souřadnicích pomocí / , / ' , F. 
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K = e»/+ elíacighb±if + aAas. ? i í ^ = 3 ) ± d b / ' 

Při kanonických tvarech / a / ' máme 

* = («* + «s)£í + («s + «i)ř,2 + («i + ««)& 
a zavedením souřadnic bodových 

K — (a3 -j- «!)(«! -f- a2)xl + (ai ~f~ a+Xai + ^)^2 

+ («2 + «8)(«3 + «0*íl 
t. j . 
K r r ^ a j + a 3 a 3 + a3ai)0^ + x\ ~\~ xl) ~\~ al xl ~{'alxl-{xalxl^ 

K = « / ' + ai(^2 ~ « a ) K / + ^ 3 / ' — F) + - + • ^ 

a seřaděním dle / , / ' , F : 

a?K — aa) + • + - -ni 
— G " *' 

K = » / ' + (a1 + a1 + a j y - F 1 

K = * ' / + e / ' - F , 
čímž úkol řešen a zároveň patrno, že kontravariantivná čára O 
zavedením bodových souřadnic se jeví jakožto kovariantivnou 
čarou 

® / - f © / ' —F = 0. 

25. Předchozí výsledek platí o každé kontravariantivné čáře 
a naopak též platí, ze každá kovariantivná čára vyjádřena sou
řadnicemi přímkovými se jeví kontravariantivnou čarou. Skutečně, 
je-li 

$($„ a>2, x3) = 0 

rovnicí čáry kovariantivné, utvoříme eliminací hodnot xv x2, oc3 
z rovnice poslední a z rovnic 

m \ "v — t ^ — t clL — t 

rovnici čáry 

v souřadnicích přímkových. Jest tedy 



107 

za platnosti rovnic (27). Linearnou transformací mějme 

(28) Ta ${xx, x2, xz) = ^ , ^ , ržQ; 
učinivše 

(29) T-«S = í„ ! T - S = I" T-«S = £ 
3#, dX2 dX3 

snadno shledáme, že souvisí tyto hodnoty £ s předchozími | 
transponovanou substitucí. Skutečné při 

^ = ^ -f tj2x* + * /3^ O' = !i 2> 3) 
soudíme z rovnosti (28) derivováním dle #?-

t. j . 

Zavedením hodnot £ pomocí (29) do i/> patrné máme 

kde % utvořeno právě tak jako %, však s transformovanými koef-
ficienty a proměnnými a kde /3 značí stupeň funkce #. Z (28) 
soudíme, že 

T ^ í f o T2,IS) = T«*G*n *2I *2) = T^(|T, |a, f8) 
což vzhledem k okolnosti, že byly f k # kontragredientními, 
dokazuje, že x jest skutečně kontravariantem. 

Obdobně by se stvrdila první věta. 

26. Příklady. 
A. Jakožto další příklad vytkněme kovariantivnou kuželo

sečku F = O v souřadnicích přímkových, tedy ve tvaru kontra-
variantu. 

Máme při kanonických tvarech 

F = ax(at -f a3)xl + a2(a3 + ax)x\ -f a3{ax -f a2)x:3 = O, 

a v souřadnicích přímkových táž čára: 
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+ ^ ^ ( o j + a3)(a3 -f o j i ; = 0. 

Dle návodu či. 22. nyní 

_ a2a3(as + a,)(ax + a2)(a2 — a3) + . 
* ~ — G 
r ^ 2 a 3 ( a 3 + «i)(«i + .^X^JZL^s) r K 27/ 

— G 
a^a^a. +o1)(a1 + ^ K . — <h) + • <?> -i _ G ^, 

značí-li připojené tečky vždy další dva členy vycházející z na
psaného cirkularnou permutací indexů 1, 2, 3. Snadno nalé
záme, že čitatel prvního zlomku jest 

a2a3(a] -f- @)(a9i — a3) -f-. 

čitatel druhého: 

«i«2«al>i(«í + ®X«2 — «8) + •] 
= a ^ a j a * ^ — a3) +•. + ®[«i(«2 — a2) -f- .]} 

= J[a:l(a2 — a3) -j-.] = <̂ (A + a2 + as)G" ^ ^®'Gr, 
a čitatel třetího: 

W&ftal -f ©Xoj, — a3) + . ] 
= 4{a\(a2 - - a3) -f- • + ®[fl2 — a3 + •]} = ^&* 

Máme tedy 

K = — ®n— /i&n — 4& 

aneb, vzhledem k z/' = 1, ve tvaru kontravariantivném 

K = _ © ^ Í I _ /i®<n' — z/z/'^. 

Jest tedy rovnice čáry F v souřadnicích přímkových 

0^'iT-f- J®W + z4z/'# = 0. 

B, Kuželosečka polárná s /vzhledem k / ' měla (cl* 24) 
rovnici 

0 / ' - F = O , 
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a obdobně jest 
®'f— F ~ 0 

rovnice čávy polárné ku f vzhledem k / . Cárá hovariantivná 

@>/_@/> —0 
prochází čtyřmi průsečíky obou polárných čar, poněvadž její rov
nice jest rozdílem rovnic předchozích, a zároveň čtyřmi průse
číky čar f a / ' . 

Podobně soudíme, že při současných rovnicích 

S / ' —F = 0, / ' = 0 

platí F = 0, t. j . že čára F prochází průsečíky jedné kuželo
sečky s polárnou čarou druhé. 

C. Nechť se odvodí rovnice čtyř tečen kuželosečky / ' sestro
jených v priisečných bodech s kuželosečkou f. 

Vycházíme-li opět z kanonických tvarů 

/ = aixl + chxl + chxl, f = xl + xl + #li 
hoví společný bod obou čar rovnicím / = 0, / ' == 0 a jsou tedy 
jeho souřadnice vytknuty proporcí 

x[: x\ : %l z= a2 — a3: a3 — aL: a± — a2. 

Učinivše ^a2 — a3 z= c ,̂ ^a3 — al = «2, V î ~~ ai — av 
jsou tedy 

čtyry průsečíky čar / a / ' . Součin rovnic tečen cáry/ ' v těchto 
bodech sestrojených jest 

(cc^ — a2x2 -\- asx2) (a^ — a2x2 — cc3x.d) = 0, 
čili 

a\x\ -f «*a?í 4- alx* _ 2ala\x2
2xl - 2a\a\xlx\ — 2a\a\x\x\ = 0> 

*• J . 
(30) (a2 — a3)2^í -f (a8 — o^aj* + (aL — a2)2^* 

— 2(a3 — ax) (ax — a2)x\xl — 2(a± — a.2) (a2 — a3)-»2«í 
— 2(0* — «j) (a3 — ai)*í*2 = °-
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Nahrazením hodnot asj, x\, x\ výrazy (21) lze tuto rov
nici psáti 

(q2 — a a ) H / + «2«3/' — F)a + • 
G2 

načež po seřadění dle mocností hodnot / , / ' , F bysme se pře
svědčili, že jsou všecky koefficienty v čitateli hodnotou G2 děli
telný, a že podíly jsou invarianty. Rychleji však dojdeme cíle, 
přepíšeme-li rovnici (30) do tvaru 

(a2 + a3)2x\ + . — 2(a3 — ajía, —a2)x\xl — . = 4a2a3< -f 
čili 

(«2 + «3)X + • + 2(a3 + ai) (ai + a^xl + • 

t. j . 
[(«2 + «3K + («3 + «i)*' 4- K + ^-K]2 

= 4(%l -f- #.* -f- «.*) (a2a„x'i -f- t^a^í -f- CÍ^OÍC:;), 

kterouž rovnici lze zavedením invariantíiv patrně psáti 

aneb ve tvaru kovariantivném 

(31) (« ' / ' — J'ff — ±J'f\®f - F) = 0, 

čímž úkol řešen a zároveň vypočten kovariant bikvadratický 
o daném geometrickém významu. 

27. Transformace dvou ternamých kvadratických forem do 
kanonických tvarů jest jednou z hlavních applikací předchozích 
úvah. 

Jde-li o převedení ternarných forem 

f— UahicXhXki f — £'hkMh%k 

linearnou transformací 

xj = tjix^ + tJ2x2 + tj3x3) (j = 1, 2, 3) 

na kanonické tvary 

J - a X + v H v L /' = ^+^2 + ̂ 35 



111 

připomeňme především, že tento požadavek patrně ukládá devíti 
transformačním kocfticientiim thk devět rovnic, dle či. 14. splni
telných. 

Koefficienty kanonického tvaru obdržíme rázem, 
uvážíme-li, že diskriminant formy /—A/' se liší faktorem T2 od 
diskriminantu I)(A) formy / — lf\ t j . od 

\aLl — ldv ,, a12 — la\ 2, a, 3 — Xa\ G 
\a2i — la2 n a22 — Aa!,.,, aw — Aa23 

K l ~ ^ 1> a3- ~~ ^ 2' ^ _ ^ 3 

I)(A) = 

Z rovnosti 

(32) T2D(A) = :(ax— A)(a2—A)(a3—A) 
|ax — A, 0, 0 

0, as— A, 0 
0, 0, a 3 - A | 

soudíme, že hodnoty a1? aL<, a3 jsou kořeny A kubické rovnice 

D(A) = 0. 

Nyní dle či. 22. máme 

- Gf f = (a2 - a3) (JŤ + a # + af?T2) 
t. j . 

— Gg; = (a, — a3)Ta(JT+ aA* + a; 77'), 

a obdobné rovnice pro £:;, li; zde značí — G součin 

(ax — 02) (a2 — a3) (a3 — a,) 

T2^' = í 
a vzhledem k 

má T2 bodnotu ••—. Tím nabýváme rovnic 

T- t i 4- í Ě M i - V g + «1<P + «?ft,~ 

F —/ t i / t i / t i / H-\-a.2<& + áill' 

f. - *„ft + kA + ÍMÍ, - V ^ ^ ^ r ^ . 
v nichž zmírnění odmocnin jest patrně libovolné. 

Z nich plynou, klademe-li za £1? £>, £3 resp. hodnoty 
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1, O, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 transformační koefficienty thk. Jich 
výrazy jakož i poslední tři rovnice lze formálně zjednodušiti 
tím, že derivováním rovnice (32) dle libovolné hodnoty l a do
sazením ax za A odvodíme 

T^iaJ = — (a2 — o j (a3 — ax), 
čili 

D'(ax) = (a^ — chy) (a3 — ax) J ' . 
Tím lze poslední tři rovnice napsati ve tvaru 

£A — řiiřx -f- *̂f3 + *3*f3 — V jyTa~) 1 

a odtud naznačeným specialisováním hodnot |x , | 2 , £3: 

. _ i/ír(i;"My-f a*®íi;ó;ó)"+"aíJi'(i,'o;o) 
V p ^ - i 

, _ i M 0 ' !i °) + a*0(°i ^ °) + a*2iT'(Ó, 1, 0) Č2& — y D'(a*) ' 
, _ # P , I)+~M>(Ó, 0, l ) T a | f f (0, O/l) . 

zde odmocniny mají dříve zvolený význam. 
Tím problém transformace na kanonické tvary řešen. 
Jiné řešení podává kovariant F. Máme totiž dle rovnic 

(21) ve či. 21. 

*í = ^ - ^ - 3 K / + a2aj< — F), 

a obdobné rovnice pro #*, #*; vzhledem k 

/ = / , / ' = / ' , F = T2F 
máme tedy 

čili 

* ~ V D W 

x2 — y D'(aJ ' 

^ - V W(a3) 
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Klademe-li clo těchto výrazů za xv x2, x3 resp. hodnoty 
1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1, plynou koefficienty thh reciproké sub
stituce 

z nichž by ovšem snadno plynuly koefficienty thk. 
První methoda jest tedy v tom výhodnější, že vede přímo 

ke koefficientňm thk substituce, transformující dané formy do 
tvarů kanonických. 

28. Kubický kovariant temarných forem f a / ' . 
Strany polárného trojúhelníku oběma kuželosečkám / a / ' 

společného tvoří zvrhlou čáru kubickou, jejíž povaha se linearnou 
transformací patrně nemění, a jež repraesentuje kubický kova
riant forem / a / ' . 

Abychom to ukázali, uvažujme tři kuželosečky 
f=0, / ' = 0, f" = 0 

a tažme se po geometrickém místě bodu #, jehož polary, vzhle
dem k těmto čarám vzaté, procházejí jedním bodem. Značímc-li 
literou X běžné souřadnice, jsou rovnice těchto polar 

^ X „ = 0, 2Í£-X, = 0, 2*£x, = 0, („ = 1, 2, 3) 
vXv 0XV cXv 

a procházejí tudíž jedním bodem, platí-li 

j a = 

D/» 

^V 

Zx2' 0# 3 

dX2 ' D#3 

?/' ?/!! 
D#3 ' <)#3 

t. j . vymizí-li funkcionelný čili t. zv. Jaeobi-ho determinant 
funkci / , / ' , f". Rovnice ta stanoví kubickou čáru.Jaco&i-ho. 

Jacobi-ho determinant jest hovariantem forem ff',f", 
a to i v případě, kdy tyto formy jsou libovolných stupňů. Sku
tečně, přejdou-li linearnou transformací o modulu T: 

Xj = tji x± + tJ2 x2 + tiz #3, 

formy / , f\ f« na f, J\ J'\ máme 
8 
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n_-zý. , if. , 3 / 

a obdobně pro derivace funkcí f a Z"; tím ale 

T,= 
Zx, hl + ŽxZhí + Zx3

 ř " ' ••• 

^ hl + 3ÍC2 *21"+" Jx, 8" * * ' 

Vit +*f" t 4-df"t 

J3T, 

čímž tvrzení dokázáno. Zároveň patrno, že jest J3 kovariant 
indexu 1. 

Čára Jacobi-ho příslušná třem kuželosečkám o společném 
polárném trojúhelníku se zvrhne na tři strany tohoto trojúhel
níku. Zvolíme-li totiž tento trojúhelník za základní, máme 
/i / ' i / " ve tvarech 

a^l + azx\ + a.áx\, a\x\ + a>:| -f aax\, 

V 3 oU/j_á/2*^3 

a x , c*2? tt3 

Jsou-li nyní 
f= 2ahkxhxk, / ' = 2ah1xhxk 

dvě obecné kvadratické ternarné formy, tu rovnice F = 0, kde 
F značí dříve vytknutý kovariant, náleží kuželosečce, jež má 
s / a / společný polárný trojúhelník; stačí pohlednout na výraz 
F v případě kanonických tvarů / a / ' . Z toho soudíme, že 
Jacobi-ho čára příslušná kuželosečkám / , / ' , i^se skládá ze stran 
tohoto polárného trojúhelníka. Jacobi-ho determinant 

' v v «** i J3 = * + (̂  f. f ) 
jsa kovariantem forem / , / ' , F, jest též kovariantem forem / 
a / ' ; vskutku jest dle deíinice kovariantu přímo jasné, že ko
variant kovariantu jest kovariantem původních forem. 
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V případě kanonických tvarů. 
/ = ch*l + atx\ + a3x;, f = x\ -f %\ + xs 

jest 
F = a}(a2 -f a.A)x\ -f a2(a.ó -f oja?* -f a ^ + a2)x\, 

J3 = 8(a1 — a2)(a2 — as)(a3 — a^x^x^ 
29. Každý kovariant temamých forem f a / ' íče vyjádřiti 

jakožto racionalnou celistvou funkcí výrazů f,f4a kovariantú 
F a Jz, o invariantivných koefficientech. 

Různěme případ, kdy index a kovariantú K jest sudý od 
případu, kdy jest lichý. 

Je-li a sudé, soudíme právě tak jako jsme v či. 21. uči
nili, že kovariant K utvořeny pro kanonické tvary může obsaho
vati jen sudé mocnosti proměnných a?15 a?2, o?3, a že jej tedy lze 
pomocí formul (21) vyjádřiti hodnotami / , / ' , F. Na tento výraz 
se tedy K redukuje transformací do tvarů kanonických; sou
díme tudíž vzhledem ke 

f=f, / ' = / ' , F = T«F, 
že má K i původně takový tvar, čímž tvrzení dokázáno. 

Je-li a liché, ukazuje úvaha $1. 21., že pro kanonické 
tvary / , / ' má K nutně tvar 

kde L obsahuje jen čtverce proměnných. Vzhledem k tomu, že 
xix2rs Jes^ Jacobi-ho kovariant, soudíme, že L jest též kovari-
antem a sice sudého indexu a — 1; lze tedy v tomto případě 
kovariant vyjádřiti ve tvaru 

K z ^ L , 
kde kovariant L jest racionálna celistvá funkce výrazů / , / ' , F, 
o invariantivných koefficientech. 

Jakožto příklad vyjadřme Ji;, což jest kovariant sudého 
indexu 2, pomocí / , / ' , F. Při kanonických tvarech jsme v pře
dešlém článku nalezli 

a tedy vzhledem k rovnicím 21. 

^ Ji = G*. ~=~ (aj+ a,a,f - F) {aj+ a3aj' - F) 
8* 



116 

čili 

— í | — jp -f z/2/'2 — F a + / y ( » a — 2 ^ í ® 0 —/2F© 

-f f'2fj(®'2 — 2®) —f'*VJ®'-\- Y2f@' 4- Y2f'@ —/'F(®@'— oz/), 
což vzhledem k z7; ~ 1 upravíme do žádaného tvaru kovariau-
tivného 

ÍA— pa _ Y\S4f f 0 / 0 -f F|>/'6>/a + ^ ® ' / 2 + (®®'—$zlzl')ff'\ 
64 
— 4J'(J'fa -f z//'3) -f/'|z/'(2z/®' — ®2)f + A2**'® — ® , a)/]. 

30. Každý kontravariant temamých forem kvadratických 
f a f lze vyjádřiti jakožto racionalnou funkci kontravariantú 
77, 77', 0 « jich fnnkcionálného determinantu i3, o invarian-
tivných koeficientech. 

Že I3 jest též kontravariantem forem / a / ' a sice o in
dexu 5., snadno plyne z rovnic 

77 = T277, IF= T277', # zz T2<£; 
značínie-li totiž Thk minor modulu T příslušný elementu thh 
máme z transponované transformace 

fe = tlj li + *2j £2 + *3j | 8 

řešením __ 
T | ; 3= Tyi £L -f- T/2 f 2 + T/3 §3, 

a tedy 

Tím funkcionalný determinant utvořený z transformovaných 
forem 

T5 = T%\Thj6\ = T%. 
Vzhledem k třem libovolným kvadratickým formám utvořená 

rovnice I3 = 0 repraesentuje obálku všech přímek, jichž tři póly 
jsou na přímce; mají-li dané tři kuželosečky společný polárný 
trojúhelník, tu se obálka I3 = O rozloží na tři linearné faktory, 
t. rovnice rohů onoho trojúhelníku. Tento případ patrně nastane 
pro čáry 77, 71' a 0 a jest pak 

I3 = 0 



117 

rovnicí náležející třem vrcholům polárného trojúhelníku čar 

Je-li nyní K kontravariant o sudém indexu, tu úvaha či. 
22. ukazuje, že utvořen pro kanonické tvary obsahuje jen čtverce 
proměnných £L, £2> £n a že jej tedy pomocí formul (23) lze 
racionálně hodnotami 17, JJ\ 0 vyjádřiti. 

Je-li však K lichého indexu #, plyne obdobně, že při kano
nických tvarech musí 

kde L značí kontravariant indexu a — 5, tedy sudého; tak že 
pro obecné formy máme 

K = I3L, 
a L opět lze racionálně vyjádřiti kontravarianty 77, 77', <Ď. 

Jakožto příklad vytkněme kontravariant 1\ o indexu 10, 
a vyjadřme jej kontravarianty 77, 77', <ř. Při kanonických tva
rech / a / ' máme 

— 77 = a2asŠl -f- a3ajl -f- a^jl,2, 
-IT = £ + £ + £, 

O - (a2 + a^l + (Oj -f atfl + (a, + a2)£, 
a tedy 

I, = 8G|1 | Í |3 . 
Nyní vzhledem k formulím (28): 

— A. IJ = (JI 4- 0 l * + a?JT-) (JI + a;G> +- a<77-) 

( 7 r + a 8 * + a;JT), 
a seřadíme-li dle ®: 

+(©©'—3zí)Z7/7')]0-f J73-j-zř2JT'3[ -f 7777, (©'2 — 2©)77 
-f(©3—2J@')II'l 

aneb, vzhledem k z/' = 1, v invariantivném tvaru 
— A i^ — ̂ < $ 3 _|_ (^/©/j + j@<n')& + [z/'@'J7a -f ^@77'a 

-f (@©< — 3 z / ^ / ' ) ^ ^ ' ] * + ^ ' 2 ^ ' 3 + ^ 2 ^ ' s + nWK®'*—2J'®)n 
+ (©* _ 2^©')7T]. 
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