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Časopis prp péstování matematiky a fysiky, roč. 71 (1946) 

* O fe-posunutiach. 
Anton Kotii.?, Bratislava, , > N 

(DJŠIO dna 13. mája 1946.) 

říech sú k, n dané prirodzené čísla, 1 ^"k<^n. Vyšetřujme 
n-rozmerný priestor Bn (poním^tný ako množina všetkých sýstémov 
[xl9 x2i ..., Xn\ = £ • kde Xi sú t. zv. súradnice bodu £). Budeme nazý
vat k-posunutím také posunutie v priestore iřn, pri ktorom sa změní 
najmenej jedna a najviac k súradníc, ktoré sa zmenšia o celé čísla 
a oštatné ^úradnice zost^nú bez změny. Nech je ďalej M množina 
všetkých bodov, ktorých všetky súradnice sú celé nezáporné čísla., 
potom platí veta: 

Ex i s tu je j edna a len j e d n a množina A, k t o r á má t i e t o 
t r i v l a s t n o s t i : 

1. ACM. 
2. Ak je £ e M — A, ex is tu je i -pdsunu t i e , k t e r é pre-

vádza bod £ v bod mnQŽinv A. \ 
3. Ak je £ € A a ak je r\ bod, vznikajúci ž £ fc-posunutím. 

neleží rj v množině A. < 
Množina A je potom def inovaná t a k t o : Nech je £ = 

-= [x1? x2, ..., xn] bod o celých nezáporných áúrádniciach. 
Rozviňme súradnice v dýadické j sús tave 

Xi = ybm(Xi)2™ . ( i = - - l , 2, ...,n). .' 

{bm(xi) = 0 alebo = I, pre každé i je ovšem maximálně ko
nečný počet čísel bm(xi) rózny od nuly). P o t o m hod~£ p a t ř í 
db množiny A v t e d y a len vtedy, ak je ' ,' 

. bm(xt) + bm(x2)+ ,.. + bm(ú) «* 0 (mod(k + l))[ (*)': 
pre každé celé m 2> 0. 

: Def.: Ak bod oT(y c M\ určitým fc-pósunutím prejdé v bod od, 
budeme hovpriť, že bod -> je p o í i a t o č n ý , od výs ledný bod tohoto 
ifc-posunutia. Ak prevedieme postupné viao (napr. s) jfc-posunutí 
tak^ že výsleotný bod jednoho .fc-posunutia považujeme za počiatočný 
bod .dálšiehío Jbposunutia, jednotlivé polohy bodu bude nám. udávati 

v ' ^ - '• • -
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postupnost bodov: <x0, ..%,..., <*,. Takejto postupností budeme ho-
ivoríť &-reťaz'z bodu <x0. 

Dókaz vety : Dokážeme teraz, že existuje maximálně jedna 
množina majúca vlastnosti 1., 2., 3. 

Dókaz: Predpokladajme, že existujú dve také množiny A, B, 
ktoré majú vlastnosti 1., 2., 3. Aby A 4= B, musí existovat aspoň 
jeden bod taký, že je elementom len jednej z týchto množin. Bez 
újmy všeobecnosti móžeme předpokládat, že existuje bod /?0, 
o ktorom platí: f}0 e B, a zároveň /?0 neleží v A. Skonštruujme fc-reťaz 
z bodu l30 týmto spóspbom: Prvé k-posunutie prevecfrne tak, aby 
platilo fii e A (jé to možn^ ha základe vlastnosti 2., lebo /?0 neleží 
v A). Na základe vlastnosti 3. však potom platí: f}x neleží v B. 
Móžeme tedy druhé fc-posunutie volit tak, aby /32 € B; na základe 
vlastnosti 3. bude platit: /3a neleží v i a tretie k-posunutie možno 
volil tak, aby platilo: ^3 e A neleží v B, atď. Týmto spósobom do-
cielime toho, že o bodoch tejto &-reťazi bude platit: 

' * • facB; . fi&' neleží v A\ v f i e t k v z _ n 1 2 
fo + 1 e A; fa+1 neleží v B\ p r e v s e t k y l ~ °> l j 2 ' ''* 

Uvažme, že kažclým i-posunutím sa najmenej jedna súradnica 
umenší. Je zřejmé, že pře nějaké j bude najmenej jedná súradnica 
bodu fíj záporná. Ale to nie je možné, leho musí byť &• € M; preto jé 
zřejmé, íe nemóžu existovat dve rózne množiny majuce vlastnosti 
1., 2., 3. (Ze nemóže existovat viac takých množin, je z dókazu tiež 
zřejmé.) 

Idejéšte o dókaz, že množina definovaná podmienkami (*) má 
vlastnosti 1., 2., 3.: 

Každé celé nezáporné číslo x d á s a rozvinut v dvoj kovej 
, (dyaďickej) súštave, pri čom budeme stále užívat označenia 
." x =. I bm(x) 2* (bm(x) - O/ alebo = l).1) (1) 

,, . \ m—O 

Ak je daná Tubo volná skupina A, skládajúca sa z celých nezápor
ných čísel , x 

/ ; , . Oi, a2, . . . ,a p , 2 ) (2) 

„ J *) Pre každé také x je ,pvšem opáť maximálně konečný počet čísel , 
6m(.r) rozny od nuly. 

*) Tietd čísla a19 ..., a p nemusí a byť navzájom rózne, bude zaleŽať na 
•:;tom, kořkokrát sa každé z nich y tej skupině vyskytuje. Naproti tomu náiii 

: nebude íáíežať na tom, v jakom poriadku sú čísla a^^a^, ..., a p napísané. 
;, Teda napr.: 2, t, 0„ 7, 7, 2 bude ta istá skupina ako 0, 2, 7, 2, 7, 2, ale iná než 

5, 0> 7, alebo 2, 2, 2, 0,Ž: AčkolVek teda „skupina" (užívám úmyselne tohoto 
néu^řálneho slova) je niečó trochu iného než- „množina**, budeme užívat 

,éymbcdiký obvyldéj .z teorie množin: Ked je -A skupina at,...., apf ak je B 
skupina b1%..,, bq a ák označíme G skupinu ax,..., apt bl4.«., bq> budeme písať 

; ; , í ' ^ 4 -f B,B ^G.^A,A CG (A je „častou" G), a^eA, a,« A, ..., ap tA 
\Mi J6^̂ Vřprvkom^ skupiny .A)xatá. Nedorozuměni© je istd výlúčené. 

^ & V . , A ; \.1 i* .' K • ; , • • * . . • • . ' ; ' 



"budeme znakom am(A) označóvať zbytpk čísla 

M ^ i ) + bm(a2) + .,. + bm(ap) =^bm(x)*) (3) 
xcA 

podlá modulu k -f- 1, takže 0 <^ am(A) <I fc. 
Nech je teraz # 0 1'ubovolna skupina* n celých nezáporných čísel 

Xly X2, ..., ítVi* (4) 
Budem hovoriť, že skupina JP0 celých nezáporných čísel 

*/i>*/2> •••>.¥» (5) 
vzniká z $0 k-posunutím, ak je yp <I a^ pre p = 1, 2, . . . , n a ak 
nerovnosť yp < o^ platí najmenej pre jednu a najviac pre k hodnotp. 

Ak skupina (4) splňuje rovnice 

<rm(S0) = 0 pre m = 1,2,3, . . . ' (6,) 
a ak skupina (5) (označme ju T0) vzniká k-posunutím z S0, nemóžu 
byť splněné všetky rovnice 

am(T0)~0 ( m = 1,2, 3, . . . ) . (7) 
Lebo nech je m0 najváčšia hodnota m taká, že je bm(yp) < bm(xp) 
aspoň pre jedno p (1 <L p <Ln). Zo vzťahov yq <i xq, bm(yq) = 
= bm(xq), platných pre m *>, m0, q = 1, 2, ..., n plynie, že je nutné 
bm0(yq) ^ f>mo(xq) pre q = 1, 2, ..., w, takže 2 fcm„(ž/) je menšie než 

y«To 
2 V t ^ ) aspoň o 1 a najviac o k. NakoTko amo(S0) — 0, nemóže byť 
XcS0 

*m.{T0) = 0. 
Aby $me dokázali základnu vetu, stačí teda, keď dokážeme 

ešťe toto: 
Nech je daná skupkia (4) celých nezáporných čísel — označme 

ju S0, ktorá nesplňuje všetky rovnice (6). Potom existuje skupina T0, 
vznikajúca z S0 k-posunutím a taká, že platia všetky rovnice (7).' 

D ó k a z : Budeme definovat celé číslo n > 0, skupiny 
. ^ C ^ V i C . C ^ C ^ . (8) 
PÍ = &_i .— Si (i = A , 2', .:.,n) (9). 

celé čísla , 
mx > m2 > . . . > mn > m w + i =- — l.4) (10) 

a celé kladné čísla 
0 1 n— 1 ti IV 

\ " , - 0"mi> aWt, ..., o :^ v • * '/ 
spósóbom, ktorý teraz popíšeme. 

3) Smysel symbolu je jasný.. Obecné, ak je A skupina Oj, a2, ..., ap 

a ak je f(x) rubovomá funkcia, značí sytíí^óC^fivc) číslo ffa) -f /(«2) -+ ...-f 
+ /(««)• < ^ 

*) Číslo wi^^j zavádzam lenjpr© pohodlie. "' 
: ' '•"' v , 57 



Z (8)',-(9) plynie, že 

S0=PÍ+P2+... + Pi + Si (i = 1 , 2 , . . . , * ) , (12) 

obecné jšie 

.S, = Pn.i + ... + Pi + Si (0£j<i£n), (13) 
speciálně 

S* = Py+P2+... + Pn + S9.> (14) 
Pre všetky dostatočne velké m je bm(xp) = 0, teda <rw($0) = 0; 
podlá předpokladu existuje však m^ také, že 

' ami{S0) > 0. v • (15) 
Zvolme za ^ najvácšie číslo, pre ktoré platí (15). Položme omi(S0) = 
= crm, a z čísel # l 5 a^ ..., #n vyberme aMl čísel 

*1,1>*1,2> " ^ l , a V ( 1 6 ) 

pre ktoré je bm\(x) = 1; čísla (16) nech tvoria skupinu Pl9 kladieme 
potom Sx = # 0 — P 1 ? takže P x — # 0 — ^ , 0 < ami <̂  fc. Predpoklá-
dajme, že sme už definovali pre isté p I> V skupiny 

S,CSp i C . C S 0 í < (17) 
P Í - SM — Si (i =-- 1, 2, ..., p) (18) 

celé čísla * 
ra, > m2 > ... > rap ^ 0 (19) 

a celé kladné čísla 
- v C T W l , . . . , ( T O T p ( - 5 U ) 

tak, že 
. • - <4 + -" + ^ ^ . (21) 

• â že každá skupina PÍ sa skládá z o^T1 čísel; pre p = 1 sme to právě 
učinili. ' 

\ Skupina Sv ~ S0 — (P1 + ... + Pp) sa skládá z n — amk — 
'-—..... — or^ - 1^ n — A; _* 0'čísel. Ak neexistuje žiadne číslo m, pre 
ktoré by platilo 

/; mv > m ^ 0, 0 < **(£,) £k — V < 4 T \ " (22) 
.• . - ' '' ' . . - » • = ! ' , 

položme JT = p, mv±\ = — 1 a sme s indukeiou hotoví. Ak však 
existuje také číslo m, pre ktoré platí (22) ----"nech je m p t i nájvSěšie 
také číslo m — položme omjy+l(Sp) = ^ p + 1 , takže podfa (22) je 

• • • • ' - , • v .;• , * t = i •• .. /• -

Ýyheyme ďalej zo skupiny^ skupinu Omp+l Mml 

- 5 8 ' - ; ; : ' • . . . ; y'-' -~ . v 



ffp + i,i, # p + i . 2 , . . . , # p + i,„p » (23) 
m P + i 

pre ktoré je b^,^ x(x) = 1, tuto skupinu označme Pv+\ a položme 
$p + i == Sp — Ppj-i. Vidíme, že vzťahy (17) až (21) budu teraz platiť 
s indexom p -f- 1 namiesto p. Nakol'ko každá skupina obsahuje 
aspoň jedno číslo, je vidéf, že sa postup musí najneskoršie po n 
krokoch zastavit, takže dospějeme takto k systému s vlastnostiami 
(8) až (13). 

Z toho, ako bol indukčný krok (prvý a (p + l)-ý) převedený, 
je zřejmé ešte toto: Predovšetkým je 

0mi + o42 + . . - . + Cm"1 __l k, (24) 

teda istotne 
1 <^ n <1 k. 

Za druhé: PÍ sa skládá z crĴ T číseL pri čom pre x e PÍ je 
bmi(x) == 1, teda am.(Pi) = c47\ 

Za tretie: 
<*mi = C7M.(/Si_i) (i = 1, 2, . . . , 7T), ( 2 5 ) 

takže podlá vlastnosti druhej je 
ami(Si) = Om^Si-! — Pi) = 0 (i = 1 , 2 , . . . , ír). (26) 

Za štvrté: 
' . °m(S0) = 0 . • (27) 

pre m > mx. 
Za piate: Pre 

mi > m > mi+i (i -= 1, 2, ..., JI) ) 

neplatí (22), t . j . je . 
buďto am(Si) = 6, alebo am(Si) > k: — ]T ^ (28) 

i = l 

(mi>m>mi + x, i = 1, 2, ..., JI). 
Teraz nahradím skupinu S0 novou skupinou S'0 (složenou tiež 
z n celých nezáporných čísel) takto: Skupinu Sn nechám bez změny, 
kdežto čísla každej skupiny PÍ (i = 1, 2, .. >, n) změním takto: 

Ak je x € PÍ, nahradím číslo x číslom 

*'==* I 2m + 2 M*)2m. (29) 
0<ra<m$ m>mi 

m^mn,mn__l,...,mi^umi 

T. j . koeficienty pri 2m (m > mi) nechám bez zrněny, koeficienty pri 
2mj, 2mí+i, ..., 2m* nahradím nulami (vieme, že v a: bol koeficient 
pri 2 m i rovný 1), ostatné koeficienty nahradím jedničkami. Nakofko 

59 



prvý súčet v (20) je menší než 2mi, je x' < x. Skupinu čísel x', ktorú 
takto dostaneme zo skupiny PÍ, označme PV, položme ešte 

s'» = s„, S'i = P'i+1 + ... + P'x + s'n (i = o, i, ;..,*, —1).(30) 
Čísla z $ ' 0 vznikly teda z čísel skupiny # 0 tak, že sme čísla skupiny 
Pí + ^2 + * • • + Pn zmenšili, ostatně nechali bez zmeňy. 

J e zřejmé toto: 
1. Ak je m > m^ je: 

am(S\) = am(SQ) = 0. (31) 
2. Ak je m = mp (p = í;2, ..., rc), je podlá (29) bMp(x') = 0 

pře #' c P'?;, akonáhle i _[ p 

c r m ( P ' 1 + P /
8 + . . . + P/

3,) = 0, 

^ ( ^ ' o ) = <7mp(S'p). 

Ale pre z ' e # ' p , t . j . a?' cPVr-i + . . . + P ' * + S'a*) je pódia (29) 
a v dósledku rovnice S„ == S'„ zrejme bm (xf) = bm (x),*) takže 
^ ( ^ ) - omp(Sp) = 0 [viď (26)]. -• 

Teda: * 
Pre m = mp (p = 1, 2, .-.., jr) je 

^ p ( « ' o ) - 0 . ' (32) 

3. Ak je mp > m > m p + i (7) = 1, 2, ..., TT), platí toto: ked je 
x' € P'p+1 + , . . . + P '* + S'n, t. j . a;' e S'p, je podlá (29) a v dósledku 
rovnice Sn = S'n zrejme bm(x') = bm(x), tedy 

tfm^'?)) = Om(Sp). (33) 

Nahradíme konečné čísla skupiny S'0. = P ^ + P ' 2 + .., + 
+ P'~, + S'n novými číslami, ktoré budu tvořit novů skupinu S"u 

o n číslach a budu sostrojené takto: 
1. Čísla z S'n necháme bez změny. 
2. Koeficienty bm(x') pre m > vh a právě tak koeficienty 

bňix(x'),-bmt(z'), ..., bmji(x') nechám bez změny pre každé x' € /S'0. 
Podra (31), (32) bude potom ' 

tfm(#"o) = 0 P r e m > w i a právě tak' pre m = mx, (34) 
m = m2, ..., m = m^. 

3. Neph je konečné m číslo, splňujúce nerovnost mp > m > 
> ?flp+i (1 ^ p ^ ^)- Potom změním koeficienty bm(x') takto : 

, 5) Pre p — 71 odpadne ovšem P'p + i + ... + P'n, podobné v analogie-
L prípádoch. * / 

) Žnakom x značím to číslo z Sp, z ktorého vzniklo číslo %' změnou, 
udanou v (29). x 

kých prípá< 
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I . Buď je om(Sp) — 0. Potom všetky koeficienty bm(%') pre 
všetky x' e P\ + .. . + P'p nahradím nulami [u x' boly tieto koefi
cienty rovné 1, viď (29)], kdežto u všetkých x' eP'v+\+ . . . + 
+ P'n + S'>„ = S'p nechám bm(x') bez změny. 

Potom bude teda: 
om(S"0) = am(S'p) = am(Sp) = 0 (35) 

[viď (33)]. 
I I . Alebo neni am(Sp) — 0. Potom je podl'a (28) 

v 
Om(Sp) > k — ^ °mj 5 

j - 1 

nakoTko om(Sp) ^ i a nakolko platí (24), je istotne 

k + 1 £ 2 (4T1 + am(Sv) £ 2k. '(36) 

Je 

Om(S'0) s= V 6OT(^') + 2 M*') 
" .ťe/M... ! P'v .r'eP'p + 1+...l-P'n \-S'„ 

(mod(k + 1)). (37) 

Ale podlá (29) a v dósledku rovnice S'n = S^ je 
2 bm(x') = 2 M#) -= o-w(^) 

- ' « f ' p + l + - •f-]":ř" *S";i *ePphl + - ' 4 " J P . - r " í * 6 t - T 

(mod (k + 1)), 

kdežto prvý súčet v (37) sa skládá zo samých jedničiek. Teda 
om(S'0) == crWl + .. . + o^; 1 + am(Sp) (mod (fc + 1)). (38) 

Nakofko 0 <1 ow(£'0) <; k, plynie z (36), (38) zrejme 

om(S'0) + k + 1 = V "V + M ^ ) < # Í ^ + * +• ] > 

t , j * 
M^xi^1- x (39) 

; « 1 

Nakol'ko ďalej všetky čísla 

, г ' f F 1 + Л + - + Л í> 
т? 

(ktorých počet je právě rovný 2 om. ) májů koeficient bm(x') = 1, 
? - i ; • . 

móžeiíi tieto koeficienty podlá (39) zmeniť tak, že u om(S'0) týchto ' 
čísel x' eP\ + P'2 + ... + P'p koeficient~bm(x') = 1 nahradím 
nulou, u ostatných čísel x' e P\ + ... + P'p jako a j u všetkých v 

čísel x' $tS'p nechám bm(x') bez změny. Potom bude zrejme 
om(S"0)^Q. - ' (40) . , 



Systém S"0 právě konstruovaný vyhovuje teda rovnici (40) 
pre všetky celé m ^> 0 [viď tiež (34), (35)]. Okrem toho vznikoJ 
S"0 z # 0 k-posunutím: lebo čísla skupiny P1 + P2 + ... + P„ (čo 
je najmenej jedno číslo a najviac k čísel) sme zmenšili, ostatně sme 
ponechali bez změny. Tým je dókaz převedený. 

Sur les .^translations feu. 

( R é s u m é d e l ' a r t i c l e p r é c é d e n t . ) 

Soient k, n deux nombres entiers donnés, 1 <^ k <1 n. Soit Rn 

l'espace cartésien à n dimensions. Considérons une translation quel
conque (caractérisée par n nombres av a2, . . . , a n ) qui transforme 
chaque point £ = [xt, . . . , xn] e Rn en [xx — av ..., xn — an]. Cette 
translation soit appellée une ,translation k'\ si les conditions sui
vantes sont remplies: 

1. Chaque nombre a% est entier et non négatif (̂ > 0). 
2; Si Ton désigne par l le nombre de ceux parmi les nombres 

Oj, . . . , an qui sont différents de zéro, on a 1 < l <^ k. 
Pour le développement d'un nombre entier x >̂ 0 quelconque 

dans le système dyadique nous allons constamment employer la 
notation suivante :' 

00 , 

x = 2 bm(x) 2m (bm(x) égal à 0 ou à 1). (1) 
m = 0 \ 

Par M nous allons désigner l'ensemble de tous les points 
[xti ...,sxn] dont toutes les coordonnées x% sont entières et non 
négatives. 

Théorème. Il e x i s t e u n e n s e m b l e A e t p a s p l u s q u ' u n 
1 seul , j o u i s s a n t des p r o p r i é t é s s u i v a n t e s : 

l. ACM. 
IL Si f eA e t si rç p r o v i e n t d.e f p a r u n e t r a n s l a t i o n k. 

on a rj non e A. 
IIL Au c o n t r a i r e , si f € M — ^ i l e x i s t e u n e t r a n s l a t i o n 

k q u i t r a n s f o r m e f en u n p o i n t de A. 
L ' e n s e m b l e A e s t d é f i n i de la m a n i è r e s u i v a n t e : Un 

po in t 
^=[xv...,xn]e31 (2) 

a p p a r t i e n t à A, si l'on a 

, M * i ) + — + bm(xn) ~ 0 (mod (k + 1)) pour m = 0,1,2,... (3) 

c e t dans ce èas s e u l e m e n t . 
D é m o t i s t r a i i o n de l 'un ic i t é . Supposons que deux en

sembles différents Av A2 jouissent des propriétés I, II, IIL II existe 

\ • \ • 



alors p. e#. un point f l e Ax — A2. Il existe alors un point <f2 e A2, 
provenant de ^ par une translation k (voir III)., donc | 2

 € -42 — ^1 
(voir II) . Ensuite; il existe un point ÇZ€ Al9 provenant de f2 par une 
translation k (voir III) , donc i3eA1 — A2 (voir II) etc. Il existe 
donc une suite infinie f1} f2, ..., où f2r «" -42 — -4i- l2r+i * Ax — A2 et 
où fm provient de fm ! par une translation k. Donc, à partir d'un 
certain rang, une coordonnée au moins de fm est négative — contra
diction (voir I). 

R e s t e de la d é m o n s t r a t i o n . Soit maintenant A l'ensemble 
de tous les points (2) qui satisfont (3). Il nous reste à démotitrer 
que A possède les propriétés I I , I I I (car I est évidente). 

P r o p r i é t é I I . Soit f = [xl9 . . . , xn] e A et soit rj = [yl9 ...,yn]e 
e M un point provenant de £ par une translation k. Soiti ji le plus 
grand nombre tel que la suite b^y^,..., bn(yn) ne soit pas identique 
à bfi(x1)9..., b^(xn). Evidemment, on a ou bien b^Xi) = b^(yi) ou bien 
b^(xi) = 1, b,j(yi) = 0; désignons par l le nombre des indices i, pour 
lesquels la seconde éventualité a lieu; on a évidemment l <Ll <L k9 

et donc (voir (3)) b^yj + . . . + M?A) =—*--$-. 0 (mod (k + 1))5 

donc rj e M -—A. 
P r o p r i é t é I I I . Soit donné un point 

| = IX, ..., xn]zM — A! . (4) 

Il faut démontrer l'existence d'un point appartenant à A et pro
venant de £ par une translation k. Pour cela, nous allons en premier 
lieu décomposer d'une manière convenable le système 

xli x2i • • •} xn , \&) 

que nous désignons par SQ.1) 
Si S est un système des nombres entiers non négatifs al9 a2. 

..,, at et / une fonction, nous allons poser 2 f(x) — f(ai) + ••• + 
+ f(0r). ' *'* 

Èri particulier, nous allons désigner paî* am(S) le reste du nombre 
]? im(#) suivant le module k + 1, donc 
^ 0 <: *„(!&) <I Jfe. ' • " (6) 

1) Les nombres it'j, . . . , xn peuvent être en partie égaux. Nous regardons 
deux systèmes comme identiques si l'un d'eux provient de l'autre par une 
permutation de ses ^éléments", de sorte que p . ex. 0, 2, 7, 3, 0, 2, 12, est 1e 
même système que 0, 0, 2, 2, 2 ,3 , 7, mais il est différent de 0, 2, 3, 7 dé même 
que de 0, 2, 0, 7, 3. Quoique la notion d'un „système" est différente de celle 
d'un ,,ensemble", nous empruntons* quelques notations à la théorie des en
sembles (sans qu'aucune confusion soit à craindre), à savoir. Si nous dé
signent par A le système a19 >,., af, par B le système 64, . . . , bg et par C le 
système a^ .. . , âr, bl9 . . . , 68, nous allons écrire: ai c Af A c 0, A -f J5 — C\ 
B ==-. C — A. (P. ex. A. + £ — C. équivaut à B '-.= C — A, ce qui n'est pas 
vrai dans la théorie des ensembles») 



Nous allons- définir par induction un nombre entier n, > 0, lès 
systèmes 

& C S ^ i C . G i 8 i C / 8 o , (7) 
P{ = Si-X — Si(l£i£n) ' (8) 

et les nombres entiers 
mx> m2> ... > mn> mn+1 = — 1, (9) 

c°mi > 0, <4 > 0, ..., a*"1 >.0, (10) 
satisfaisant l'illégalité 

C/,4. + ... + (T^1 <±k (11) 
comme il suit. 

Remarquons d'abord que (7), (8) entraîne 
S, = Pi+1 + ... + Pi + Si (0£j<i£n). (12) 

Soit mx le plus grand nombre tel qùè aMl(S0) > 0 (mx existe 
d'après (4)). Posons ami = ami(S9); parmi les nombres xly...,xn 

choisissons un système partiel P± qui consiste de ami nombres x 
satisfaisant la condition bmi(x) = 1. Pospns S1 = S0 — Pl9 donc 
Pt^So — s» o < < & ^ * . • . ' • ' • 

Supposons que l'on ait déjà défini S0,..., Sp, Pl9 ..., P^rn^,... 
mp; ami, ..., o^"1 pour lin certain p > 1 efque ami + ... + a^1 fg k. 

S'il n'existe aucun nombre m tel que l'on ait 

mp > m ;> 0, 0 < am(Sp) £k—^ <&?> • <13) 

posons 7i = p, mp+1 = — 1 et Vinduction est finie. S'il existe <un 
* tel >ft (dans ce cas Sp ne peut pas être vide), soit mp+1 le plus grand 
nombre m qui satisfait (13) et soit ompJtl = c^+i^?) - Nous choisis-
soiqs de /Sp un système partiel Pp+1 qui consiste de <?mp+1 nombres 
a: tels que bm ^(x) = 1 et nous posons $#+1 -==' Sp — -Pp+A. 

En procédant ainsi, on oblSent enfin n, Sif Pi, mi, a'mi qui 
satisfont (7)—(11). 

Remarquons enfin les conséquences suivantes qui découlent 
de la façon dont nous avons défini les Si, Pu ... : 
''''• ($i) Pi consiste précisémentmde a^1 éléments;,pour x*Pi,. on 

1—1 

; / 

(93) O n a u ^ =am . (Si-i) , donc 
' . ^(f i i ) - . ami{8i^ — Pi) = O (1 ^ i £ 7t). ' (14) 
.(<£) On a . - , .. < 

•',• Om{S\ù'— ° pour._**.;•> 4%. • (15) 

V* 



(©) Pour mi > m > mi+1 (1 <£ i £ TT), on n 'a pas (*3>> donc 
on a 

?" 

ou bien om(Si) = 0 ou bien cr^(Si) > & — ]T ^ • (*®) 
> = 1 • 

Ayant ainsi décomposé S0, nous allons remplacer S0 par un 
autre système 

o o*. # i , X 2J . • . , X n ( 1 7 ; 

comme il suit; Posons S'„ =- #,-. Mais si # r e Pi (1 <^ i ^s^)> r e m ~ 
plaçons #r par le nombre 

V r= 2 2 ^ + 2 K(xr)2™ (M) 
m4,mn,mJl_l,...,mi 

(donc #' r < #r, car 6m.(#r) = 1 ) ; nous obtenons ainsi de Pi un 
nouveau système P'% et nous posons 

^ = P ' i + 1 + . . . + P ' n + ^ ( 0 ^ t < * ) . (19) 

On, voit immédiatement: 

om(S'Q) = am(S0) = 0 pour m > / ^ (20) 
(voir (15), (18)). . 

Pour m = mp et pour # r € Pi, i <Lp, on a, bm (x'r) = 0 (voir 
(18)), donc amv(P\ + ... + P'P) = 0, omp(S'0) = omp(S'P); mais 
pour xr e Sp = P p + i + .. - + Pn + Sn on a bm(x'r) = bm(xr) (voit 
(18)), donc omp(S'p) = ^ ( . S p ) = 0 (voir (14)), donc 

*mpOS'0) = 0 pour l ^ P ^ r c . (21) 

Si mp > m > mp+1 et si xr e P p + i + •.. + Pn + Sn, on a d'après 
(18) bm(:r'r) = bm(xr), donc 

0rn(S'P) = 0*n(Sp) pour mp> m> mp + 1. (22) 

Remplaçons enfin #'0 par un nouveau système 
.C" . ~" ~" «.* 
A3 0 . * i , A ^ " ' ) * » ' 

Pour définir S"0, il suffit de définir bm(x%) pour chaque r (1 <1 r <1 
<^ n) et chaque m ^> 0, ce que nous allons faire maintenant. 

Pour m > mx et pour m = m-,, m2, . . . , m-, posons bm(x"r) = 
- M*V) (pour r = 1, 2, . . . , n), d'où (voir (20), (21)) 

*m{S\) = Q (23) 

pour *m > mj et pour m = m^ m 2 , . . . , m„. 
Soit maintenant mp>m > mp + \. Deux cas sont à distinguer. 
I . om(Sp) = 0. Posons <voir (18)) bm(x%) = bm(x%) — 1 = 0 

pour #' r c P ' x -f . . . -f- P'P) bm(x%) = bm(x'r) pour «V * S'p, donc 
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(voir (22)) 
x * om(S"0) = am(S'p) = am(Sp) = 0. (24) 

I I . am(Sp) > 0, donc am(Sp)-> k — J o ^ 1 (voir (16)). 
• • . i=\ 

Donc (voir (11)) 

k + 1 £ am(Sp) + S ai;.1 £ 2k. (25) 

On a 
om(S\)^ 2 bm(x'r) + 2 bm(x'r) (mod (k + 1)). (26) 

.c'r€p'1+...-f-P'?> T'reS'p 

Mais (voir (18)) pour #' r e P'x + . . . + P'v on a bm(x'r) = 1, tandis 
que pour x'r e S'p on a bm(x'r) = bw(av), de sorte que (26) donne 

(rm(S'o) -=- crmi + . . . + er^1 + <rm(£p) (mod (k + 1 )). 

La comparaison avec (25) donne 

Om(S'0) + k + 1 = <rm(#p) + ^ tfm,- - * 
7 = 1 

mais o-m(Sp) < k + 1, donc 

» ,' o-m(#'0) < crmi + . . . + amp ; 

on peut donc poser 6m(o;"r) = 0 pour am(S'0) valeurs de l'indice 
r tels que x'r e P\ + . . . + \f% (pour ces x'r, on avait 6w(#'r) = 1); 
pour toutes .les autres valeurs de r, on pose bm(x"r) = bm(x'r). On 
a alors 

. am(S:o) s o-w(5'0) — <rm(S'0) = 0 (mod (k + 1)), 

Om(S"o) = 0- -Donc (voir aussi (23), (24)) am(S"0) — 0 pour chaque 
m ^ 0. Donc le point £" = [x^, .. . , x"n] appartient à A et il pro
vient de f p^r une translation k, car 

x"r <L x' r < # r pour xr e P j + . . . + P„, 

#"r = xr pour a>r e #,-, 

et P1 + f . . + Pn consiste de <xWl+ . . . + cr^"1 <I fc éléments 
(voir (11)). n

 v 
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