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Časopis pro pastování matematiky a fysiky, roC. 71 (1946) 

Une note sur les fonctions aux valeurs intermédiaires, 
Vâclav HruSka, Prague. 

(Reçu le avril 1945.) 

1. — Définition. — Soit donnée une fonction 
f(x),' a<Lx<Lb. (1,1) 

Soient oc 4= /? deux points quelconques de Tintervalle (1,1), dans 
lesquels f(x) a des valeurs différentes 

/(«) = A * B = /(/?)• * 
Si dans un point convenable situé entre oc et /? la fonction f(x) de­
vient égale à toute valeur choisie entre A et B, je dis que f(x) est 
une fonction aux valeurs in termédia i res . 

A l'aide de cette définition nous pouvons donner à un théorème 
bien connu de Darboux1) la forme suivante: / 

Théorème. — Soit 
/(«), a£x<Lb^ (1,2) 

une fonction ayant une dérivée dans chaque^ point de l'intervalle 
(1,2). Cette dérivée est une fonction aux valeurs intermédiaires 
dans l'intervalle (1,2). 

Remarque. —De même les fonctions continues dans l'inter­
valle (1,1), ont naturellement la propriété mentionnée dans la 
Définition, ce que l'on démontre ordinairement d'une façon indé­
pendante du théorème de DARBOUX. Mais on peut aussi le démontrer 
comme une conséquence de ce théorème, car toute fonction con­
tinue est aussi une dérivée de son intégrale définie de Cauchy-. 
Riemann, ayant la limite supérieure variable. 

2. — Je ne crois pas que le théorème suivant sur les fonctions 
aux valeurs intermédiaires ait déjà été prononcé: 

Théorème. — Soiept 

f(x) et (p(x)y a<L x<Lb . . , (2,1) 

*) Ch. J. de lar VALLÉE-POUSSTN, Cours d 'analyse in f in i t é s imale 
t. 1; p. 70 (7ièrae éd., Paris, 1930, Gauthier-Villars). 
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deux fonctions qu; ppssèdent des dérivées du premier ordre f(x) 
isb <p'(x) partout dans l'intervalle (2,1), dont la dérivée <p'(x) va 
constamment en croissant ou constamment en décrossant dans (2,1). 
Alors la fonction , 

. . K „ _ - n a = £ w (2,3) 
<p(x) — <p (a) 

est une fonction aux valeurs intermédiaires dans (2,1). 
Démonst ra t ion . — Soit, par exemple, <p'(x) une fonction 

allant constamment en décroissant dans (2,1), c'est-à-dire 
<p'(a) > <p'(*) > <p'(x) > ç>'(#, ' (2,4) 

a < % < x < f{ <1 b. 
Soit p. ex. aussi 

--4 = X(a) > A(/3) = B. (2,5) 
Choisissons une valeur L quelconque entre A et B, 

A>L> B (2,6) 
et considérons la fonction 

%(x) -= f(x) — x . f'(a) — L [<p(x) — x . <p'(a)\, a <̂  x <J 6. 
Elle a une dérivée 

•" %'(*) = f (*) — /'(«) —-"[y'(*) — ^(a)] (2,7) 
partout dans 

<x£x£P (2,8) 
qui a des valeurs v 

*'(«) = /'(«) - f'(a)- L [?'(«) - <p'(ay] = 
= *(«)[<?'(«) —<p'(a)]—L[<p\*) — <p'(a)] = 

• = (A-L)[<p'(«)-<p'(a)]<0, 

%'m = nt) - /'(«) - L w({i) - <p'(a)] = 
= m [?'(j8) - <p'(a)] - L W($) - <p'(a)] = 
= (B~L)[<p'(p)-<p'(a)]>0 

dans les points x = « et x = /?. Alors, d'après le théorème de 
DABÈOUX, elle a la valeur 

*'(« = o; * < * < .a 
dans un point f entre * et /?, c'est-à-dire 

'•''•' *w-L\i!~rJ!l\-L> «<*<^ c-q-f-d-
<p ( f ) — ç?W 

Remarque de la rédact ion . Dans le théorème de M. Hruôka, 
o.a peut se passer de la supposition concernant la monotonie de 
<f(x). En effet, on peut énénoer le théorème suivant: 

Soient., F(x), G(%) deux fonct ions réelles possédan t 
dans l ' in terval le fetmé <a, b) des dérivées finies F'(x), 

m . 



G'(x)S) Soit G'(x) + 0 pour a <S x <: 63) et posons 4 == F'(a) : 
: G'(a), JB = F'(b) : #'(6). Si A + B, alors la fonction F'(x) : 
: G (x) prend, dans l ' interval le ouver t (a, 6), t ou te s les 
valeurs s i tuées en t re A et B. 

Démons t ra t ion . Soit p. ex. A < B et soit G un nombre 
quelconque tel que A < G < B. Evidemment il existe un nombre 
h > 0 tel que 

F(g + h)- F(a) ^ n ^ F(b) - F(b - - h) 
0(a + h)- G(a) < C < G(b) - 0(6 - h)> « + • * < * - * • 

Choisissons un tel h. La fonction 

Hr)^_F(x,+ h)-F(x) 
A ' G(x + h) — G(x) 

est coptinue dans l'intervalle fermé <a, 6 — A) (voir3) et l'on a 
f(a) < G < f(b — h). Il existe donc un ( tel quê  . 

a < | < 6 — h, / (f)-=C, 
c'est-à-dire ' 

-F(f + A) — O G(S + h) = J'(f) — O Q(f). 
D'après le théorème de Rolle, il existe un rj tel que 

a<Ç<rj<Ç + h<bi F'(ri) — G G'(t]) = 0, c. q. f. d. 
Datis le cas particulier G(x) = x on retrouve le théorème de Dar-
boux. 

V. Jarník. 
* 

Poznámka o funkcích s intermediárními hodnotami. 

(Obsah předešléh.0 článku.) 
Buďte F(x), G(x) reálné funkce v uzavřeném intervalu <<x, 6>, 

jež mají v <a, 6> konečnou derivaci (v bodě a zprava, v bodě 6 
zleva). Nechť G'(x) + 0 pro a <1 x ^ 6. Položme A =- F'(a) : G'(a), 
B =-= F'(b) : G'(b). Potom platí: je l i A + By nabývá funkce F'(x) : 
: G'(x) v otevřeném intervalu (a, 6) všech hodnot, Ježících mezi 
čísly A,B. 

*)' Où F'(a), G'(a) désignent des dérivées du côté droit au point a et 
F'(6), G'(b) des dérivées du côté gauche au point b. 

•) Pour <z,<^<x</?<^6ona donc 

'Q(fi) — Q(*) = tf — *)Q'(Y) 4=0 (oc<Y<p). 
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