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Une note sur les fonctions aux valeurs intermédiaires.
Vaclav Hru$ka, Prague.
. (Regu le avril 1945.)

1. — Définition. — Soit donnée une fonction
(), a< =<0 (L1)

Soient « + f deux points quelconques de l'intervalle (1,1), dans
lesquels f(z) a des valeurs différentes

fo) = A + B = {(B).

Si dans un pomt convenable situé entre et B la fonction f(x) de-
vient égale a toute valeur choisie entre 4 et B, je dis que f(x) est
une fonction aux valeurs intermédiaires.

A P'aide de cette définition nous pouvons donner & un théoreme
bien connu de Darboux!) la forme suivante: /

Théoréme., — Soit ‘ ’
fw), a<xz<b - (L2)

une fonction ayant une dérivée dans chaque point de l'intervalle
(1,2). Cette dérivée est une fonction aux valeurs intermédiaires
dans l'intervalle (1,2).

Remarque. — De méme les fonctlons continues dans l'inter-
valle (1,1), ont naturellement la propriété mentionnée dans la
Définition, ce que I'on d8montre ordinairement d’une facon indé-
pendante du théoréme de Darsoux. Mais on peut aussi le démontrer -
comme une conséquence de ce théoréme, car toute fonction con-
tinue est aussi une dérivée de son intégrale définie de Cauchy-.
Riemann, ayant la limite supérieure variable.

2. — Je ne crois pas que le théoréme suivant sur les. fonc’mons
aux valeurs intermédiaires ait déja été prononcé ,

Théoréme. — Soient ‘ .
f(z) et p(z), a <2< b N O )

1).Ch. J. de la VALL EE-PousIN Cours d’analyse mfmltésnmale
t. 1; p. 70 (71éme éd., Paris, 1930, Gauthier- lea.rs) )
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deux fonétion_é quj pessédent des dérivées du premier ordre j'(x)
et ¢'(x) partout dans l'intervalle (2,1), dont la dérivée ¢’(x) va
constamment en croissant ou constamment en décrossant dans (2,1).
Alors la fonction ,

i) = L@ — 1@

7 70\ 2,3
?(@) — (@) (23)

est une fonction aux valeurs intermédiaires dans (2,1).
Démonstration. — Soit, par exemple, ¢'(x) une fonction

allant constamment en décroissant dans (2,1), c’est-a-dire
¢'(a) > ¢'(a) > ¢'(2) > ¢'(B), (2:4)
a<x<xz<B< b

"Soit p. ex. aussi - R '

A= MN«)> M) =B. - (2,5)
- Choisissons une valeur L quelconque entre 4 et B,

A>L>B (2,6)

et considéromns la fonction ,

x(@) = f(x) —z . f(a) — L [p(x) — 2. ¢'(@), a < < b.
Elle a une dérivée '

1 (x) = f'(x) — f'(a) — L [¢'(x) — ¢'(a)] (2,7)

partout dans :

o L al e f (2,8)

: q}li a des valeurs

x(a)*—f («) — f'l@) — [<P(0‘) ¢'(a)] =

(a)[¢(a)~—¢ a)] — L [¢"a) — ¢'(a)] =
= (4 — )[ (oc) ¢'(a)] <0,

x(ﬂ)—f(ﬂ)-—f — L[¢'(f) — ¢'(a)] =
= A(B) [¢'( ﬂ)—¢(a)]——L[<P () —¢'(a
=(B—L)[¢'B)—¢'@]>0
dans les points z = & et = . Alors, d’ apres le théoréme de
DABBOUX elle a la valeur
(=0 a<¢ < B

I da.ns un point £ entre « et #, c’est-a-dire

& —fa) ' .
3(5) m L, a<é&é<ps cq.tf.d

: Remarque delarédaction. Dans le théoréme de M. Hruska,
- ‘on. peut se passer de la supposition. concernant la monotonie de
¢'(x). En #ffet, on peut énéncer le théoréme suivant:

- Soient. F( z), G(xz) deux fonctions réelles possédant
';,.dana l’mtervalle fermé {a;b) des dérivées finies F'(x),

.



' (x).?) Soit G'(x) = 0 p __<: x S b"‘) et posons A = F’(a)
: @' (a), B = F'(b) : G'(b). A =+ B, alors la fonction F'(x):
:G’(x) prend, dans lmtervalle ouvert (a,b), toutes les
valeurs situées entre 4 et B.

Démonstration. Soit p. ex. 4 < B et soit C un nombre

quelconque tel que 4 < C < B. Evidemment il existe un nombre
h > 0 tel que C

F(a + h) — F(a) Fb) —Fb—h)

h < b—h.
G+ h—a@ =~ < ae)—¢ 66—y ath<or
Choisissons un tel A. La fonction
F(x +.h) — F(x)
@)= G 1 —6@

est continue dans l'intervalle fermé <{a, b — %) (voir®) et l’on a
fla) < C < f(b — h). 1l existe donc un & tel que. :

a<&E<b—nh, f(§)=0C;
. F(& + h) — C G(& + k) = F(§) — C G(£).
‘D’aprés le théoréme de Rolle, il existe un 7 tel que
a<E<n<E+h<b F'(n)—C&n) =0, cq.fd

Dans le cas particulier G(x) = x on retrouve le théoréme de Dar-
boux.

c’est-a-dire

V. Jarnik. ~

*®

Poznimka o funkeich s intermedidrnimi hodnotami.
(Obsah ptedeslého &lanku.)

Budte F(z), G(x) re4dlné funkce v uzavieném intervalu {a, b),
jez majf v <a, b) koneénou derivaci (v bodé a zprava, v bodé b -
zleva). Necht G'(z) &= 0 proa < =z < b. Poloime 4 = F'(a) : G'(a),
B = F'(b) : G'(b). Potom plati: je-li A + B, nabyvéa funkce F'(z) :

: @'(z) v otevieném intervalu (a, b) viech hodnot, lezfcich mezi
,oisly A4, B.

Z ~

’) Ou ¥’(a), G’(a) désignent des denvées du cote droit au pomb a et
F’(b), G’(b) des dérivées du 66té gauche au point b. '

')Pqur_a<oc<ﬂ<bonadonc . s
GB) — Q) =(B—)F(y) 0 (x<y<h).
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